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21. roénik, tloha I.S ... gravitace (6 bodu; primér 4,67; tesilo 15 studentd)

Uvazujte dvé stejné tézké hvézdy, které kolem sebe obihaji po kruznici. Po ose této kruznice
se k nim zacne nahle priblizovat hvézda tieti, kterd ma na zacatku stejnou rychlost, jakou se
pohybuji hvézdy obihajici, a rovnéz sdili i jejich hmotnost. Pocitacové nasimulujte, co se bude
dit. Zadal autor seridlu Marek Pechal.

Jako autorské feseni vAm podrobné predvedeme tilohu druhou vysetiujici pohyb tii hvézd,
na které ilustrujeme i feSeni tlohy prvni.

Na prvni pohled se miize zdat, Ze neni-li konkrétné zadana hmotnost hvézd M ani polo-
mér R trajektorie obihajici dvojice, pak nejsme schopni o jejich pohybu nic kloudného fict.
Nastésti je vSak opak pravdou. Zménou hmotnosti se nezméni charakter pohybu, ale pouze
skala jeho charakteristickych rozmért a éasu (jako bychom napf. zvétsili, resp. zmensili obraz
a pustili zdznam zpomalené, resp. zrychlené). Pokud si zavedeme bezrozmérny ¢as 7 a prosto-
rové privodice g, nasledujicim zptisobem
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ziskaji pohybové rovnice zvlasté jednoduchy tvar
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v némz uz nefiguruje M ani R.
Domluvime-li se, ze obihajici hvézdy se budou na pocatku pohybovat v roviné zy okolo
poéatku, pak po&ateéni podminky budou’
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Tyto rovnice uz muzeme jednoduse resit, mame-li k dispozici slusny program pro modelo-
vani gravita¢ni interakce téles. Staci polozit hodnotu gravitacni konstanty a hmotnosti vSech
tii hvézd za jednotkové, nastavit prislusné pocatecni polohy a rychlosti a spustit simulaci.

Pascalovsky program gravitace.pas, ktery pfislusny vypocet provadi pomoci Runge-Kut-
tovy metody 4. fadu, si muzete stdhnout z webu FYKOSu. Jde o jednoduchy ,simulator
gravitace“, do kterého muzete snadno nasazet libovolny (rozumny) podet téles a pak napfiklad
pomoci gnuplotu kreslit jejich trajektorie.

Veskeré grafy ve vzorovém feSeni této ulohy byly ziskdny za pomoci pravé tohoto programu.
,Vné&jsi“ hvézdu jsme pii simulaci na za¢atku posadili na osu z do vzdalenosti 1000 (bezroz-
mérnych jednotek) od pocatku. Tato vzdalenost je vzhledem k rozmértim soustavy obihajicich

hvézd velmi velkd, a tak mtzeme priblizné Fict, ze vnéjsi hvézda priletéla ,,z nekonecna“.

1) Symbol oo zde pouze reprezentuje ,hodné velké &slo.
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Velikost kroku pfi feseni pohybovych rovnic jsme nastavili na 0,02 (bezrozmérné jednotky
¢asu). Tento krok je snad dostatené maly — za takovou dobu opisi obihajici hvézdy ve své
rotaci uhel pfiblizné 0,01 radidnu. O chybé, ktera bude zvolené hodnoté kroku odpovidat, se
vSak mutzeme pouze dohadovat. Urcitou kontrolu bychom nad ni méli, pokud bychom uzili
nékterou z metod s proménnou délkou kroku. Pro tentokrat tedy jednoduse predpokladejme,
ze krok je skutecné dost maly.

P1i simulaci jsme provedli 200000 vypocetnich krokd. To pfi zvolené délce kroku dava
celkovy Casovy tusek 4000 jednotek, kterd pohodlné obsidhne dobu potiebnou pro pfibliZzeni
vnéjsi hvézdy i jeji opétovné vzdaleni do ,velké* vzdalenosti.

Jesté nez ukazeme, jak zkoumany pohyb vsech t¥i hvézd podle naseho vypoctu vypada, by
bylo dobré fict, které tidaje z vypoctenych dat vlastné potiebujeme. Rozhodné totiz nemusime
zpracovavat vSech osmnact souradnic poloh a rychlosti. Diky pocatecni osové symetrii situace
se soutfadnice poloh a rychlosti obou obihajicich hvézd navzajem lisi maximalné znaménkem
(z-ové soufadnice polohy a rychlosti jsou si dokonce rovny). Navic se vnéjsi hvézda zfejmé bude
pohybovat pouze na ose z (opét diky symetrii). A déle diky zadkonu zachovani hybnosti vzdy
miuzeme urcit z-ové souradnice polohy a rychlosti obihajicich hvézd, zname-li z-ovou soutradnici
polohy a rychlosti vnéjsi hvézdy. Pro specifikaci stavu soustavy tedy staéi pouze Sest tdajuZ.

Zavislosti x-ovych a y-ovych soufadnic poloh a rychlosti obihajicich hvézd na ¢ase pro nés
nejsou prilis zajimavé (a zvidavy Fesitel si jejich grafy jisté dokdze vykreslit sdm). Ukazeme tedy
pouze grafy zavislosti z-ovych souradnic poloh a rychlosti na ¢ase a tvar primétu trajektorie
obihajicich hvézd do rovin zy a xz (yz se bude od xz lisit jen malo).

Na zavér jesté urcime, jakou rychlosti se bude pohybovat vnéjsi hvézda po opétovném
vzdaleni ,do nekonecna®. Mohli bychom to udélat naptiklad tak, ze bychom jednoduse odecetli
posledni vypoctenou hodnotu z-ové soutadnice jeji rychlosti. Lepsi by ovSsem bylo vzit v ivahu
i fakt, Ze se rychlost bude i dale ménit (tfebaze jen maélo), a pokusit se extrapolovat jeji hodnotu
v nekonecnu.
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Obr. 1. Pruméty trajektorii obihajicich hvézd do rovin zy a xz

2) Ve skute¢nosti ¢tyfi, protoze jsme zapomnéli na zdkony zachovani momentu hybnosti a energie.
Jimi vyjadfené vztahy mezi soufadnicemi poloh a rychlosti jsou vSak jiz ponékud krkolomné, a tak se
spokojime s Sesti parametry.
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Obr. 2. z-ové souradnice poloh a rychlosti v zavislosti na ¢ase
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Obr. 3. z-ové souradnice polohy v zavislosti
na Case — detail

Vsimneme-li si v grafu rychlosti, Ze jeji zavislost ke konci sledovaného casového tseku
vypada témér jako linedrni lomend funkce, muzeme se pokusit ¢ast vypoctenych dat touto
funkei fitovat (tj. najit takovou linedrni lomenou funkeci, kterd data co nejlépe aproximuje)
a z jejich parametri odhadnout rychlost hvézdy ,,v nekoneénu“. Tuto préaci za nas mize velmi
rychle provést naptiklad program gnuplot.

Ukazuje se, ze Casovy vyvoj rychlosti skute¢né velmi dobfe aproximuje linedrni lomena
funkce, hodnota rychlosti se limitné blizi (podle vypoctu gnuplotu) —0,1069.

Vnéjsi hvézda se tedy po interakci s obéma dalsimi ,,odrazi“ rychlosti pfiblizné pétinovou
oproti poc¢atecni. Pouzitim zakona zachovani hybnosti si snadno odvodime, ze obihajici hvézdy
se budou pohybovat ve sméru osy z rychlosti rovnou asi tfem pétindm vychozi rychlosti vnéjsi
hvézdy.

Pokud se zaméfime na kinetickou energii odpovidajici pouze pohybu zucastnénych téles
v z-ovém smeéru, zjistime, Ze se ji pfi interakci hvézd pfiblizné ¢tvrtina ,nékam ztratila“. Jisté
uhodneme kam — do potencidlni energie soustavy obihajicich hvézd a do kinetické energie jejich
pohybu v roviné xy (coz lze ostatné pozorovat i na primétu trajektorii do této roviny — jejich
tvar se zménil z kruhového na elipticky, coz je nutné provéazeno zménou energie obéhu). V jistém
smyslu jde tedy o nepruzny raz. Povazujeme-li obé€ obihajici hvézdy za jediné téleso, pak jejich
potencialni energie a kineticka energie pohybu v roviné xy reprezentuje vnitini energii tohoto
télesa.
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P1i zkoumani diskutovaného problému se samoziejmé nemusime omezovat jen na zadany
specialni pripad, kdy se vnéjsi hvézda na pocatku pohybuje stejnou rychlosti jako obihajici
hvézdy. Jako pomérné zajimavy problém se ukazuje byt zkoumani zavislosti kone¢né rychlosti
,vnejsi“ hvézdy na jeji pocatecni rychlosti.

Vypocet jsme provadéli Runge-Kuttovou metodou patého fadu s proménnou délkou kroku
(Cash-Karp). Pfitom jsme navic pouzili nékolik uziteénych fint.

Pfedevsim pohyb hvézd popisujeme v t6zistové soustave, vyuzivame symetrie, diky niz jsou
r-ové i y-ové soufadnice polohy a rychlosti vnéjsi hvézdy nulové a v pripadé obihajicich hvézd
jsou odpovidajici si soufadnice poloh a rychlosti stejné az na znaménko (kromé z-ovych, které
jsou si rovny). Tim jsme zredukovali pocet vzdjemné nezavislych parametri soustavy na Sest
(a tedy pocet diferencidlnich rovnic na t¥i).

Také jsme s vyhodou vyuzili faktu, Ze pfi zméné hmotnosti vSech zucastnénych téles ¢i
poloméru trajektorie obihajicich hvézd (samozfejmé pii odpovidajici zméné jejich rychlosti) se
zmeéni pouze Casové a prostorové méritko, ne vsak ,charakter pohybu“ — tedy pokud zvolime
za jednotku rychlosti pocatec¢ni rychlost obéhu obihajicich hvézd, pak zavislost rychlosti vnéjsi
hvézdy v C¢ase t — oo na jeji rychlosti v case t = 0 je vzdy stejnd nehledé na volbu hmotnosti
hvézd. Mohli jsme si tedy dovolit polozit hmotnosti vSech t¥i hvézd jednotkové stejné jako
gravitacni konstantu.

Necht = a y oznaduje z-ovou a y-ovou soufadnici polohy jedné z obihajicich hvézd (pro
druhou maji opa¢né znaménko), z pak z-ovou soufadnici polohy vnéjsi hvézdy. Vzhledem
k pouziti tézistové soustavy jsou z-ové soufadnice obihajicich hvézd rovny —z/2.

Ctenéf se jisté snadno presvédéi, ze pohybové rovnice pak maji tvar

N :
dt2 T 4(z2 +y2)3/2 (22 +y2 +922/4)3/2°
&y y 3 y

dt2 4(x2 +y2)3/2 (22 +y2 +922/4)3/2"
d?z 3z

dt? (x2 + y2 + 922/4)3/2”
pri pocatecnich podminkach

dzx

z(0) =1, E(o):m
_ dy 1

v =0, LO=3,
dz k

z(0) = —o0, E(O):§

Zde k oznacuje pocatec¢ni z-ovou souradnici rychlosti vnéjsi hvézdy vzhledem ke dvojici obiha-
jicich hvézd v nasobcich pocatecni rychlosti obihajicich hvézd. V predeslém feSeni tlohy jsme
vlastné fesili pripad k = 1.

To, co nés bude zajimat nyni, je hodnota k' = 3 dz(c0)/ dt, tedy 2-ovd soufadnice rychlosti
vnéjsi hvézdy (opét vzhledem ke zbyvajicim dvéma a v jiz zminénych jednotkach) v ase ¢ — oo
v zavislosti na proménné hodnoté k.

Jistym problémem, se kterym se musime potykat pii numerickém feseni pohybovych rovnic,
je otazka, jak se vyporadat s pocatecni hodnotou z, ktera by se méla ,blizit minus nekone¢nu“.
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Resenim miize byt stejné jako v predeslém YeSeni jednoduse zvolit pocateéni hodnotu z hodné
velkou (v absolutni hodnoté). My se v8ak s takto jednoduchym pfistupem nespokojime a ptred-
vedeme jesté jednoduchou korekci, kterd nas vysledek zptesni.

Pokud by totiz méla vnéjsi hvézda zacinat svij pohyb ,v nekonecnu“ s rychlosti vo, pak
v okamziku, kdy bude z = zp,velikost jeji rychlosti jiz nebude rovna vg, nybrz o néco vyssi.
K pribliznému urceni korigované rychlosti hvézdy pouzijeme zdkon zachovani mechanické ener-
gie a zjednoduseny predpoklad, Zze vzajemny pohyb obihajicich hvézd nebude narusen interakci
s vnéjsi hvézdou (vzhledem k velmi velké vzdalenosti vnéjsi hvézdy) — tedy Ze jejich vzdjemna
potencialni energie a kineticka energie odpovidajici pohybu v roviné xy ztstava konstantni.

Zakon zachovani energie pak pro korigovanou rychlost v{, davéa vztah

3,232 _ 2
474" Vit +y?+922/4"

tedy

oN

vh = v +$~ ’U2+£
0 31+ 922/4 ¢ 9lzo]

Pti vypoctech jsme zvolili zg = —5000.

Podobnou korekci by jisté bylo zahodno provést i pro finalni rychlost hvézdy, nebot vypocet
musime zastavit pfi jisté koneéné hodnoté z = z~ a skutecné velikost rychlosti ,,v nekone¢nu“
bude opét o néco nizsi. Zde se vSak objevuje podstatny problém, protoze nyni — po interakci
vSech t¥i hvézd — mohou byt trajektorie obihajicich hvézd velmi vyraznym zptsobem zménény
a nemusi byt tedy mozné zanedbat rozméry této soustavy vzhledem k jeji vzdalenosti od vnéjsi
hvézdy, jak jsme to ucinili v pfedchozim ptipadé.

Miuzeme vsak provést odhad toho, o kolik se velikost rychlosti vo, ,,v nekonec¢nu“ muze
maximalné snizit oproti velikosti rychlosti v., zji§téné po ukonceni vypoctu. K takovému ma-
ximalnimu snizeni rychlosti by zfejmé doslo, pokud by se obihajici hvézdy po celou dobu
pohybu nachdzely pfesné na ose symetrie (pak by byla jejich vzdalenost od vnéjsi hvézdy pii
daném z minimélni a interakce tedy nejsilngjsi). Opét muzeme pouzit zdkon zachovani me-
chanické energie, ktery nam poskytne nasledujici dolni odhad velikosti rychlosti vnéjsi hvézdy
v nekoneénu (horni odhad bude jednoduse |veo| < |v5])

, 16

|'Uoo| > Ué)o -

9)2z00| -

Jisté vas napadne, Ze v tomto ptipadé by mohl vyraz pod odmocninou vyjit zaporny. Co
by to znamenalo? Jednoduse to, Ze v okamziku ukonceni vypoctu nemusi mit vnéjsi hvézda
dostateénou rychlost k tomu, aby se vzdalila do nekone¢na®. V tom p¥ipadé samozfejmé neni
radno vypoctené hodnoté rychlosti vérit. Muzeme tedy na konci vypoctu otestovat, zda plati

2 > 16 (1)

oo 9|Z00| )

a pokud ano, pak lze odhadnout, ze hledana rychlost lezi v intervalu

16
Voo € (Mvg%—g",v;o), pokud vl >0,
Zoo

3) Nemusi, ale miize — pfedpokladali jsme totiZ maximalni moZnou ,miru zpomaleni“ hvézdy.
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1 /
Voo € (véo,—“vg%— 9‘26 |> , pokud w, <0.

Ukazuje se, Ze obzvlasté pfi malych hodnotéach k (tj. malych pocateénich rychlostech vnéjsi
hvézdy) se k sobé vSechna tfi télesa pfiblizuji na pomérné malé vzdalenosti, a to i opakované.
To miize i pfes pouziti metody s adaptivni délkou kroku vést ke znatelnym chybam, az ke
znehodnoceni vypoctu. Pomérné uc¢innou kontrolou toho, zda lze vypocet povazovat za do-
stateCné presny, je vypocitat napriklad mechanickou energii soustavy na zacatku a na konci
vypoctu. Pokud odchylka zjisténych hodnot bude v ,pfijatelnych“ mezich, mizeme ziskana
data povazovat za vérohodna.

V programu TriHvezdy?2.pas, ktery je na FYKOSich webovych strankach, jsou implemen-
tovany vSechny vyse zminéné postupy. Zavislost k' na k, ziskand pomoci tohoto programu, je
zndzornéna v grafech (vytvofenjch gnuplotem). Jako vyslednou hodnotu &’ bereme vZdy arit-
meticky priamér obou vyse zminénych odhadi. Chyba, kterou odhadujeme polovinou rozdilu
odhadi, je p¥ili§ mala pro pouziti chybovych tsecek v grafu. Zavislost chyby k' na k proto
uvadime v samostatném grafu.

Vypocet jsme provadéli s maximalnim poétem deseti milionti krokt s chybou nastavenou
na 1079 pro 400 hodnot k rozlozengch ekvidistantné v daném intervalu. Kazdy vypodet jsme
ukondili, bylo-li dosazeno maximélniho po¢tu krokt nebo pokud |z| prekrocilo hodnotu 20 000
a zaroven meéla hvézda dostate¢nou rychlost pro tnik do nekonecna. Jako kritérium korektnosti
vysledku bylo kromé podminky (1) zvoleno splnéni nerovnosti |Es — Ep| < 0,001 pro hodnoty
pocateéni a koneéné mechanické energie Eo a E soustavy.*

Na zavér si vSimnéme pomérné zajimavého charakteru vypoctené zavislosti, ktery mizeme
vypozorovat z grafi. V oblasti pro k£ mensi nez pfiblizné 0,8 se zavislost chova ,chaoticky*.
Pak prechazi do ,klasické“ oblasti, ktera sahd az k hodnoté k£ =~ 1,6, kde se opét objevuje
nepravidelné chovéani, konéici okolo k ~ 1,8. Tato oblast je obzvlasté zajimava, nebot se zde
objevuji mensi i vétsi podoblasti, v nichz se zavislost uklidiiuje. Pro k vétsi nez 1,8 je jiz
zavislost opét pékné pravidelna.
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Obr. 4. Zavislosti k' a chyby k' na k v mezich 0,01 az 4,00

1) Kazdy vypocet se zminénymi parametry trval piiblizné jednu aZ tii hodiny na laptopu s procesorem
Intel Pentium M 1.6 GHz s 512 MB RAM. Pro své pokusy s demonstra¢nim programem si vSak miiZete
parametry vypoctu upravit, abyste nemuseli tak dlouho c¢ekat.
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Obr. 5. Zavislosti k' a chyby k' na k v mezich 0,01 az 2,00
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Obr. 6. Zavislosti k' a chyby k' na k v mezich 1,50 az 1,80

Pfi pohledu na grafy vas také mfize napadnout, e by mohla platit nerovnost |k'| < k.
Zkuste pfijit na to, pro¢. Drobna napovéda do zacatku — ukazte, Ze mechanicka energie dvojice
obihajicich hvézd nemize byt ve findlnim stavu nizsi nez v pocatecnim.

Marek Pechal
marek@fykos.mff.cuni.cz

Fyzikéalni korespondenéni seminaf je organizovan studenty UK MFF. Je zastfesen Oddélenim
pro vnéjsi vztahy a propagaci UK MFF a podporovan Ustavem teoretické fyziky
UK MFF, jeho zaméstnanci a Jednotou ¢eskych matematiki a fyziku.
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