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20. roénik, tloha IV .S ... spinovéd precese (6 bodi; primér 5,00; Fesilo 6 studenti)

Uvazujme d&astici se spinem 1/2 v magnetickém poli, které mifi ve sméru osy z, B =
= (0,0, B), a zanedbejme vSechny stupné volnosti kromé téch spinovych. Jako jeden priklad
baze, kterou zde miizeme zvolit, je dvojice vektort s ostrou hodnotou projekce spinu na osu z:
|Ss =1/2),|S3 = —1/2). Hamiltonidn piislusny této &dstici Ize napsat ve tvaru

ﬁ:hwgg,

kde w = eB/2m.

a) Napiste vlastni vektory a vlastni ¢isla hamiltonidnu . Urcete, jak piisobi hamiltonian na
obecny vektor 1) = a|S3 = 1/2) +b|S3 = —1/2). Taktéz vypoctéte, jak piisobi operdtor

U(t,0) = exp(—iHt/h).

b) Predpoklddejme, Ze v ¢aset = 0 se ¢dstice nachadzi ve stavu s ostrou hodnotou z-ové projekce
spinu, tj. |1 (0)) = |Ss = 1/2). Urcete, v jakém stavu se bude nachdzet v ¢aset = T a s jakou
pravdépodobnosti naméiime ¢édstici ve stavu |S3 = 1/2) a s jakou v |S3 = —1/2).

¢) V pFipadé, Ze v ¢ase t = 0 se Céstice nachézi ve stavu s ostrou hodnotou projekce spinu na
osu y nahoru, tj. ve stavu |S» = 1/2), urcete, v jakém stavu se bude nachazet v éaset = 7.
Urcete také pravdépodobnosti, Ze pfi méfeni spinu ve sméru y naméfime hodnoty +1/2,
resp. —1/2.

Definujme stfedni hodnotu operatoru vztahem
(A) = S w4,
J

kde wj je pravdépodobnost, ze naméfime hodnotu A;. (Rozmyslete si, Ze je to pfirozend definice
stfedni hodnoty.) Predpokladejte, Ze se v ¢ase t = 0 nachdzi ¢éstice ve stavu s ostrou hodnotou
projekce spinu na osu y nahoru, tj. ve stavu |S; = 1/2).
d) Uréete stiedni hodnoty operatorii spinu, tj. (S;), (S2) a (S3) v dase t = 0.
e) Ty samé stfedni hodnoty vypoctéte v ¢ase t = 7. Okomentujte, jak vysledek souvisi s nd-
zvem ulohy.
Zadal autor seridlu Jarda Trnka.

a) Protoze hamiltonidn je aZ na ndsobeni realnym ¢islem fiw pfimo operator tieti komponenty
impulsmomentu S3, ma s nim spolecné vlastni vektory a vlastni ¢isla jsou

H|S3; =1/2) = E4|S3 = 1/2) = Lhw|S5 = 1/2),
H|S3 = —1/2) = E_|S3 = —1/2) = —Lhw|S5 = —1/2).

Pisobeni hamiltonidnu na obecny vektor |1} je nyni uz jasné.
Operéator U (t 0) je funkce H. Ze serialu vime, ze vlastni vektory jsou identické s vlast-
nimi vektory H. Vlastni &isla pak nejsou nic jiného nez pfislusné funkce energie.

U(t,0)|Ss = 1/2) = exp (—iE+t/h)|Ss = 1/2) = exp (—Liwt) [S5 = 1/2),
U(t,0)|S5 = —1/2) = exp (—iE_t/h) |Ss = —1/2) = exp (Liwt) [S3 = —1/2).
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b) Operator ¢asového vyvoje z ¢asu t = 0 do ¢asu ¢ = 7 je pro nas systém piesné U (7,0)
(proto jsme ho v prvni tloze zkonstruovali). Uz vime, jak plisobi na vektory |Ss = £1/2),
které jsou pro néj vlastnimi. Tudiz pro vektor |¢(0)) = |Ss = 1/2) dostaneme

[)()) = U(,0)|S5 = 1/2) = exp (—Liwr) |S5 = 1/2) .

Bystrym okem snadno nahlédneme, Ze je to na$ stary dobry vektor |S3 = 1/2) pouze
vynasobeny fazovym faktorem. Proto nas neprekvapi, ze pravdépodobnost, Zze naméfime
v ¢ase t = 7 hodnotu z-ové komponenty spinu +1/2, bude

wy = [(S3 = 1/2|exp (—1iwT) [S3 = 1/2)]> = 1.

Logicky pak w_ = 0. Analogicky vysledek bychom dostali i pro po¢ateéni stav |S3 = —1/2).
Tento vysledek ma obecnéjsi platnost. Vektor se az na fazovy faktor pfi ¢asovém vyvoji
neméni, pokud je vlastnim vektorem operatoru ¢asového vyvoje.

¢) Zde je vyhodné rozlozit si vektor |S2 = 1/2) do béaze tvofené vektory |S3 = £1/2). Vybaveni
znalostmi ze seridlu nebudeme mit s timto rozkladem problém.

1S2 =1/2) = 5|85 =1/2) + |85 = —1/2).

Analogicky pro druhy z vektoru plati
|92 = ~1/2) = 5|85 =1/2) — 55|83 = ~1/2).

Casovy vivoj je opét zprostiedkovan operétorem U (7,0), kterym zaptisobime na vektor
[1£(0)) = |S2 =1/2). A ted je jiz jasné, proé je rozklad do nami zvolené baze vyhodny.

[$(7)) = 5U(r,0)|Ss = 1/2) + ZU(r,0)[Ss = —1/2) =
= \1[ exp (—3iwT) |S5 = 1/2) fexp( iwr) |Ss = —1/2).
Pravdépodobnosti naméfeni y-ové komponenty spinu £1/2 potom jsou
wy = |(Sa = 1/2|(7))> = i ’exp (—3iwT) +exp (3 1w7)‘2 = cos” (3w7) ,
~ = (S22 = —1/2|9(7))|* = 1 |exp (—3iwT) —exp (3 14417')|2 =sin® (Jwr) .

d) Velmi podobnym postupem, jakym jsme Fesili piedchozi ulohy, budeme pokracovat i zde.
Z definice dostaneme pro stfedni hodnotu operatoru S; v ¢ase t = 0

(S1) =(S1=1/2|S2 = 1/2)]* - L +[(S1 = =1/2|S2 = 1/2)* - (=4) =0,
(S2) = |(S2 =1/21S2 = 1/2)]* - L + [{S2 = —=1/2|S2 = 1/2)* - (-}) = &,
(Ss) = (S5 =1/2|S2 = 1/2)]* - L + (S5 = —1/2[S2 = 1/2)]* - (-3) =0.

Vidime tedy, Ze jsme dostali pfesné to, co bychom intuitivné ocekévali.

e) Podstatné zajimavéjsi je situace v pfipadé, ze nechdme systém ¢asové vyvijet. Postup vy-
poctu je vsak zcela analogicky. Systém tentokriat nemame popsany pocateénim vektorem
|1(0)) = |S2 = 1/2), ale ¢asové vyvinutym vektorem [¢(7)), ktery jiz zndme

|(T)) = % exp (—3iwT) [S3 = 1/2) + %exp (3iwT) [S5 = —1/2).
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Pocitanim maticovych elementi dostaneme

(1) = |(Sh = 17210 () ? - L + (S = —1/2[ () - (-3) = —L sinwr,
(Sa) = |(S2 = 1/2/(r))* - & + [(S2 = =1/2[p(")* - (=3) = & coswr,
(S3) = (S5 = 1/2/w(r))* - L + (S5 = =1/2[(n)* - (=3) = 0.

Tyto vysledky ospravedlnuji nazev tlohy. Stfedni hodnoty spinového vektoru ,konaji“ pre-
cesni pohyb v roviné zy, stfedni hodnota projekce na osu z zlstava neménna.
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