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20. roénik, tloha IV .4 ... Kochova vlo¢ka (5 bodi; primér 2,28; fesilo 18 student,)
Urcete moment setrvacnosti Kochovy vlocky zhotovené z homogenniho plechu vzhledem
k ose kolmé na jeji rovinu a prochazejici jejim stfedem. Uvazujte, ze vlocka ma hmotnost m
a prumér a.
Kochova viocka je autvar vznikly iterativnim lepenim vzdy tiikrat mensich rovnostrannych
trojuhelnikii na strany piedchoziho utvaru (viz obr. 1). Priimérem Kochovy vlo¢ky rozumime

vy

vzdalenost vrcholii jejich protéjsich cipii.

A TIESES

Obr. 1. Prvni ¢tyfi iterace pri vytvareni Kochovy vlocky.

Prvnim moznym pfistupem k problému uréeni momentu setrvacnosti je pfimé vyuziti jeho
definice pomoci integralu. V pripadé Kochovy vlocky K by vsak vypocet prislusného integralu

I= / r2odV
K

byl zifejmé velmi obtizny. K nééemu nam vsak toto vyjadieni momentu setrvacnosti pfece jen
pomuze. Lze z néj totiz jednoduse odvodit, Ze zménime-li vSechny rozméry plosného objektu
k-krat (pii zachovani polohy osy a hodnoty plo$né hustoty), zméni se hmotnost kazdého ele-
mentu dV k2-krat a p¥islusna vzdalenost r od osy k-krat. Moment setrva¢nosti se tedy zméni
k*-krat. Tuto skutecnost pozdéji vyuzijeme.

Nevede-li k cili pfimé pouziti definice, je uzitecné prostudovat pfipadné symetrie ¢i jiné
pravidelnosti. Nejcharakteristi¢t&jsi vlastnosti Kochovy vlocky (a obecné vSech fraktali) je jeji
sobépodobnost. Co to konkrétné znamena? Podivame-li se na jednu ze ,stran“ Kochovy vlocky
(kterou budeme dale pro jednoduchost nazyvat Kochovou kiivkou), snadno nahlédneme, ze se
sklada ze ¢tyl na sebe napojenych trikrat mensich Kochovych kiivek.

Zavedme si pro Kochovu kiivku zjednodusenou grafickou znagku*

1) Schémata pouzitd v tomto textu v zdjmu nazornosti neobsahuji popisky délek a tihli. Zjednodusené
feCeno vsak plati, ze to, co vypada jako thel 30°, 60°, resp. 120°, jim také skutecné je.
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Potom mutzeme napriklad celou Kochovu vloc¢ku znazornit takto

A

Zminénou sobépodobnost Kochovy kiivky vyjadiuje nasledujici ,,rovnost

. .‘.JA/\X.JH

Dulezité je, ze Kochova krivka je jedinou omezenou kfivkou, ktera vykazuje pravé popsanou
sobépodobnost. Tento fakt ponechame bez dikazu. Zajemctim muZeme prozradit, ze k nému
lze pouzit tzv. Banachovu vétu o kontrakci (nékdy téZ zvanou Banachova véta o pevném bodé).

To vsak jesté stale neni to, co bychom chtéli, protoze jde o sobépodobnost kiivky ohra-
nic¢ujici Kochovu vlo¢ku. My se v8ak zajimame o samotnou plochu. Hodilo by se tedy nalézt
sobépodobnost Kochovy vlo¢ky s nékterymi jejimi ¢astmi. Zfejmé je rozumné soustiedit se na
Sest cipu vlocky. Kazdy z nich je totiz ze dvou stran ohranicen Kochovou kfivkou. Pokud si
podobné dokreslime i tfeti strany, dostaneme
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Situace zacind vypadat slibné. Kochova vlocka se sklada z Sesti t¥ikrat mensich vlocek
a jistého ,zbytku“, ktery taktéz velmi silné pfipomind vlocku. Jak ale dokazeme, Ze zbyla
vnit¥ni oblast je skutecné také Kochovou vlockou? K tomu by zfejmé stacilo ukazat, ze kazda
dvojice sousednich stran oblasti tvoifi dohromady Kochovu ki¥ivku. Zavedme si pro tyto dvojice
schématické oznaceni

Jednoduse lze ukazat, ze takto napojend dvojice Kochovych kiivek vykazuje pfesné stejnou
sobépodobnost jako samotna Kochova kfivka. Postup dikazu znazornuje nasledujici série rov-
nosti

mf(.slm:.@%{.}.@%: ./(“»\:/(5\.

Prvni z nich je jednoduse rozepsanim kazdé znacky pro dvojici kfivek na dvé znacky pro
jednotlivé kiivky. Druhé plyne ze sobépodobnosti Kochovy kiivky (viz obrizek vyse) a tfeti
opét vyjadiuje pouze prechod k symbolu pro dvojici kiivek. Jelikoz vSak, jak bylo uvedeno
vyse, je jedinou omezenou kiivkou s touto sobépodobnosti pravé Kochova kfivka, musi s ni byt
skutecné kazda dvojice stran uvazované oblasti totozna.

) /s

Obr. 2. Geometrie Kochovy vlocky.
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Tim jsme korektné? dokézali néco, co je kazdému &lovéku ,,jasné z obrazku®, totiz ze zbytek
po odriznuti Kochovych vlocek predstavujicich cipy ptivodni vlocky je také Kochovou vlockou.

Od vyfteSeni tlohy nas uz déli jen trocha elementdrni geometrie (viz obr. 2) a nékolik
jednoduchych tivah. Vyuzijeme skutecnost, Zze moment setrvacnosti dvourozmérného objektu
o dané plosné hustoté roste se étvrtou mocninou jeho charakteristického rozméru (v nasem
pfipadé praméru vlocky). Je-li moment setrvacnosti Kochovy vlocky o priiméru a (vzhledem
k ose o prochazejici stfedem) roven I, pak je moment setrva¢nosti vnitini oblasti vzhledem
k téze ose roven I/9. Moment setrva¢nosti kazdého z cipt viéi ose prochazejici jeho vlastnim
stiedem je /81 a vzhledem k ose o pak podle Steinerovy véty I/81 + ma?/81 (hmotnost
cipu je m/9). Celkovy moment setrvacnosti I ale musi byt roven souétu jednotlivych dil¢ich
moment, tj.

I=31+6(&1+ &ma®).

Odtud pak jiz snadno vyjadiime vysledek I = %ma? Marek Pechal

marek@fykos.mff.cuni.cz

Fyzikalni korespondenc¢ni semindf je organizovan studenty UK MFF. Je zastiesen Oddélenim
pro vnéjsi vztahy a propagaci UK MFF a podporovan Ustavem teoretické fyziky
UK MFF, jeho zaméstnanci a Jednotou ¢eskych matematiki a fyziku.

2) I kdyz $lo pouze o hrani s obrazky, daly by se popsané uvahy snadno zformulovat do ,skutecného®
matematického dikazu. Jedinym slabym mistem je pravé jiz zminénd otazka jednoznacnosti kiivky

s uvedenou sobépodobnosti, jejiz dukaz jsme vynechali.
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