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19. roé¢nik, Gloha VI.S ... kriticka teplota (8 bodi; primér 4,50; tesilo 6 studenti)

Vv

a) Kvalitativné popiste, jak se chovd tepelnd kapacita Isingova modelu s nulovym vnéjsim
magnetickym polem v okoli kritické teploty.

b) Podobnym postupem, jako jsme vypoditali chovdni magnetizace m v okoli kritického bodu,
urcete chovani susceptibility x (limp—o Om/0B) a zavislost magnetizace na magnetickém
poli pii kritické teploté.

¢) Ukazte, Zze model miizového plynu vede ke kondenzaci, a urdete kritickou teplotu.

d) Prozkoumejte model bindrni slitiny.

Zadal autor seridlu Matous Ringel.

a) Ke spravnému kvalitativnimu feSeni si stacilo uvédomit, ze energie pfi nulovém vnéjsim
poli v priblizeni stfedniho pole zavisi pouze na magnetizaci m. Nad kritickou teplotou je
magnetizace nulova a vnitini energie se neméni. Zato pod kritickou teplotou ano, ale pouze
pomalu, nebot i m se méni pomalu. Tepelna kapacita tedy rozhodné nemtze divergovat
a pouze skoci z nulové na nenulovou hodnotu.

Pro jistotu provedeme i vypocet. K uréeni chovani tepelné kapacity potiebujeme znat
chovani vnitini energie. Energii urcité konfigurace spinti zname ze seridlu

E=—-J5% si-s;—BY si;
(4,3 @
magnetické pole B dale polozime rovno nule. Jak vime ze seridlu, model s témito ener-
giemi lze aproximovat modelem stfedniho pole, kde interakci sousednich spinti nahradime
interakci kazdého spinu zvlast s jakymsi umélym magnetickym polem. V této aproximaci
pro energii plati vzorec (viz seridl) E = —Jgm_, si, kde m je stfedni hodnota magneti-
zace jednoho spinu, m = (s;). Vnitini energii jsme dfive definovali jako stfedni hodnotu
energie F, jiz mizeme snadno vypocitat

U=(E)=—Jqgm(Ysi) = —Jgm > (s;) = —Jgm - Nm = —NJqg-m>.
Nad kritickou teplotou je ovsem stfedni magnetizace m nulovéa, procez i vnitini energie musi
byt v této aproximaci nulova. V oblasti tésné pod kritickou teplotou jsme v seridlu odvodili
zévislost m = €/2.1/3, kde e = (Tc—T)/Tc. Vnitini energie tedy zavisi linedrné na teploté,
¢ili tepelna kapacita vychazi konstantni a nenulova. Tepelna kapacita tedy v kritické teploté
vykazuje skok, nediverguje.

Nakonec jsme si nechali malé prekvapeni. Tepelna kapacita totiz ve skute¢nosti diver-
guje, a to logaritmicky. To je v rozporu s teorii stfedniho pole. Pfi¢inu rozporu snadno
identifikujeme. P¥i pouziti stfedniho pole jsme zanedbali korelace mezi sousednimi spiny,
tj. veli¢inu (s; - s;). Nahradili jsme ji interakci se stfednim polem, které je ovSem nenulové,
pouze pokud stfedni hodnota spinu vychazi nenulova. Nicméné korelace je obecné zcela
jisté nenulova i tehdy, kdyz stfedni hodnota je nulova, pfispiva tedy k energii.

b) Jako prvni krok FeSeni zde zopakujeme rovnici pro m ze seridlu m = tgh8(Jgm + B).
V serialu jsme dale pouzili aproximaci tgha ~ x — 23/3. Navic si vzpomeneme, Ze pro
kritickou teplotu jsme nasli ScJq = 1.

Nyni jiz mizeme snadno urcit zavislost susceptibility x na teploté. Z aproximace tgh x si
vezmeme jenom prvni ¢len. Dostaneme tak rovnici m = 8(Jgm+ B). Tuto rovnici jednoduse
zderivujeme podle B
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Takto jsme zjistili, Ze susceptibilita diverguje, a to nepfimo timérné vzdalenosti od kritic-

kého bodu. Pro tplnost dodejme, Ze pfesné feseni dava misto minus jedni¢ky hodnotu —7/4.
Podobné urc¢ime zavislost magnetizace na magnetickém poli pfi kritické teploté. Jak se

vsak ukéze, nestaci vzit pouze prvni ¢len z rozvoje tgh z, nebot bychom dostali rovnici, jiz

nelze splnit pro nenulové B. Druhé nejjednodussi moznost je vzit prvni dva ¢leny, coz také

provedeme. NapiSeme rovnici pro m v kritickém bodé, tj. s 6Jg = 1. Rovnice zni

m & B(Jgm + B) — }(8Jqm + BB)* = m + B — §(m + BB)°.

Pfi zanedbani clenu s tfeti mocninou bychom dostali rovnici B = 0, nyni jsme ovSem
predpokladali pravy opak. Clen s t¥eti mocninou situaci zachrani, dostavame rovnici

36B = (m + BB)°,

jez ndm umozni urcit relativni velikost ¢lentu m a GB. Predpokladame, ze pole B je slabé,
tj. BB < 1. Odtud (8B)® <« BB. Aby la rovnice splnit, musi na pravé strané dominovat m,
vuci kterému pak v zavorce muzeme zanedbat SB. Zavislost m na B nam pak vyjde

m = (38B)"/* ~ B/*.

Exaktnim vypodétem bychom pfisli k exponentu 1/15 misto 1/3.
¢) Model miizového plynu je definovan energii £ = —J Z<i’j> n; - nj. V textu seridlu jsme
naznacili, Ze se tento model da prevést na model Isingiv. V ném pracujeme s promén-
nymi s; = £1, zatimco zde mame n; = 0, 1. Samoziejmym klicem k feSeni je pfepsat si n;
pomoci s;
n; = %(1 + SZ) .

Energii pak prepiseme na

E:—JZ’rLi’le:—iJZ(Si—Fl)'(Sj—‘rl):
(4,5) (4,3)
:*iJ<Z>S¢‘Sj7%J<Z SzfiJ Z 1.
4,7

,9) (i,3)

Pfitom posledni ¢len (suma jedni¢ek pfes vSechny sousedy) je konstanta amérnd gN (N je
pocet bunék) a muzeme ji vypustit; zménime tim pouze polohu poéatku energie, coz vzdy
muZzeme. V pfedposledni sumé > (i) S sCitance zavisi pouze na indexu %, muZeme proto
prescitat pres vSechny sousedy uzlu i; téch je pravé ¢. Pritom vSak kazdy péar sousedu
zapocditame dvakrat, sumu proto musime podélit dvéma. Celkem dostaneme

=-1Jy Si'Sj—quZSi.
(4:3) i

To je energie Isingova modelu s vazbovou konstantou J=1J /4 v magnetickém poli B =
=qJ/4.
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Ukolem bylo jesté uréit kritickou teplotu, nad kterou nastédvé kondenzace. Jak vsak
peclivi Tesitelé zjistili, slo o chytak. Napt. jiz v priblizeni stfedniho pole z rovnice pro
magnetizaci m = tgh 3(Jgm + B) vidime, ze m je pfi nenulovém B nenulové pfi libovolné
teploté a méni se pozvolné — k fazovému prechodu tedy nedochézi. St¥edni obsazeni butiky
muzeme z m zjistit transformaci (n) = (1 + m)/2. Jezto B je kladné, je kladné i m, tedy
stfedni obsazeni burtiky je vzdy vétsi nez 1/2.

Popsané Feseni je ovSem fyzikdlné Spatné, nebot nerespektuje konstantni pocet Castic
plynu umisténého v daném objemu. Abychom dostali fyzikalné spravny vysledek, je tfeba
spravnym zpusobem vzit v ivahu proménny pocet ¢astic. Lze postupovat stejné jako v pa-
tém dilu seridlu. Tam jsme nasli, Ze parti¢ni suma systému s proménnym poctem castic
je dana v zasadé tim samym vzorcem jako pFi konstantnim poctu ¢astic, avSak s novymi
energetickymi hladinami E; — p, kde p je chemicky potencidl (dirazné doporucuji nalisto-
vat si inkriminované misto v patém dilu). Modifikace ziskanych vztahti v8ak nebude velka.
Do energie ndm pribude veli¢ina —u P, kde P je pocet castic v dané konfiguraci. Ten je
ovSem roven »  n; a vede ke zméné magnetického pole B. Model se pak chové stejné jako
Isingtiv model s polem B = B+ /2. Spravny pocet ¢astic 1ze nastavit vhodnou volbou che-
mického potencidlu u. Vidime, Ze diky ptipustnosti B = 0 miize p¥i vhodnych podminkach
nastat fazovy prechod.

V reélné situaci ¢astic v nddobé umisténé v gravitacnim poli pfibyde dalsi novy jev.
Tézsi (kondenzovand) faze se totiz bude soustfedovat v spodni ¢asti nddoby a naopak.
Uprostied nadoby vznikne fazové rozhrani. Pokusime se popsat rovnovazny stav.

Podminkou rovnovazné koexistence dvou fazi je rovnost jejich chemickych potenci-
alu g1 = pe. To zde dokazovat nebudeme, néco si preci musite nechat na pozdéji, abyste se
na vysoké skole viibec dozvédeéli néco nového. Rovnice pro stfedni magnetizaci v pfiblizeni
stfedniho pole zni

m = tgh B(Jgm + (B + p/2)) .

Tato rovnice ma obecné pravé jedno FeSeni (nakreslete si pfimku a posunuty tgh). Pravé
v jednom pripadé, kdyz p = —2B a zérovenn 8Jq > 1 (pod kritickou teplotou), viak existuji
feseni dvé (£m). Pfedpoklddejme, Ze na za¢atku je teplota nizsi nez kritickd a v nadobé
mame dvé prostorové oddélené faze v rovnovaze. Zminovana dvé feseni odpovidaji stejnému
chemickému potencidlu, mohou proto popisovat dvé koexistujici faze. Stfedni pocet Castic
v jedné buiice (je to veli¢ina tmérnd hustoté, takze si ji také tak oznaéime) je dan vztahem
o = (n) = (14+m)/2. Zadpornému m odpovida mélo koncentrovana faze — para — kladnému m
naopak kondenzovana faze — kapalina.

Pokud budeme teplotu zvétsovat, bude se ménit m, tedy i g, a to az do hodnot m = 0,
o = 1/2. Pfitom chemicky potencial zlistdva konstantni; konstantni pocet ¢astic se udr-
zuje vhodnym posouvanim fazového rozhrani (zménou poméru mnozstvi pary a kapaliny).
Jakmile dojdeme do krajniho bodu m = 0, ¢ = 1/2, nebude jiz zddny rozdil mezi fazemi
a pri dalsim zvétSovani teploty jiz bude existovat pouze jedna faze, pfi¢emz konstantni
pocet castic se nadale udrzuje vhodnou volbou p. Tento krajni bod se nazyva kritickym
bodem a znate jej ze skoly.

Obyc¢ejna voda v kritickém bodé mé skutecné zajimavé vlastnosti. Jeji tepelna kapacita
diverguje. Divergence korela¢ni délky mezi ¢asticemi (zmiliovand v seridlu) vede k jevu
nazvanému kritickd opalescence — voda se v blizkosti kritického bodu mlééné zakali az
do nepruhlednosti. To potvrzuje nase predchozi vyvody.
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d) Energie modelu binarni slitiny je ddna nésledujicim pfedpisem. Jestlize spolu sousedi dva
atomy A, prispivaji k energii hodnotou Faa, pokud dva atomy B, pfispivaji Egg. Pokud
sousedi atom A s atomem B, k energii ptispéje energie Fap. Zopakujeme ideu predchoziho
prikladu a pokusime se tento model pfepsat na model Isingtiv. Spin 1 necht znamena atom B
a spin —1 necht znamen4 atom A. Piepis najdeme jednoduse tak, Ze sestrojime kombinace
dvojic spinu takové, Ze jsou nenulové, pravé kdyz nastava pravé jedna z moznosti sousedéni.
Tak napfiklad kombinace (s; + 1)(s; + 1) je nenulovd, pouze kdyz s; = s; = 1, tedy kdyz
spolu sousedi dva atomy B. Podobné (s; — 1)(s; — 1) vypadne, pokud spolu nesousedi dva
atomy A. Nakonec kombinace (s; — 1)(s; + 1) + (s; +1)(s; — 1) bude nulova, pokud budou
sousedé stejného typu. Zde jsme museli vzit symetrickou kombinaci, protoze jsou pfipustné
varianty AB i BA. Z téchto primitiv pak snadno sestrojime vyraz pro energii

E= 3 [7Baa(si —1)(s; — 1) + §Ese(si + 1)(s5 + 1)~
(i,9)
—3Ean((si = 1(s; +1) + (si +1)(s; — 1))] -
Pouhym preusporadanim c¢lentt prevedeme tuto energii na Isingtv tvar, ¢imz jsme tlohu
vytesili, nebot chovéani Isinga zname.
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