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19. roé¢nik, Gloha V.S ... fermiony a bosony (5 bodi; primér 8,86; tesilo 7 student)

a) Najdéte hustotu stavi g(E) pro volné elektrony a pomoci ni uréete vztah mezi podtem
elektronii a Fermiho energii pii nulové teploté. Zjistéte, jak musi zaviset Fermiho energie
na teploté (pii malych teplotach), aby byl pocet elektront konstantni. Nakonec odhadnéte
pocet excitovanych elektronii pfi pokojové teplote.

Napovéda. Nechte se inspirovat minulymi dily serialu a tlohami k nim.

b) Urcete zavislost chemického potencidlu p na teploté pii malych teplotdch a konstantnim
poctu castic v systému stejnych bosonti. Najdéte teplotni zavislost poctu excitovanych
bosonti pri nizkych teplotach.

Zadal autor seridlu Matous Ringel.

a) Veli¢inu g(F) jsme jiz v podstaté vypoéitali v rdmci tloh k druhému dilu seridlu a v zavéru
¢tvrtého dilu. Elektron mé podobné jako foton dva dodateéné stupné volnosti spojené
s orientaci spinu +1/2 a —1/2. Po dosazeni vyjde

1% 2m 8/2
g(E) = o <?> EY?. (1)

V seridlu jsme odvodili, Ze v rovnovaze je stfedni pocet fermiont ve stavu i s energii F;
dan Fermiho-Diracovym rozdélenim

1
exp (B(E; — Er)) + 1’

(Ni) = )
kde Er je Fermiho energie. Pro F; = Fr ma rozdélovaci funkce (INV;) hodnotu 1/2 — stavy
s energii Er jsou zpola zaplnény. Pokud je teplota nulova, znamena to, Zze pod energii Er
jsou vsechny stavy zcela zaplnéné (N;(E; < Er)) = 1 a nad touto energii naopak zcela
prazdné (N;(FE; > Er)) = 0.

Timto muZeme svazat pocet elektronti N s Er pfi nulové teploté — pocet elektroni je
totiz totozny s poctem stavi s energii £ < Ep. Z definice hustoty stavii g(E) nyni pfimo

plyne, ze 52 a2
Br vV [2m Ep
N_/O g(E)dE_W(h2) R 3)

Tak zni souvislost mezi energii nejvyssiho zaplnéného stavu Er a poctem vsech ¢astic N.
vat Fermiho energie pfi zvysSovani teploty. Pfedevsim si ale uvédomme, pro¢ se vlastné
bude pohybovat. Pfi¢ina bude jasné, jakmile si prohlédneme graf Fermiho-Diracova rozdé-
leni v seridlu. Podle ného ze stavi, jez byly za nulové teploty zcela zaplnény, za¢nou mizet
elektrony a objevovat se ve stavech s vy$Simi energiemi. Graf zobrazuje stiedni zaplnéni jed-
noho stavu v zavislosti na jeho energii. Pocet stavi s energii v urc¢itém intervalu (tj. vlastné
veli¢ina g(E)) ovSem roste s energii. Pocet elektronii zmizivsich z kazdého stavu musi byt
prondsoben poé¢tem stavi; podobné pocet elektronii objevivsich se. Diky ristu g(F) se tedy
(pfi pevném Er) nad Er objevi vice elektront, nez zmizi z oblasti pod Er. Poéet elektront
ma nicméné zistat konstantni. Prirtstek je kompenzovan posunutim Fr, a tim i celého
Fermiho-Diracova rozdéleni k nizsim energiim.

Nové Er vypocitame nasledovné. Zjistime pocet elektronti pii nenulové teploté a polo-
zime jej roven poctu elektront pfi nulové teploté. Tim dostaneme rovnici pro Er. K tomu
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miizeme pouzit odvozeny vzorec pro IV, jenom je jej potfeba mirné modifikovat, a to prona-
sobenim hustoty ¢g(E) pramérnym obsazenim stavu (N); v pfipadé vyse je to jedna pod Ew
anula nad Er. Dale musime horni integra¢ni mez prodlouzit do nekoneé¢na, nebot v principu
miize byt obsazen libovolné vysoky stav. Mame tedy

1 14 2m 3/2 1/2
N = E)dE = = E'?dE.
/ / exp (B(E — Er)) +1 2n2 (h2>

Tento integral musime néjak odhadnout. Ukazeme si zde pékny trik.
Pfedevsim si v8imnéme, Ze Fermi-Diracovo rozdéleni (2) je symetrické vi¢i Er, a to
nasledujicim zptisobem

(N(Er + AE)) =1— (N(Er — AE)).
Tento vzorec plati pro libovolné AFE a da se ovéfit prostym dosazenim do F-D rozdéleni.

Jeho vyznam se dé& shrnout vulgarizujicim sloganem: ,,Co se nahote objevi, to dole zmizi.*
Nyni by nas mohlo napadnout rozdélit integral v energii Er na dva integraly

EF oo
N = / )dE+/ (N(E))g(E)dE.

Er

Jako y si oznac¢ime rozdil £ — Er. V prvnim integralu vyuzijeme symetrii
Er EF
| EnaEyaE = [N +u)a(E a -
0
Ep Erp Er
= [ a- @ —pnaar = [ oman - [N E = p)a(Ee .
0 0
Rovnice pro N piejde do tvaru
Er Er
N — / dE+/ (N(Er +y))g(Er —y)dy =
= [ ey ar = [TV E £ p)a(Er + ) dy.

Er

Sem nyni dosadime explicitni vyraz pro (N(E))

E E e}
[ T9(Br—y) / 9(Er +y)
N /0 g(E)dE+/O v 11 dy = | 1 dy

Nakonec provedeme substituci z = By a za integral z g(F) dosadime hodnotu (3) vypoci-
tanou na zacatku feSeni

_ V(2w e /ﬁEF 9(Br —/B) (= _ /°° 9(Er +2/8) (=
3n2 \ h? ¥ o e” +1 B 0 ev + 1 6"
Je-li teplota mala, veli¢ina (3 je velka. Integrovana funkce mé strukturu g - f, kde g se
méni pomalu, zatimco f exponencialné (to jest rychle) klesa. Do integralu pfispé&ji jenom
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hodnoty s nevelkymi z. OvSem pokud x neni velké, 2/ je rozhodné malinké. V této oblasti
muzeme odhadnout funkci g(Er + z/3) pomoci diferencialu

z dg(E)
g dE

9(Er +z/8) = g(Er) +

E=Ep

Navic mtizeme horni mez prvniho integralu prodlouzit do nekonecna, nebot souéin SEr je
velky. Po dosazeni dostavame rovnici

vV [2m\*/? 3/2 , < z/B T
N—-— = B =29 (E d{=] .
3ﬂ2<h2) F g F)/O er +1 3
Fermiho energii pii nulové teploté oznacime E2. Pro malé teploty je Er blizké E2, rozdil
bude zaviset na teploté. Cleny tohoto rozdilu, které jsou imérné vyssi nez druhé mocniné
teploty, budeme zanedbévat. Jako prvni bod feSeni jsme vypodéitali, jak souvisi energie E2

s po¢tem céastic V. Nalezeny vzorec (3) sem muZeme dosadit. Dale mtizeme pfimo vypoéitat
derivaci g’ z (1). Po dosazeni a zkraceni nabyde rovnice tvaru

3EF71/2 0o P
Ep®? =2 / dz.
¥ 2 2 J, er1

Integral se da spocditat, ovSem zde to délat nebudeme. Pocita¢ nam poradi, Ze se

3/2
(EQ)** -

rovna w2/12. Pouzijeme piiblizny vzorec (1 + x)" ~ 1 + 7z pro Ep />
- - - Ep — E
Er Y2 = (EQ + Br — E%) "% ~ (EQ) 712 (1‘ %) '
F

Druhy ¢len v zévorce umérny rozdilu Fr — ER mutZeme zanedbat, protoZe tento vyraz
nasobime T? v ¢itateli zlomku pred integrdlem. Koneénym vysledkem je

2 j252 \ 2/3 2 1.2m2
T T
Er = E° 1—§1’€702 ~ EQ 1—1]€02 .
212 (Ep) 12 (Ep)
Fermiho energie klesa s teplotou. V§imnéme si, ze zména Er je az druhého fadu v teploté,
tj. pfi nizkych teplotach zanedbatelna proti efekttim prvniho fadu. Toho dale vyuzijeme.

Nakonec odhadneme pocet excitovanych elektroni Ng, to jest elektrond s energii vétsi
nez Er. Pro néj mizeme snadno napsat presny vzorec

oo

NE:/ (N)g(E)dE.
Er

Typickéd energie excitace se pohybuje kolem hodnoty kT, coz je malé ¢islo ve srovnani

s Er. Cili prispévek k integralu pochazi pouze z oblasti energii kT kolem Fermiho energie.

V tomto intervalu se g(E) prakticky nestihne zménit, procez ji mizeme vytknout pied

integral. Dostaneme

o0 *  dE
Ng ~ g(Er) /E (N)dE:g(EF)/EF BE—Br) 11
_ T d@/B) _
= g(Fr) et =kT - -g(Er)In2.
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Pocet excitovanych elektront je pfimo umérny teploté. Kazdy z nich si nese dodatecnou
energii radu k7T, jejich energie je tmérna (k:T)Q. Tepelna kapacita (derivace energie podle
teploty) je proto tmérnd T. P¥i nizkych teplotiach tedy u kovii nepozorujeme tak rychly
pokles, jaky predpovida Einsteinova ¢ Debeyova teorie, nebot tyto neuvazuji volné elek-
trony.

b) U bosoni je situace podstatné jednodussi nez u fermiont. V seridlu jsme se dozvédéli, ze
bosony maji pfi nizkych teplotach tendenci soustredit se v zakladnim stavu. P¥i nulové
teploté je zakladni stav zcela obsazen a ostatni jsou zcela prazdné. Pii popisu excitaci se
poté mizeme pii nizkych teplotach omezit pouze zakladnim a prvnim excitovanym stavem.
Dale budeme uvazovat zakladni stav s energii Ey a prvni excitovany s energii E;. Pocet
stavi s energii £ oznac¢ime g.

Pri velice malé teploté je obsazen prakticky jen zdkladni stav. Toho vyuzijeme k nale-
zeni p pri malych teplotach. Pro pocet castic N totiz podle Boseho-Einsteinova rozdéleni

plati
1

oxp (B(Eo — 1) —1°
Odtud plyne p = Eo — kT - In(1 + 1/N).
Pocet excitovanych bosont je za malé teploty dan v podstaté jen po¢tem bosont v prv-
nim excitovaném stavu (zménu p muZeme pfitom zanedbat). P¥imo z Boseho-Einsteinova
rozdéleni plyne

9 g
Texp(B(Br—p) -1 exp(B(EL— Eo))- (1+1/N)—1"
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