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19. roénik, Gloha III.S ... aplikace statistické fyziky (5 bodi; pramér 3,47; tesilo 15
studenti,)

a) Pomoci podobné tvahy jako v pfikladu v textu urcete, jaky tvar ma Gultbergiv-Waagetv
zékon pro slozitéjsi reakce (napr. 2A+ B — A, B). Zkuste zjistit, jestli (a jak dobie) tento
zakon odpovida skutecnosti.

b) Z Maxwellova-Boltzmannova rozdéleni odvodte, jaké mocniné teploty je tmérnd stfedni
kineticka energie ¢astic plynu. Ovéite si, Ze jste schopni stejnou metodou zjistit, jak zavisi
na teploté stfedni hodnota libovolné mocniny rychlosti.

¢) Méjme systém nezdvislych spint, diskutovany v textu, o teploté T;, ktery se nachdzi v mag-
netickém poli o velikosti B;. Nésledné systém adiabaticky zaizolujeme (tj. zavieme jej
do termosky, aby z néj nemohlo odchédzet zadné teplo) a budeme pomalu zmenSovat mag-
netické pole az na hodnotu B». Kvalitativné vysvétlete, pro¢ se bude snizovat teplota
systému. Pokud mozno vypocitejte, jaka bude vysledna teplota Ts.

Ndpovéda. Prace vykonana na systému s magnetickym momentem M pii malé zméné mag-
netického pole B o dB je dédna vztahem dW = —M dB.
Zadal autor seridlu Matous Ringel.

a) Pro slozit&jsi reakci ze zadani (24 + B — A, B) provedeme tplné stejnou tvahu jako pro
reakci ze seridlu. Aby se vychozi atomy mohly slouéit do molekuly, musi se soucasné srazit
dva atomy A a jeden atom B. Pravdépodobnost takové srazky je pfiblizné pfimo imeérna
poctu atomu B a druhé mocniné poctu atomu A. To je zfejmé; o prvnim a druhém atomu A
se da totiz formalné uvazovat jako o atomu A a atomu C' a pravdépodobnost srazky tii
atomu A, B a C je zfejmé timérna koncentraci kazdého z nich.

7Z fegeného vyplyva, ze ve vzorci pro jednoduchou reakci stac¢i nahradit n4 poétem n?,
takze Guldbergtav-Waagetv zakon bude mit tvar
ning
——— =gexp(—E/kT) .
NAB

Kazdy si nyni jisté snadno odvodi, ze pro obecnou reakci typu vi1 A1 +v2 Ao+ — 1 B1+

p2Ba2 + -+ - bude v rovnovaze platit

n ot
—— 0 =gexp(—FE/kKT) .
T gexp (—E/kT)

Pokud jde o urceni rovnovazného stavu reakce, Guldbergiv-Waagetv zakon plati do-
sti pfesné, pfinejmensim v tom smyslu, Ze kombinace koncentraci na levé strané je funkci
pouze teploty a tlaku. Tato funkce vSak ve skutecnosti nemusi byt presné exponencialni.
Nicméné predpovidané rychlosti reakci nejsou spravné ani ve smyslu zavislosti na koncen-
tracich. To je dtisledkem slozité dynamiky srazek, jichz se obvykle ti¢astni vice molekul
nez jen ty potiebné. Rozmyslete si naptiklad, ze reakce A + B — AB vlastné neni sama
0 sobé kinematicky mozné, nebot nemohou byt souc¢asné splnény zakony zachovani hybnosti
a energie, ponévadz energie vdzaného stavu je mensi nez energie dvou samotnych atomi,
a navic maji atomy na zac¢atku nenulovou hybnost. Aby mohla probéhnout, musi se objevit
néjaky prostfednik, ktery pfebytecnou energii odnese ve formé své kinetické energie; timto
prostiednikem miuze byt naptiklad dalsi atom nebo vyzareny foton. Dalsi pfi¢inou selhavani
je omezend platnost Boltzmannova vztahu pro nerovnovazné stavy.
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b) Tato tloha S$la vyfesit vulgdrni rozmérovou analyzou. VSimnéme si, ze se teplota vzdy
vyskytuje v kombinaci s k, tj. jako kT, kteryzto vyraz mé rozmér energie. Vyraz (mv2> ma
také rozmér energie. Odtud snadno odvodime (v™) ~ T"/2.

K pocetnimu feSeni této tulohy nebylo tfeba umét vypocitat néjaky konkrétni in-
tegral, stacilo pouze umét provést nejtrivialnéjsi moznou substituci. Vyjdeme z Ma-
xwellova-Boltzmannova rozdéleni, jez jsme v seridlu psali ve tvaru

2
_ . 2 _m'l)
Plv)=C-v exp( 2kT) ,

kde C je konstanta nezavisla na rychlosti (v seridlu jsme misto C' psali tmérnost). Pravdé-
podobnost, ze ¢astice bude mit rychlost o velikosti mezi v a v 4 dv, je P(v)dwv.

Prvnim dﬁleiit)'rm krokem bylo uvédomit si, ze celkova pravdépodobnost méa byt jednot-
kova. Tedy 1 = fo v) dv. K tomu musime vhodné nastavit konstantu C. Zajimame se
vSak pouze o zav1slost1 na teploté, nepotiebujeme tudiz splnit rovnost. Integral rozepiseme
a zasubstituujeme v ném. Sta¢i ndm, aby integral vpravo nezavisel na teploté.

oo 2 [e'e) 2 2
2 muv 2kT muv muv m
/0 ¢-v eXp( 2kT>d =¢ ( m ) o 2kTeXp< 2kT)d<\/ 2kT”> '

Posledni vyraz je, pokud jde o teplotni zavislost, tmérny

C~T3/2~/ cuzefazdcva-T?’m7
0

nebot integral podle « jiz také na teploté nezavisi. Konstanta C' musi vyrusit teplotni
zévislost, plati tedy amérnost C' ~ T~3/2 a Maxwellovo-Boltzmannovo rozdéleni véetns
teplotni zavislosti napiSeme ve tvaru

2
P(w) ~ T7*?v% exp ( ;Z:Z’) .

Nyni jiz snadno uré¢ime teplotni zavislost libovolné mocniny rychlosti. Stfedni hodnota
veli¢iny f(v) zavislé na rychlosti, je definovana jako (f) = [ f(v)P(v) dv. Stfedni hodnotu
n-té mocniny rychlosti proto vypocitame jako

oo oo 2
ny _ " Pl) dy ~ T3/ / b2 _mty
(v™) /0 v" P(v)dv ) v exp ory ) 4V

Nyni staéi zopakovat vyse provedeny postup (substituci), abychom dostali

_ ok (/2 oo £ 2 (MHR)/2 muv? m
ny T 3/2 X ahd / e _ e
) ( m > o \2kT P “onr )\ aer ?)

odkud

oo
0

Napftiklad kineticka energie je imérna druhé mocniné rychlosti, ¢ili stfedni hodnota kine-
tické energie v plynu je pfimo tmérna teploté, jak nas ucili na stfedni skole.
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c) Uloha se pro systém neinteragujicich spinti dala vyfesit velice jednoduchou tivahou. Vétsi
Cast Tesitelti vSak pocitala ochlazovani néjaké abstraktni latky ¢i idealniho plynu, prestoze
bylo v zadani jasné uvedeno, jaky systém se mé uvazovat.

Na kli¢ k feseni bylo mozno pfijit hned dvéma zpisoby. Ten jednodussi z nich vyuziva
zakon zachovani momentu hybnosti (tedy celkového spinu). Jelikoz je nas systém v termosce
adiabaticky zaizolovan, neinteraguje s okolim jinak nez prostfednictvim magnetického pole.
Magnetické pole samo o sobé v8ak v na§em systému nemuze preklapét spin (ten je pfeklapén
slabou interakci spinii mezi sebou), takze pfinejmensim celkovy spin (resp. magneticky
moment M) musi zistat zachovany. Tato tivaha vSak miize selhat v obecnéjsim systému,
nebot magnetické pole obecné méni projekci spinu (pfikladem je tzv. precese spinu, kdy
spin ¢astice jakoby rotuje kolem sméru magnetického pole).

Druhy zptsob vyuziva napovédy. Pfi odvozovani vztahi pro spinovy systém jsme uvedli,
ze energie spinu v magnetickém poli je rovna —uB. Podivime-li se na vorec pro celkovou
magnetizaci M, snadno identifikujeme vyraz —M B jako (vnitini) energii systému spind
v magnetickém poli. V zadani ale bylo uvedeno, Ze prace v magnetickém poli je dW =
= —MdB. Prvni termodynamicky zadkon méa pro adiabaticky izolovany systém (zadny
prenos tepla) tvar dE = dW = —M dB, av8ak ze vzorce E = —M B uréime zménu ener-
gie jako dE = —M dB — BdM. Porovnanim prvniho a druhého vztahu snadno zjistime,
ze dM = 0, ¢ili ze M se pfi zmensovani magnetického pole neméni. Da se ukazat, ze tato
uvaha plati i pro libovolny homogenni izotropni systém.

Celkovd magnetizace M je monoténni funkci kombinace uB/kT. Zde p a k jsou kon-
stanty. Proto okamzité vidime, ze pomér B/T je béhem ochlazovani konstantni. Pro koneé-
nou teplotu tedy bude platit

To =T - B2 .

B
Tento vzorec ovsem evidentné nemuze zcela odpovidat realité. Kdybychom totiz naptiklad
snizili magnetické pole az na nulu, konec¢né teplota by také byla nulova; jednim z postulatia
(experimentélné dobfe ovéfenych) termodynamiky vSak je tvrzeni, Ze nulové teploty nelze
dosdhnout. A co by se teprve stalo, kdyby konec¢né pole mélo opaény smér nez pocatecni!

N4&s systém je nerealisticky v zanedbani vSech interakci. Ve skutecné latce vzdy dochazi
k interakcim spind mezi sebou i s krystalovou mftizkou; existuje jista velikost magnetického
pole, pod kterou jiz neni stav latky urCen prevazné vnéjsim magnetickym polem. Pod
touto hranici jiz neplati podminka B/T = konst a teplota se s polem pfestava snizovat.
Efektivné to odpovidéd existenci malého vnitfniho magnetického pole By, pod které nelze
celkové pole v latce snizit, takze mezni koneénd teplota je ddna vzorcem T> = Ti - Bo/Bi.
Problém zaporného magnetického pole ve skutecné latce nenastava, nebot v realistické verzi
se ve vztahu pro kone¢nou teplotou objevuji absolutni hodnoty magnetického pole.

Pokud piajdeme s B2 az do zapornych hodnot, nastane kuriézni situace: ¢astéji budou
obsazeny hladiny s vySsi energii nez s nizsi energii (tj. vétsi ¢ast spini bude mifit proti
sméru pole), coz p¥i kladné teploté odporuje Boltzmannovu vzorci i ,zdravému rozumu®.
Pokud ovSem formdlné takovému stavu pfifadime zdpornou teplotu (jakou by predpovidal
odvozeny vzorec), vée bude v pofddku. S touto myslenkou poprvé pfisel velky sovétsky
fyzik L. D. Landau ve svém kurzu teoretické fyziky.

Experimentélné l1ze zapornych teplot doopravdy dosdhnout. Podminkou je mit systém
nepfili§ interagujicich spint (napi. systém jadernych spint v krystalu), které velice slabé
interaguji s krystalovou mfizkou. Pak je mozné na kratky ¢as (dokud ji tepelny kontakt
s m¥izkou nenarusi) dosdhnout zaporné teploty spint.
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Popisovana metoda chlazeni, nazyvana adiabatickd demagnetizace, se v praxi hojné vyu-
ziva, nejCastéji na nékterych paramagnetickych solich. Adiabatickou demagnetizaci systému
jader lze ziskat teploty v fadu mikrokelvint.

Matous Ringel
matous@fykos.mff.cuni.cz
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