Fyzikalni korespondené¢ni seminair UK MFF http://fykos.mff.cuni.cz 19.1I1.3

19. roé¢nik, tloha III. 3 ... odloZena koupel (4 body; primér 1,62; tesilo 29 studenti)

Robin se rozhodl, ze se po pil roce vykoupe. Napustil si vanu teplou vodou o teploté T}
a objemu V;. Ke koupani ale zase nedoslo. Napadlo ho, Ze je to zbytecné plytvani energii, teplo
z vany totiz lze pouzit i Iépe.

Robin je sikovny a umi si vyrobit libovolny tepelny stroj, proto si uz davno chtél izotermicky
stlacit plyn o teploté T, objemu Vj a hustoté p. A tady k tomu dostal idealni prilezitost. Jako
chladi¢ pouzil okolni vzduch, jehoz mnozstvi je nevycerpatelné a jehoz teplota je T». Urcete,
na jaky minimalni objem Vnin lIze tento plyn stlacit, pouzije-li k tomu Robin teplou vodu ve
vané a svij tepelny stroj. Matous se nechal inspirovat na predndsce z termodynamiky.

K lepsimu znazornéni problému ndm pomuze obrazek 1. Veli¢iny odpovidajici vané oznacme
indexem 1, vzduchu indexem 2 a zahfivanému plynu indexem 3. Kladnym znaménkem ozna-
¢ujeme teplo, které dané téleso prijalo, zapornym znaménkem teplo odevzdané. Obdobné je
prace vykonana na plynu kladna. Klicové bylo uvédomit

si, ze muzeme vyuzit teplo Qs uvolnéné pii izotermickém vana
stlacovani plynu. )

Pokud je vnitini energie plynu jenom funkci teploty
(coz napi. pro idealni plyn plati), nebude se pii izoter- —§Q,
mickém dé&ji ménit. Z prvniho termodynamického zdkona
dU = 6Q + dW dostavame pro element prace dW = —0Qs. ) SW
Soustava jako celek je uzaviena, jeji celkova vnitini energie stroj 505
se tedy neméni. Protoze na vané ani vzduchu se préace ne-
kona, budou pfirtstky jejich vnit¥ni energie rovny pfirtst- 6Q2
kim tepel. Pfi pouziti vySe uvedené znaménkové konvence
dostavame Uzduch

0Q1 +0Q2 + 0Qs + W = 6Q1 +6Q2 = 0. T

Zavedme veli¢inu zvanou entropie nasledujicim vzta- Obr. 1
hem pro jeji maly piirtstek dS = 6Q/T.* Celkova entropie izolované soustavy nikdy neklesa,
coz si muzeme ilustrovat na piikladu dvou téles o teplotich Ts a Ty (Ty < Tt). Vyjadiime si
zménu celkové entropie za predpokladu, ze si obé télesa vymeénuji teplo pouze mezi sebou (tj.

Qs = _Qt)

5Qs 6Qt 1 1
— — — >
dS =dSs +dSy = T + T, =0Qs (TS Tt> 0

Uvédomme si, ze vyraz v zavorce je kladny a zadporné dQs by odpovidalo pfedavéani tepla ze
studenéjsiho télesa teplejsimu, coz odporuje druhému termodynamickému zakonu.
Pro uvazovany systém tedy dostavame

dS; +dSz +dSs >0,
0Q1  0Q2 Qs
Tl T2 WS 5,
T + T + T 2 0

Y Pro priristek entropie (obdobné jako u vnitiéni energie)

pouzivame symbolu totdlniho diferencialu d, protoze jde o stavovou veli¢inu (pfi pevném lat-
kovém mnozstvi je pevné uréena hodnotami U a V). Oproti tomu se prace a teplo vztahuji
k urcité trajektorii ve stavovém prostoru, nejsou urceny jednim bodem stavového prostoru,
totalni diferencial nemayji.
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Uvazujme, Ze tepelna kapacita C' vody ve vané je nezavisla na teploté, potom §Q1 = —0Q2 =
= (C'dTi. Pro zménu entropie systému béhem celého dé&je, kde se vana ochladi z teploty 71 na

teplotu 75, dostavame . -
2 dT; C 2 W
c| -~ dn-->0.
o T T2 Jr, T
Vidime, Ze préce vykonand na plynu bude maximélni, pokud bude zachovina rovnost (déj
je tedy vratny, opa¢ny dé&j by neporusoval podminku neklesani celkové entropie). Maximalni

prace je tedy
_ T T
om0t (w2 (12 1)), o

Abychom uréili minimalni objem V', musime znat zavislost tlaku plynu na teploté a objemu,
tedy jeho stavovou rovnici. Pro zjednoduseni uvazujme idealni plyn se stavovou rovnici pV =
= nRT, kde n je latkové mnozstvi a R univerzalni plynova konstanta. Pti vyjadfeni prace si
déame pozor na to, Ze zména objemu je zdpornd, pred integralem bude tedy znaménko minus.

Vinin Vinin 1 Voo
Winax = — / pdV = —nRT / = dV = —nRTIn 220 2)
Vo Vo Vv ‘/O

Porovnanim vztaht (1) a (2) dostavame

B C T Tz
len - %exp |:’I’LR (1 T2 In Tl):| .

Ukazme si, Ze uvedené maximalni préace lze skuteé¢né dosdhnout. Vytvorime Carnotuv cyk-
lus s vanou jako ohfivacem a vzduchem jako chladi¢em. Vana dodéava teplo —§Q1, timto cyklem
mizeme tedy ziskat praci (—0Q1)(1—T2/T1). (Dokazte sami obdobnou ivahou jako na zacatku
FeSeni, ze u¢innost Carnotova cyklu je nejlepsi moznd.) Teplo (—0Q3), které se uvolni pii stlaco-
vani plynu, mizeme vyuzit v dalsim Carnotové cyklu, probihajicim mezi plynem a vzduchem.
Pro element prace vykonané na plynu dostavame

SW = (—5Q1) <1 - %) 4 (=6Qs) (1 _ %) .

Pokud si uvédomime, ze (—dQs) = 6W a pro element tepla plati 6Q:1 = CdT1, obdrzime

rovnici T T
— _ 12 _ 12
oW = C(l Tl)dT1+5W(1 T)’

z niz snadno osamostatnime element prace

T T
W = fC’E (1 - ﬁ) dTy .
Integraci opét dospéjeme k vysledku (1).
Abychom mohli splnit podminku izotermického stlacovani, musi byt T° > T, v opacném
pfipadé by plyn nemohl odevzdavat teplo zddnému okolnimu objektu.
Vétsina z vas bohuzel zapomnéla na teplo, které se uvolni pfi stlacovani plynu. Jediné
spravné (a vycerpavajici) Feseni poslal Marek Pechal, ¢imz si zaslouzil prémii.

Jirka Lipovsky
jirka@fykos.mff.cuni.cz
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