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19. roé¢nik, Gloha I.S ... pravdépodobnost (5 bodi; primér 3,46; fesilo 50 studenti)

a) Z 32 karet se ndhodné vyberou tii karty. Zjistéte pravdépodobnosti jevii, ze mezi vybranymi
kartami bude praveé jedno eso, alespori jedno eso, ani jedno eso.

b) V nddobé se nachdzi N stejnych ¢dstic. Uréete pravdépodobnost, Ze v levé piilce bude o m
Géstic vice nez v pravé pulce. Nakreslete graf zévislosti pro N = 10'°. Rozsah m volte
tak, aby pravdépodobnost na krajich intervalu byla desetinova oproti stfedu intervalu. Jak
zgvisi sitka kiivky (tj. rozdil ms —mq, kde ma2 > 0 a m; < 0 jsou hodnoty m, pro které je
pravdépodobnost poloviéni oproti maximu) na N?

¢) Odhadnéte velikost In (n!) (bez pouziti Stirlingova vzorce).

Zadal autor seridlu Matous Ringel.

Prvni dil seridlu byl jednoduchy a spise matematicky, takze jej fesilo hodné fesiteli, ktefi
se s ulohami vétsinou dobte vyporadali. Museli prekonavat i dalsi obtize; pfi vyrobé prvni série
u nas totiz radil tiskaisky Sotek, ktery do seridlu zanesl hned dvé chyby, které vzapéti uvedeme
na pravou miru.

a) V této poduloze néjaky zaskodnik zménil pocet karet v balicku na 36 misto spravného
poctu 32. Zde tlohu vyfesime se spravnym pocétem karet 32, kde jsou étyfi esa (samozfejmé
uznévame i feSeni s 36 kartami).

Nejjednodussi je urcit pravdépodobnost, Ze nevytdhneme ani jedno eso. Potom vSechny
vytazené karty musi byt z mnoziny 28 ,nees“. Pocet pfiznivych pfipadi (vybért) je (238),
celkovy pocet vybéra je (332), takze pravdépodobnost vychéazi

(*)  26-27-28 .
Po = (332) =30.31.32 0,660 .

M3-li byt mezi kartami pravé jedno eso, musime jednu kartu vybrat z mnoziny es a zbylé
dvé karty z mnoziny nees. Eso lze z es vybrat 4 = (411) zpusoby, dvé karty z nees pak
(228) zpUsoby. Tyto dva vybéry lze libovolné kombinovat, takze pocet priznivych pripadi je
4. (228). Pocet vsech vybéri je stejny jako vyse, ¢ili pravdépodobnost, Ze mezi tfemi kartami
bude pravé jedno eso, je

~DE) _4-3-27-28
Pr= )T T 3003132

= 0,304.

Jestlize pozadujeme, aby ve vybéru bylo alespon jedno eso, mizeme postupovat oklikou.
Je totiz zfejmé, ze vzdy nastava prave jeden z jevi ,alespon jedno eso“ a ,zadné eso“. Prav-
dépodobnost jevu ,alespon jedno eso“ pak bude doplitkem do jednicky pravdépodobnosti
jevu ,zadné eso“, kterou jiz zname. Proto
(3)
pr1=1—po=1— 2% =0,340.
(5)

b) Tato podiloha byla chybou zasazena na nejcitlivéjsim misté; z textu seridlu se pfi kraceni
omylem vytratil vzorec, pomoci kterého se méla vyfesit tato tloha, tzv. Stirlingtiv vzorec.
Vétsina z resitelt vSak Stirlingtiv vzorec bud znala, nebo si pomohla bodem c) tlohy, takze
chyba nemeéla katastrofalni dusledky.

Chceme uréit pravdépodobnost, ze z celkového poétu N ¢astic bude (N +m)/2 v levé
ptilce a (N —m)/2 v pravé pllce (potom bude vlevo o m vice ¢astic nez vpravo). Celkovy
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pocet moznych usporddani je 2V (u kazdé Gastice muzeme Fict, méa-li byt vpravo, nebo
vlevo), pocet pfiznivych piipadi je (( N ﬁ’n ) /2) (ze vSech ¢astic vybirdme ty, které maji byt
vlevo. Pocitana pravdépodobnost tedy vychazi

1 N
P=ov \tv+m))

Dale bylo tikolem namalovat graf této zévislosti pro N = 10'°. Umocnime-li naii dvojku
nebo pocitame-li z néj faktorial, dostaneme obrovské ¢islo, které se do zadné kalkulacky
ani PC nevejde. Navic neni na prvni pohled zfejmé, jak zavisi kombina¢ni ¢islo na svych
argumentech. Budeme se jej proto snazit odhadnout, a to pomoci Stirlingova vzorce, ktery
omylem nebyl uveden v seridlu (lze pouzit i odhad z bodu c). Stirlingtiv vzorec dava pro

faktorial ¢isla odhad nan
n! =~ V2ntn (g> ,

platny pro dostate¢né velkd n (s chybou mensi nez 1% se da pouzivat jiz od ¢isla n = 9).
Pravdépodobnost si rozepiseme pomoci faktoridli a odhadneme Stirlingovym vzorcem

1 VIRN (5)"
20 VRN ) (M) N (N ) () T

2e 2e

Tento viraz se po provedeni elementarnich operaci (napi. typu N = exp(N In N)) dostane
do tvaru

L Ly = S () )
b Nr 2N W ’
- N®

ktery nam vsak stidle mnoho nefika. My vSak oCekavame, ze pfi rastu m bude pravdépo-
dobnost rychle klesat; dtlezité budou tudiz jen oblasti s m < N. Muzeme tedy zanedbat
odmocninu ve jmenovateli, kterd je témér rovna jedné, a rozvinout logaritmy v exponenci-
4le do Taylorovy fady (sta¢i do druhého fadu, tj. pouzijeme vztah In(1+ z) ~ = + 22/2).
Timto zptisobem nakonec ziskdme vzorec

ktery ndm odtvodnéné pfipomind zndmou Gaussovu kiivku (viz teorie pravdépodobnosti,
Gaussovo rozdéleni je totiz limitnim p¥ipadem tzv. binomického rozdéleni). VSimnéme si,
ze je normovand (neb m bézi pouze pfes sudé ¢isla).

Nyni méme nakreslit graf v takovém méritku, aby na krajich byla desetinova pravdé-

podobnost proti stfedu, tj.
m?\ _ p(0)
— | ==—=%5=10
P <2N> p(m) ’
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proez m?*/N = 2In10 ~ 4,61 a m/N ~ 2,15-107°, take naSe pfiblizeni bylo jisté
v potadku. Vidime, ze $ifka kiivky A (definovana v zadani dlohy) je ddna vzorcem A =
= v/Nv2In2. Pokud by nas ale zajimala rela-
tivni $ifka, tj. 6 = A/N, dostali bychom § =
=+v2In2/ \/N . Pravdépodobnost urcité relativni
fluktuace poctu C¢astic v obou polovinach klesa
s celkovym poctem castic N, coz je dosti vSeo-
becnd vlastnost a duvod, pro¢ funguje statisticka
fyzika. V systému obsahujicim feknéme 1000 ¢as-
tic se bude naptiklad tlak molekul na sténu po-
hybovat fadové v 1% okoli své prtimérné (rov-
novazné) hodnoty. Pokud vSak misto tisice vez-
meme ¢astic 1023, tlak bude mit odchylku od pri-
mérné hodnoty typicky 3-107'2%, co# je na-
prosto zanedbatelné oproti jinym vlivim. )
¢) Nakonec ponékud ospravedlnime Stirlingtiv vzo- -2 -1 0 1 2 m
rec. Odhadneme totiz In (n!). Cely odhad je za- N’
lozen na nasledujicim povsimnuti Obr. 1

p- 108

In(n)y=In(1-2----- n):ln1+ln2+---+lnn:2n:lnk:.

k=1

Pro velka n se logaritmus méni velice pozvolné, a je proto mozné nahradit sumu integralem.
Takto dostavame odhad

In(n!) = Zlnk%/ Inzdz =nlnn—n,
k=1 1

éili ;
nl ~ enlnnfn _ (E)
e
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