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18. roénik, aloha V.S ... Merkur, jama a kyvadlo (6 bodi; primér 8,92; tesilo 13
studenti,)
V nasledujicich tlohach ovéiime vasi znalost vSech dosud probranych kapitol mechaniky,
tj. Newtonova formalismu, D’Alembertova principu a Lagrangeova formalismu.
a) Predstavte si planetu Merkur obihajici kolem Slunce. Jak zndmo, jeho eliptickd trajektorie
se staci (posouva se poloha perihélia), coz nemize byt zptisobeno gravitaéni silou

mMr
7’3

F =

Dokazte, ze kdyz k této sile pridame dodatec¢nou centralni silu
r

kde C je vhodnd konstanta, celd trajektorie (elipsa) se bude otddet konstantni thlovou
rychlosti (¢ili existuje vztazna soustava otdcejici se konstantni thlovou rychlosti takova, ze
trajektorie v ni bude elipsa). Zndate-li tuto thlovou rychlost §2, uréete konstantu C. Staci
takovato oprava k zachrané Newtonovy teorie gravitace?
b) Urcete rovnovazné polohy homogenni tenké tycky délky | opfené o vnitini stény jamky ve
tvaru pismene ,V* (viz obr. 1) v zdvislosti na vrcholovém uhlu jamky .
¢) Pomoci Lagrangeovych rovnic vypoditejte periodu malych kmittd dvojzvratného kyvadla na
obrazku 2. Zavazi na koncich nehmotné tycky délky | maji hmotnosti m; a ma, vzdalenost
bodu zavésu od zavazi o hmotnosti m; je ly.
Na dlohu a) narazil Matous v jedné pékné ruské knize.
Ulohu b) zadali Honza Prachat a Jarda Trnka.
Uloha c) zaznéla na cvidenich z teoretické mechaniky doc. Podolského.

a) VyfeSme ulohu nejprve za pomoci Newtonova formalismu. Pohybova rovnice Merkuru
v inercidlni vztazné soustavé spojené se Sluncem bude

mMr. )

mF = —x
3

Nyni ptiddme dodate¢nou silu (1), kterd je tmérna 1/7°, a piejdeme do neinercialni
soustavy, kterd se otac¢i nekonstantni thlovou rychlosti £2 vaéi té predchozi. Pohybova
rovnice bude mit tvar

mMr r

7,7 ’ (3)

kde druhy ¢len na pravé strané je odstrediva sila, tfeti ¢len Eulerova sila a ¢tvrty ¢len
Coriolisova sila (viz druhy dil seridlu).

Jednim z integralt pohybové rovnice (2) je moment hybnosti I = mwr? = konst (w je
uhlova rychlost rotace Merkuru kolem Slunce). Po pfidani dodateéné centralni sily zistane
zakon zachovani momentu v platnosti

—mR2x (Rxr)—mRxr—2mRxi-C

mF = —x

mwr? + mQr? = 1 + mQr? = konst ,

to znamena, ze i vyraz L = mQr? je podél trajektorie konstantni. Odtud pro 2 dostaneme
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pro vektor plati (vektory 2 a 02 jsou rovnobézné, protoze pohyb Merkuru je rovinny)
) 27
=—Q0=-——20.
Q r

Pfepi$me s vyuzitim posledniho vysledku rovnici (3). Dostaneme

mMr
)

= (4)

N 2mi .
mF = —x —mﬂx(ﬂxr)—&—ﬂ!)xr—Zm.er—C
r
Abychom zcela vyhovéli pfedpokladtm (tj. trajektorie Merkuru jsou v obou vztaznych
soustavach identické), musi mit rovnice (2) a (4) na pravé strané stejnou silu, tedy musi
platit
C 2r .
—r=—2x(2xr)+—2xr-22xr.
mr r
Rychlost Merkuru si mizeme rozepsat do dvou kolmych slozek ¥ = 7r/r + w X r, pak se
posledni vztah zjednodusi na

c
—r=—2x(2xr)-22 % (wxr).
- (2% 1) (wxr)
Oba vyrazy na pravé strané upravime pomoci vektorové identity a x (bx c¢) = b(a-c)—c(a-
b) a vyuzijeme toho, ze £2 - r = 0 resp. w - r = 0 (vektory jsou na sebe kolmé). Dostaneme

C
—4r:ﬂzr+2w§2r,
mr
Zanedbame-li ¢len tmérny Q2, &ili predpokladame, ze thlovéa rychlost stadeni perihelia je
zanedbatelné mala vzhledem k tihlové rychlosti obéhu planety kolem Slunce, pro C' obdrzime
2lL
C = 2mwQrt = == . (5)
m
Vidime tedy, zZe sila F = C’r/r4 skuteéné zpusobuje staceni perihelia, nebot C vysla jako
konstantni funkce. Tato sila vSak v zaddném pripadé nezptusobi otaceni celé trajektorie
konstantni tthlovou rychlosti, protoze jednoduse 2 neni konstanta (coz je vidét ze vztahu
L = mQr? = konst). Zadani se vas snazilo svést na $patnou cestu!
Pro ilustraci vypoc¢itame, o kolik se perihelium pootoci po jednom obéhu Merkuru kolem

Slunce. r 2 . I
Acp:/ thz/ —dgaz/ —dp =27 —,
0 0 W o ! l

s vyuzitim vztahu (5) dostaneme

Ap— ’”;’LTC . ©6)

Zbyva odpovédét, zda takovato oprava zachrani Newtonovu teorii gravitace. Astrono-
mové naméfili, ze perihélium Merkuru se staci o 575" za stoleti. Zd4 se, Ze je to v rozporu
s Newtonovou teorii, podle které jsou trajektorie ¢astic v centralnim poli stacionarni. To
v8ak plati jen pro systém dvou téles. Pokud uvazime vliv ostatnich planet Sluneéni sou-
stavy, zjistime z Newtonovy teorie, Ze zptisobuje staCeni perihelia Merkuru (jejich vliv je
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totiz ekvivalentni zavedeni sily imérné 1/7). Na staceni perihelia mé také nepatrny vliv
zplosténi Slunce. VSechny tyto efekty zptisobuji dohromady staceni perihelia o 532" za
stoleti, stale vSak schéazi vysvétlit zbylych 43" (astronomové jsou ochotni pfipustit chybu
nejvyse zlomek thlové vtefiny).

Po vylouceni vSech dalsich moznych efektii, které by mohly staceni perihelia zptsobit
(planetka mezi Sluncem a Merkurem ¢&i hmota jiného druhu), selhala i uprava Newtonovy
teorie gravitace (Ze naSe Gprava také nepomuze, ukdzeme déle). Zahadné stéceni perihelia
vysvétlila az Einsteinova teorie obecné relativity, podle které

6T M

c2a(l+e) (7)

Ap =

(a je vzdalenost perihelia od Slunce, ¢ je vystfednost drahy). Pro zajimavost vypoctené
a naméfené (nevysvétlené) hodnoty staceni perihelia téles Sluneéni soustavy shrnuje nésle-
dujici tabulka.

Merkur Venuse Zemé Ikarus
predpovéd OTR [”/stol] 43,0 8,6 3,8 10,3
zméieno [ /stol] 43,1+0,5 |84+4.8 |50+1,2 [9,8+0,8

Velka nepresnost méfeni u Zemé a Venuse je zptsobena malou vystiednosti jejich drahy,
jejiz vinou se staceni Spatné méri. Vidime tedy, ze piedpovédi OTR jsou ve velice dobré
shodé s experimentem (potvrzuji to i moderni méi"eni).1

Porovnejme vztahy (6) a (7). Po ndmi provedené opravé Newtonovy teorie vychazi, ze
staceni perihelia zavisi na momentu hybnosti planety. Naopak vztah (7) plynouci z OTR
fika, ze staceni perihelia zavisi ¢isté na geometrii trajektorie (vystfednost a délka poloosy
eliptické trajektorie, hmotnost Slunce). Odtud je ziejmé, Ze nase oprava Newtonovy teorie
nemuze odpovidat realité.

Nyni stejnou ulohu vyfesime (vyklad bude ponékud stru¢néjsi) pomoci silnéjsiho
Lagrangeova formalismu. Lagrangin ¢astice v centralnim poli V' (r) v polarnich soufadni-
cich je

L= gm(i* + (rp)*) = V(r).

Langrangian nezavisi explicitné na case ani soufadnici ¢, okamzité tedy mame dva integraly
pohybu (viz minuly dil seridlu). Jsou to celkové energie a moment hybnosti

FE = %m(fQ + (ra,'o)Q) +V(r), 1= mr2<'p.

Z obou rovnic vylou¢ime ¢ a mame rovnici

2

1 .2 l

D Pekny clanek o anomalnim staceni perihelia —
http://www.mathpages.com/rr/s6-02/6-02.htm.
Applet pro simulaci relativistického staceni perihelia —
http://www.aldebaran.cz/applets/fy_grav/start.html
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Hleddme neznamou funkci r(p) (tj. trajektorii ¢astice v polarnich soufadnicich). Rovnice
se zjednodusi zavedenim substituce r(¢) = 1/u(y), pak totiz

, 1. o
r=E——Sup=-—u —
u m

a nase rovnice ziska tvar 9
2 2 m

Nepéknych druhych mocnin se zbavime zderivovanim rovnice podle ¢

2
2u'u" + 2u'u = —l—;n(:l—‘:u' R

za predpokladu v’ # 0 dostaneme zndmou rovnici, které se ¥ik4 Binettiv vzorec

' 4w = —mﬂ
T2 du’
Potencial ve Sluneéni soustavé predpoklddame ve tvaru V(u) = —s»xMmu — Cu® (pro

konstantu C' necht plati C' < I?/m). Resime tedy rovnici

" Cm _%Mm2
u + l—l—2 u_T.

Reseni je snadné, za predpokladu C' < 2 /m se jedné o rovnici harmonickych kmiti, proto

Cm e Mm?
u(@):Acos<¢-\/1l2>+ T

Jediné, co nas bude zajimat, je staceni perihélia, tedy jak se lisi perioda funkce u(y) od 2.

Ap = 2w ;—1 z%,
V1—-Cm/l? l

coz je v souladu s (6).
b) V seridlu jsme ukazali, Ze pro hledani rovnovaznych poloh
lze s vyhodou pouzit princip virtualni prace > F;dz; = 0.
V nasem pripadé méa tvar

0-0x+ Fgdy =0,

A
nebot na tycku pusobi jedina prava sila — tihova sila Fg.
Abychom rovnici splnili, musi byt dy = 0. VA
Polohu ty¢ky v jamce popiSeme thlem ¢ (viz obr. 1).
Pokusme se vyjadiit vysku tézisté tycky y pomoci para- Obr. 1
metru .
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Vzdalenost pravého konce tycky ode dna jamky d> vypocitame pomoci sinové véty pro
trojuhelnik, ktery vytvaii tycka a jamka. Podle ni plati
do l cos (%a — )

= = da=1
sin (90° — o+ ¢)  sina 2 sin o

Vyska pravého konce tycky je y2 = da cos %a a pro vysku téziste tycky plati y = ya— %l sin ¢,
celkové tedy mame

1 1 1
cos sacos (za—@) singo] _ {cos(ga—go) L

=1 - - = — = sin
Y sin @ 2 2sin s chad I
coz upravime pomoci vzorce pro kosinus souctu thla
y = 1l(cos g cotg o + sing — sing) = 1lcospcotg sor. (8)

Zbyva urcit ¢, abychom splnili §y = 0, pocitejme
0=d0y=-=dp= —%lsingocotg %a.

Jelikoz je d¢ libovolné, je posledni rovnice za predpokladu « € (0,180°) splnéna pro ¢ = 0.
Zjistili jsme, ze vodorovna poloha tycky je rovnovazna. Nesmime vSak zapomenout na
polohy, kdy tycka pfiléha ke sténé jamky. Tyto polohy jsou totiz na okraji defini¢niho
oboru ¢ a o jejich rovnovaznosti ndm princip virtualni prace nemuze nic fici. Podivame se
znovu na vztah (8) pro vysku tézisté. Funkce y(¢) (ktera je vlastné jen nasobek cos ) ma
maximum pro ¢ = 0, v intervalu (—90°,0) je rostouci a v intervalu (0,90°) je klesajici.
Vodorovnd rovnovazna poloha ¢ = 0 je tedy labilni (tezi$té je nejvyse, pfi vychyleni tycka
yspadne®). V diskutovanych polohdch na okraji definiéniho oboru ¢ = £(90° — %a), kdy
¢) Posledni dlohu vyfesime jednoduchou aplikaci Langrangeova for-
malismu. Soustava dvou té€les dvojzvratného kyvadla ma jeden
stupen volnosti, budeme ji parametrizovat thlem ¢ (viz obr. 2).
Kineticka energie je soucet kinetickych energii obou zavazi

ma2

T = 3ma(lop)® + tma[(l — lo)@)” .

Predpokladejme, ze milo > ma (l —1o), potom bude zévazi m; dole
a potencidlni energie soustavy bude (nulovou hladinu zvolime na
arovni bodu otédéeni) lo

V = —maglcosp + mag(l —lo) cosg. m

1
Langrangeovu funkci L = T'— V dosadime do Lagrangeovych rov- Obr. 2
nic druhého druhu. Pfedtim si vSak vypocitame

0L

Pt malg@ +ma(l —lo)*¢

oL

95 = —maglosinp + mag(l — lo) sin g,
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pak dostavame

d oL 0L 2 21

— = = = l =1 lo — -1 =0. 9

iop oy [malo +ma(l = 10)°]¢ + [maglo — mag(l — lo)]e 9)
Hledame-li thlovou frekvenci malych kmitd, vystacime si aproximaci sin ¢ &~ @, potom je
rovnice (9) rovnici harmonickych kmitt a plati

mllg + mz(l — lo)2 ' (10)

_ \/mlglo — mgg(l — l())

Tento vztah pfejde k tthlové frekvenci malych kmitd matematického kyvadla pro ma — 0
nebo lp — [.

Pro zajimavost je zavislost (10) vynesena v grafu na obrizku 3 (parametry kyvadla
jsou: m1 = 3kg, ma = 1kg, | = 1m).

w/st

3+

0 0,25 0,5 0,75 1 1o/
Obr. 3
Je snadné odvodit, ze thlova frekvence kyvadla bude maximélni pro

lo = /img Yt Vm2

mi1 + ma

Honza Prachar
honzik@fykos.mff.cuni.cz
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