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18. ro¢nik, tloha III.S ... Lagrangeovy rovnice 1. druhu (5 bodd; primér 3,92; fesilo
12 studentd)

a) Mé&jme hmotny bod zavéSeny na nehmotném a nepruzném vlakné. Zavedte kartézskou sou-
fadnicovou soustavu a v ni napiSte vazebnou podminku pro hmotny bod.

b) Napiste Lagrangeovy rovnice 1. druhu pro hmotny bod z ¢asti a). Ukazte, Ze z nich plyne
pohybova rovnice matematického kyvadla

)

lsinga:(), (1)

®+
kde ¢ je tihlova vychylka z rovnovazné polohy.
¢) Malé téleso je v klidu na vrcholu polokoule a za¢ne klouzat dolii. Pomoci Lagrangeovych
rovnic 1. druhu urcete, v jaké vysce se téleso odlepi od polokoule. (Napovéda: Téleso se
odlepi v okamziku, kdy A = 0.)
Zadali autori seridlu Honza Prachat a Jarda Trnka.

a) Soufadnicovou soustavu zavedeme nasledujicim zptsobem (viz obr. 1). Po- Y
catek zvolime v misté zavésu, osu = orientujeme vodorovné doprava, osu y
svisle vzhuru.

Hmotny bod se ziejmé pohybuje po kruznici se stfedem v pocatku sou-

stavy soufadnicové o poloméru [, kde [ je délka zavésu. Staci ndm tedy napsat ! v
odpovidajici rovnici kruznice 9\
|
f=2"+y’ -1 =0, :
|
|
coz je vazebna podminka hmotného bodu. !
b) Pristupme nyni k sestaveni Lagrangeovy rovnice 1. druhu. Na hmotny bod
pusobi kromé vazebné sily jesté sila tithovd Fg = (0, —mg). Dle seridlu mé Obr. 1
pohybova rovnice pro x-ovou soufadnici tvar
.. 0
mi=0+\-— =2z,
oz

obdobné pro y-ovou soufadnici

my:—mg—i—/\g:—mg—&—w\y.
Ay

Abychom vyloucili nezndmou funkci A, prvni rovnici vynasobime y a odecteme od ni

z-nasobek druhé,
m(Zy — yz) = mygzx . (2)

Tuto rovnici nyni pfepiSeme pomoci parametrt ! a ¢, abychom dostali rovnici (1).
Vztah mezi z, y a vychylkou z rovnovazné polohy ¢ je (viz obr. 1)

xz=lsinp, y=—lcosyp, 3)
tyto vztahy dvakrat derivujeme podle ¢asu
i=—lsinp@®+lcospd, 3 =Ilcosp@®+lsingd. (4)
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Dosadme nyni z (3) a (4) do rovnice (2), dostavdme

sinpcos p@® — 12 cos® o p — 12 cos psin p ¢® — 12 sin® ¢ p = glsing,
—lp =gsinyp,
coz je rovnice matematického kyvadla ze zadani.
¢) Polomeér polokoule ozna¢me R a soufadnicovou soustavu zvolme stejnou jako v ¢asti a). Jeli-

koz té&lisko klouze po polokouli, vazebna podminka bude f = z*>+13%— R? = 0. Lagrangeovy
rovnice 1. druhu budou shodné s témi, které jsme odvodili v ¢4sti b),

mE =2z, my=-—mg-+2\y.
Ted provedeme maly trik. Prvni rovnici vyndsobime x, druhou y a secteme je
m(ix + jy) = —mgy + 2X\(2” +°). (5)
Dvakrat zderivujeme vazebnou podminku

d d2
d—{:2a}j:+2yz'/:0, ?{:23'32—&—21;24—29:&3—1—2%):0. (6)
Nyni si staéi uvédomit, ze R? = 22 +y? a pro rychlost plati v = 2% 4§, potom z rovnic (5)
a (6) dostaneme

—mv® = —mgy + 2AR?.

Abychom si uSetfili integrovani pohybovych rovnic, pouzijeme rovnou zakon zachovéni
energie mv2/2 + mgy = mgR, ktery spolu s posledni rovnici dava
2 2AR?

+

2 —R)=— 2AR? =ZR .
mg(y — R) mgy + = y=3 3mg

Nés zajima poloha téliska v okamziku, kdy A = 0 (pravé tehdy se odlepi od polokoule).
Vyska télesa v tomto okamziku bude y = 2R/3.
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