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18. roénik, tloha II.S ... Newtonovy pohybové rovnice (5 bodi; primér 4,05; fesilo
20 studenti)

a) Napiste a feste pohybové rovnice hmotného bodu v tihovém poli Zemé. Soufadnicovou
soustavu orientujte tak, ze osy x a y jsou vodorovné a osa z miii vzhiiru. Pocatecni poloha
hmotného bodu je rp = (0,0, h), poéatecni rychlost je vo = (vo cosa, 0,vg sina). Soustavu
spojenou se Zemi povazujte za inercialni.

b) Muz s puskou sedi v kfesle, které se otdc¢i kolem svislé osy s frekvenci f = 1 Hz. Spolu
s kreslem se otaci terc, ktery je k nému pevné upevnén. V jistém okamziku muZ vystieli
kulku rychlosti v = 300 km/h smérem od osy otacdeni presné do stfedu terce. V jakém
misté prorazi kulka ter¢é? Reste jak z pohledu neinercialni, tak z pohledu inercialni vztazné
soustavy. Vzdalenost hlavné od stfedu terce je |l = 3 m, odpor vzduchu zanedbejte.

¢) Vyjadrete zdvislost rychlosti hmotného bodu na poloze v gravita¢nim poli Slunce.

Zadali autori seridlu Honza Prachat a Jarda Trnka.

a) Pro zadany hmotny bod mé 2. Newtontv zdkon tvar
ma = FG ;

kde Fg = (0,0, —mg) je tihova sila. Uvazujme soufadnicovou soustavu popsanou v zadani
alohy, v ni mame tfi rovnice pro kazdou kartézskou soutradnici zrychleni

may, =0, may, =0, ma,=—-mg, (1)
ze kterych pfimo dostavame zrychleni hmotného bodu
a=1(0,0,—g).
Rychlost hmotného bodu ziskdme integraci rovnic (1) podle ¢asu (kazdou nejprve vydé-

lime m)
Ve(t) =Co, vy(t)=Cy, wv:(t)=C.—gt,

kde C, Cy a C, jsou integra¢ni konstanty, které uréime z pocateéni podminky v(0) =
= (vo cos a, 0, vo sin @)

vg(t) =vocosa, wvy(t)=0, wv.(t)=vosina— gt.

Zbyva urcit, jak zavisi na ¢ase poloha hmotného bodu, budeme proto integrovat podle ¢asu
posledni t¥i vztahy pro slozky rychlosti

z(t) = Dy + votcosa, y(t) =Dy, 2(t)=D.+votsina— %gt2 ,

kde D5, Dy a D, jsou integracni konstanty, jez uré¢ime z druhé pocéateéni podminky r(0) =
= (0,0,h)

z(t) =votcosa, y(t)=0, =z(t)=h+votsina— Lgt°.

Tim mame pohybové rovnice vyieSeny, dostali jsme rovnice Sikmého vrhu, jak jsme oceka-
vali podle pocate¢nich podminek.
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b) Ulohu vyfesime nejprve z pohledu inercidlni vztazné soustavy spojené se Zemi. Vzdalenost
hlavné pusky od osy otdc¢eni ozna¢ime d. Zavedme si nasledujici soufadnicovou soustavu.
Pocatek je v ose otaceni na trovni pusky, osa & mifi ve sméru puska-terc, osa z mifi vzhiru
a osa y je na obé kolmd (viz obr. 1). V této soustavé ma kulka pocatecéni rychlost a polohu

Vo = (v,wd, 0), rn = (d,O, 0)
Analogicky jako v tloze a) uréime, jak zavisi poloha kulky na ¢ase

z(t) =d+vt, y(t)=wdt, Z(t)Z—%gt.

y
Nyni uré¢ime cas t1, ve kterém kulka pro-

razi ter¢. Vime, Ze se ter¢ otaci s uhlovou
rychlosti w, poloha jeho stfedu T v nasi sou-
fadnicové soustavé je (viz obr. 1)

Te=(d+)coswt, Ty=(d+1)sinwt.

Analyticky popiseme pfimku, kterd splyva
s teréem v roviné zy. Vektor kolmy na pfimku
m4 tvar n = (coswt,sinwt), rovnice piimky
proto je

coswt -z +sinwt-y=d+1, Pugka Ter¢ z

kde pravou stranu rovnice jsme zvolili tak,
aby pfimka prochézela bodem T. Do této rov-
nice dosadime polohu kulky a ziskdme Obr. 1

(d + vt) coswt + wdtsinwt =d + 1. (2)

Tato rovnice bude splnéna v okamziku, kdy kulka prorazi ter¢, bohuzel ji vSak nelze fesit
analyticky. Vzhledem k vzdalenosti terce od hlavné a rychlosti kulky i rotace je wt malé, po-
tom s dostate¢nou presnosti plati sin wt & wt a coswt & 1. Rovnice (2) se potom zjednodusi
na tvar

wd- ot —1=0, (3)

coz je kvadraticka rovnice pro t a ma jediné kladné feseni

v / w? v w? l
= -1 1+4ld— |~ —(-1+1+2ld— | = —.
g 2w2d < + ald v? ) 2w2d ( 12l v? ) v

V predchozim vypoctu jsme pouzili pfiblizny vztah 1+ x =~ 1+ x/2, ktery plati pro
mala x.

Zbyva urcit, v jakém misté prorazi kulka teré. Vodorovnou vzdalenost od stiedu terce
ozna¢me Ah a svislou As. Vzdalenost Ah je rovna vzdalenosti polohy kulky a stfedu terce
v Case t1 (opét pouzijeme pfiblizné vztahy sinwt ~ wt a coswt == 1)

AR? = (x(t) = To(t2))* + (y(ta) — Ty(tr))* =
:(d+l—(d+l))2+(w7dl—w> :(i> , (4)

v v

-2-
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pficemz kulka prorazi ter¢ napravo od stfedu. Svisld vzdalenost je ddna volnym padem
kulky po dobu ¢;1 a je rovna soufadnici z v Case t1

As=—z(t1) = ﬁ . (5)

Po dosazeni zadanych hodnot vychazi Ah = 68cm a As = 6,4 mm.

Vyfesme nyni tlohu z pohledu neinercialni soustavy spojené s rotujicim kfeslem. Sou-
fadnicovou soustavu si zvolime stejnym zptsobem jako minule, ale tentokrat bude navic
rotovat thlovou rychlosti w. V této soustavé mé kulka pocateéni rychlost vo = (v,0,0)
a polohu rj = (d,0,0). Pohybové rovnice kulky je

ma' =mg —mw x (wxr') —2mw x v,

Eulerova a translacni sila je nulova. Pohybovou rovnici si pfepiSeme na tfi rovnice pro
soufadnice

o/ 2 7/ ./

T =w'r 42wy,

¥ =Wy — 2wi’,

Do soustavy prvnich dvou rovnic zkusime dosadit feSeni ve tvaru (s ohledem na poc¢ateéni
polohu)

x'(t) = dcoswt + Asinwt + Bit coswt + Batsinwt,

y'(t) = C'sinwt + Dyt coswt + Datsinwt
pro neznamé konstanty dostaneme A = 0, C = —d, By = —D2, B2 = D;. Aby byla splnéna
pocateéni podminka pro rychlost kulky, musi navic platit B1 = v a By = wd. Dostavame
tedy

2’ (t) = (d 4 vt) coswt + wdt sinwt ~ d + vt 4+ W>dt”

Y (t) = —(d + vt) sinwt + wdt coswt ~ —vwt” .

Kulka prorazi teré v okamziku, kdy 2’ = d + [, a dostdvame stejnou rovnici jako (2),
resp. (3). Z ni jsme vypocitali, ze kulka prorazi teré v éase t; = [/v. Po¢itejme nyni y'(t1)

l2
Y (h) = —owtf = -2,
v

coz je zfejmé vodorovna vzdalenost stfedu terce a mista, kde kulka prorazila ter¢, a shoduje
se s vysledkem (4). Svisla vzdalenost je rovna 2’(1), ovSem plati 2(t1) = 2'(¢1) a dostavame
vysledek (5).



Fyzikalni korespondené¢ni seminair UK MFF http://fykos.mff.cuni.cz 18.1II.S

¢) Pro vyjadfeni vztahu mezi rychlosti a polohou hmotného bodu v gravitaénim poli Slunce
s vyhodou vyuzijeme integral pohybu — mechanickou energii. Kineticka a potencialni energie
hmotného bodu je
T = 1mv2, V= —LmMs R
2 T
kde Mg je hmotnost Slunce a r vzdalenost od Slunce. Veli¢ina E = T + V se zachovava,

plati tedy

E=-mf——— = ov= — +
2 T m T

1 o »mMs 9 <E %Ms)

coz je hledana zavislost.

Honza Prachar
honzik@fykos.mff.cuni.cz

Fyzikalni koresponden¢ni semindf je organizovan studenty UK MFF. Je zastiesen Oddélenim
pro vnéjsi vztahy a propagaci UK MFF a podporovan Ustavem teoretické fyziky
UK MFF, jeho zaméstnanci a Jednotou ¢eskych matematiki a fyziku.

-4 -



