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18. ro¢nik, aloha II. P ... nedekand prekazka (5 bodi; primér 1,63; tesilo 51 student)

Ridi¢ automobilu jedouci rychlosti v néhle spatfi, Ze jeho viiz sméfuje doprostied betonové
zdi Sitky 2d ve vzdalenosti I. Soucinitel klidového tfeni mezi pneumatikami a vozovkou je f.
Poradte Fidi¢i, co ma délat, aby se vyhnul srazce se zdi. Rozhodnéte, pro jakou velikost rychlosti
je to jesté mozné. Napadlo Pavla Augustinského pTi cesté autem.

Podobné jako u minulych tloh (napf. osklivé kac¢étko) slo v této iloze o nalezeni né&jaké ,op-
timalni“ trajektorie. V praxi bychom casto radi znali skute¢né optimalni reseni, ale mnohdy se
spokojime i s feSenim, které je pouze lepsi nez ostatni. To je zakladem rozmanitych pribliznych
metod, se kterymi se urcité setkate coby fyzici ¢i inzenyti. Hledani nejlepsiho feSeni je obecné
pracné, musime si vzdy rozvazit, zda ndm zlepSeni vysledku stoji za vynaloZzenou ndmahu.

Takto filozoficky zaCindm proto, ponévadz nikdo z vas nevyftesil tuto tlohu spravné ve
smyslu nalezeni spravné trajektorie a diikazu, ze je opravdu spravna. Vsichni jste se ale pokusili
vyzkouset rizné moznosti, a pak z nich vybrat nejvhodnéjsi. Drzice se ivodu, pocinali jste si
v podstaté spravné, i kdyz ne zcela, cemuz odpovidé vseobecné nizsi pocet bodu. Kazdopadné
si ale ukazme, jak vypada nejlepsi feSeni.

Podivejme se nejprve, kterak se miize auto pohybovat. Ze zadani vime, Ze koeficient tieni
mezi pneumatikami a zemi je roven f. Proto nejvétsi pfipustné zrychleni/zpomaleni ziskdme
z rovnice ma = mgf, tj.

a=fg.

Auto muze brzdit, zrychlovat ¢i zatacet libovolné, ovSem nejvyse s timto zrychlenim.

Déle je jasné, Ze stihne-li auto zabrzdit diiv, neZ narazi do zdi, mtze objet libovolnou zed.
To nastane, plati-li | > vt — at?/2, kde ¢as t odpovida tplnému zabrzdéni, éli v = at. Odtud
I > v?/2a znamen4 pro Fidige jistou zachranu.

Abychom potésili ty, ktefi Fesili i pohyb po kruznici, rozebereme jej také. Ziejmé nejmensi
polomér takové kruznice se dostane z maximalni velikosti tfeci sily, ktera je zaroven silou

dostfedivou. Odtud )
v

—=Tfg.

r
Nejvetsi pripustny polomeér kruznice odpovida kruznici, ktera se zdi pravé dotkne. Z obrazku
a Pythagorovy véty vidime vztah r* = 2 + (r — d)?, tedy

P+
=g
Po kruznici mé smysl jet jen tehdy, kdyz rychlost, odpovi-
dajici tomuto poloméru, je vétsi nez maximalni rychlost, kdy
je auto jesté schopno zabrzdit. Ponévadz polomeér je pii stejné
rychlosti roven dvojndsobku brzdné drahy, odpovida to pod-
mince r > 2[. Timto ziskavame kvadratickou nerovnici

IV 4lysg
d d ’

ktera je splnéna pro I/d > 2 ++/3 a l/d < 2 — /3. Zde si véak musime uvédomit, Ze druhé
feSeni jest irelevantni, coz vétsina z véas, ktefi jste se dostali az sem, neudélala. Pak totiz pro
§itku zdi plati d > r, tedy kruznice kraj zdi protne az na ,zpatecni cesté”; predtim uz jednou
zed protla.
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Nyni prozkoumame, jakd je nejlepsi mozna strategie. PouZijeme trik motivovany touto
avahou. V soufadnicové soustavé spojené se zemi se nam pohyb auta komplikuje tim, Ze v ni ma
auto urcitou pocatecéni rychlost, pfiCemz neni geometricky jasné, jak presné k pohybu ptispélo
zrychlovani a jak ptvodni rychlost. Trik spoc¢iva v sledovani pohybu ze souradnicové soustavy,
kde je auto na pocatku v klidu. V této soustavé je situace jednodussi, napfiklad rovnomérnému
zrychleni v jednom sméru odpovida pfimka, coZ je pfijemné. Zed se tam pohybuje rovnomérné
smérem k autu. Necht se zed pohybuje doleva, na za¢dtku méla xz-ovou soutadnici rovnu [
a v Case t bude tato soufadnice rovna [ — vt. Pfedpoklddejme, ze zed je velmi velka (tedy ze
uréité nejde objet).

!
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zed pFi srdZce zed, t =0

Obr. 2

Zkoumejme pohyby auta s konstantnim zrychlenim v jednom sméru, tj. po primkach, jak
uz bylo feceno. Kdyz se auto po néjaké primce pohybuje, nékde se s tou velkou zdi srazi. V
nasi roviné si tento bod oznac¢me teckou. Kdyz budeme ménit smér primky, budeme dosta-
vat razné tecky, jejichz spojenim vznikne uzaviend spojitd kiivka (,kapka“). Spojitost plyne
z oGekdvéni, ze kdyz malinko zménime smér, posune se pfislusny priseéik taky o malinko (bez
skok). Kdybychom pfimku oto¢ili o 360°, vratime se do ptavodniho priseéiku, coz predstavuje
uzavienost kfivky tvofené pruseciky.

Ulohu mame vyiesenou, kdyz si uvédomime, Ze auticko nemtize bez srazky se zdi protnout
tuto kiivku. Kdyby se totiz auticko pohybovalo jinak nez pfimo, do pfislusného bodu kiivky
se nutné dostane pozdé&ji, ale v tu dobu tam uz byla zed. Pro¢ pozdé&ji? P¥imka odpovida
veskerému usili vynalozenému na zrychlovani v daném smeéru. Po obecné kfivce se zrychleni
vynaklada i do jinych smért, takze na nas smér zbyde méné. Nyni ndm bude zfejmé nésledujici
tvrzeni. Nejvétsi zed, kterou jde objet, odpovidd maximu prusecikové kiivky.

Shriime nabyté poznatky: dokéazali jsme si, Ze nejvyhodnéjsi je zrychlovat s konstantnim
zrychlenim v néjakém pevném sméru a ze tento smér odpovida maximu té kiivky. Nyni zbyva
najit jeho polohu. To lze provést standardnimi metodami (anulovanim derivace). M4 to ov§em
jeden drobny hacek, a sice pro polohu maxima obdrzime rovnici 4. stupné, kterou sice jde
vyfesit v uzavieném tvaru (tj. pomoci odmocnin narozdil od rovnic vyssich stupiii), ale dost
slozité. Nicméné existuje i prichodnéjsi postup.

Vratime se zpatky na zem, kde zed stoji a auto brzdi. Ted jsme bohatsi o informaci, jak
mame jet, jesté€ vSak nevime, kam mame jet. Za tim tGcelem musime vysledovat, co v této sou-
stavé predstavuji pfimky v predchozi soustaveé. Uz v prvnim roc¢niku jste se dozvédéli o vrhu
sikmém, kde zrychleni m4 konstantni smér dold. Trajektorii je parabola se svislou osou. Ana-
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logicky v nasi situaci bude trajektorii parabola s osou ve sméru zrychleni. Kdyz budeme ménit
smér, budeme dostavat rtizné paraboly. Parametrickd rovnice takové paraboly je

2
xr = vt — %acosapt R
Yy = %asincpf.

Nyni pouzijeme myslenku hledani maxim pomoci derivaci. Jak vite, extrému odpovida nu-
lova derivace. To ale znamend, Ze pfi malém posunuti od vychoziho bodu se hodnota funkce
v prvnim pfiblizeni nezméni, nebot tecna grafu, jez jej aproximuje v okoli tohoto bodu, m4
nulovy sklon. Tuto my$lenku pouZijeme nasledujicim zptisobem. Necht pfekazka stoji ve vzdale-
nosti z. Chceme najit parabolu, ktera je pro toto x nejvyse, pfiCemz ruzné paraboly dostavame
ruznou volbou tthlu ¢ — sméru zrychleni. Mame-li takovou parabolu, pak pfi malé zméné thlu ¢
o dy se podle tvahy vyse vyska paraboly v prvnim pfiblizeni nesmi zménit. Mizeme zménu
vysky explicitné spocitat a polozit ji rovnou nule.

Mala potiz spoéiva v tom, Ze aby zlistalo  pevné, musi se zménit ¢as. Necht se tthel zméni
o dp a ¢as, kdy ma auticko soutadnici x, z t na ¢t + dt. Nyni napiSeme rovnici, ktera vyjadiuje,
Ze se x nezménilo, tedy rovnici pro z-ovou slozku zmény paraboly. Plati

dz = v(t+dt) — 2a(cos ¢ + dcos o) (t + dt)® — vt + %acosgot2 =

= (v —atcosy)dt + %asingat2 dop,
nebot dcos p = —sin pdy. Pozadujeme dxz = 0, coz ndm dava vztah mezi dt a de

1o 2
sasinpt

atcosp — v

NapiSeme rovnici pro zménu y, kam posléze dosadime za dt z pravé ziskaného vztahu
dy = La(sinp + dsing) (t + dt)® — %asing@tQ =asinptdt + %acosgptz de,
nebot dsin ¢ = cos ¢ dp. Podminka maxima je dy = 0, coz po dosazeni pfedstavuje rovnost
vcosp = at.

Vsimnéte si, Ze tato podminka je ekvivalentni tvrzeni, Ze nejvyssi bod je roven vrcholu néjaké
paraboly, kde je rychlost kolma na zrychleni.

Ziskali jsme moznost napsat parametrickou rovnici kfivky, kterd je pro kazdé x stejné vysoka
jako nejvyssi parabola (tzv. obalova kiivka). Mizete ji vidét na obrazku 3 (silné vytazena
kiivka). Parametrickou rovnici této kiivky ziskdme dosazenim posledniho vztahu do rovnic
paraboly

'U2 'U2 3
T = -—cosp— —cos @,
a 2a
U2 . 2
y= —sinpcos’ ¢.
2a

Oznagime-li v?/2a (co%, jak vime, je brzdna draha) jako p, pak vidime, Ze pro danou prekazku
vSe zavisi pouze na tomto parametru a nikoliv na rychlosti a zrychleni oddélené.
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Je-li vzdalenost zdi od pocatku [, pak, jde-li objet, musi platit y > d. Chceme najit ma-
ximalni mozny parametr p, pro ktery dand zed jde objet. To odpovidd maximélni mozné
pocatecni rychlosti, pfipadné minimalnimu moznému zrychleni. Nase kiivka se bude pfi zvét-
Sovani p evidentné ,primackavat® k ose x. Prii takovém pohybu nékdy protne okraj zdi, a to
odpovida hledanému maximalnimu p. Zbyva jej najit z rovnice kiivky, kde polozime x = [
a y = d. Podélime-li rovnice, ziskdme

d sin ¢ cos? @ _ tgp

I 2cosp—cosdp 14+2tg2ep’

jak plyne z vyjad¥eni tg ¢ = sin ¢/ cos . Ekvivalentng 1/ cosp =1+1tg%y,

l
2tg2g07 atggoJrl:O.
M4-1i tato rovnice kladné feseni, jde zed jesté objet. Bude tomu tak zfejmé pro

l2
alesporni jeden kofen pak musi vyjit vétsi néz nula, nebot u tg ¢ stoji zadporné &islo. Pfichézime
k zévéru, ze danou prekazku lze objet, kdyz je pomér jeji polositky ku vzdalenosti od auticka
mensi nez 1/v/8.
Podotykam, ze jsme pozadovali | < p. Méli bychom tedy ovérit, plati-li pravé odvozena
podminka, dostaneme doopravdy p > [. Za tim Géelem prepiSeme rovnici pro [ ve tvaru
1 tgp

P d(1+tg2p)3/2’

Leva, a tedy i prava strana ma byt mensi nez 1. Dosadime za tg ¢ z vySe uvedené kvadratické
rovnice, kde volime znaménko + (znaménko — odpovida protnuti sestupné ¢asti obalové k¥ivky
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a nds nezajima) a analyzujeme pravou stranu. Takto bychom, nejspise numericky, zjistili, ze
musi platit I/d > 2,844, zatimco naSe piivodni kritérium ¥ika I/d > /8 ~ 2,828.

Shriime vse, co jsme vydedukovali. Necht méame né&jakou piekdzku v néjaké vzdalenosti.
Objet ji, aniz bychom museli byt schopni zastavit, 1ze pouze, pokud je splnéna vySe uvedend
podminka, respektive jeji zpfesnénd varianta. Pak mtzeme dopocitat maximéalni mozny para-
metr p, tedy maximalni moznou vstupni rychlost pro dané zrychleni anebo miniméalni potfebné
zrychleni pro danou rychlost. V opa¢ném pripadeé se jednoznac¢né vyplati jet pfimo ke zdi a brz-
dit. Nésledky srazky totiz urcuje hybnost ve sméru kolmém na zed, a tu v okamziku srazky
uCinime nejmensi, budeme-li v tomto sméru brzdit.

Zde je jiz mozné prestat s feSenim. Splnili jsme to, co jsme si na zadatku predsevzali;
nemame sice presny vzorecek, ktery by ndm pro danou prekdzku umoznil rozhodnout, jde-li
objet, ale mame dobry odhad a jsme pfipadné schopni numericky ovérit, jestli se nemylime.

Matous Ringel
matous@fykos.mff.cuni.cz

Fyzikéalni korespondenéni seminaf je organizovan studenty UK MFF. Je zastfesen Oddélenim
pro vnéjsi vztahy a propagaci UK MFF a podporovan Ustavem teoretické fyziky
UK MFF, jeho zaméstnanci a Jednotou ¢eskych matematiki a fyziku.

-5-



