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18. ro¢nik, tloha I.1 ... os8klivé kacatko (4 body; pramér 1,30; tesilo 99 studenti)
Opusténé osklivé kacatko ztstalo osamocené uprostied kruhového rybniku. Chce se dostat
za svymi sourozenci a matkou kachnou, ale na bfehu rybnika na néj ¢iha liska. Kacatko je jesté
mladé, proto dokaze vzlétnout pouze z pevné zemé. Urcete maximalni pomér rychlosti béhu
lisky a plavani kacatka, aby stihlo doplavat na bieh a z néj lisce uletét. Poradte také kacatku,
Jjakou strategii ma zvolit. Ulohu znala Lenka Zdeborovd.

Mgjme kacatko, necht jeho rychlost je 1 a rychlost
lisky v (bude pak rovna pfimo hledanému poméru). Neni
obtizné nahlédnout, ze je-li kacatko dostatecné blizko
stfedu rybniku, mize dosdhnout stejné ¢i vétsi thlové
rychlosti rotace kolem stfedu nez liska obihajici po bfehu.
Skutecné, je-li kachnicka ve vhodné vzdalenosti r a liska
ve vzdalenosti R od stfedu, thlova rychlost kacatka je

VK 1 v 1,
wK:—:—>—:—:wL,

r T R R

Nerovnost plati pro /R < 1/v. Odtud jiz pfimo plyne, Ze se kac¢atko muze dostat do situace,
kdy je ve vzdalenosti r = R/v od stiedu a liska se nachdzi na pfesné opa¢né strané rybniku,
tj. spojnice liska—obét prochdzi stfedem kruznice. Velkd ¢ést Fesiteltl se probojovala az sem.

Ovsem ihned vyvstava otézka: ,,Co dal?“ Nejjednodussi odpovéd muze znit: ,,Kacatko by
mélo plavat po co nejkratsi cesté ke brfehu.“ Prinejmensim bude na bfehu za nejkratsi cCas.
Nicméné toto je jen jedna strana mince! Druhd ¥ika: ,,Podivej se na lisku.“ Ona totiz nezahali,
nybrz usilovné sprintuje smérem k ocekavanému pristavisti zviratka. Méli bychom tedy alespon
popremyslet, zda by nebylo lepsi, aby kachnicka plavala ponékud od lisky.

Mimochodem, nejvétsi cast Fesitelt tvrdila, ze méa kachnicka pla-
vat ze stfedu pfimo rovné k okraji. Zde je vidét, Ze se myli, nebot
je-li kachnicka na obvodu naseho pomyslného kruhu, je blize okraji
nez predtim a liska je stejné jako predtim na opac¢né strané kruhu.

Vratme se k pohybu ligky. Ta vidi kac¢atko na opacné strané a nyni
se musi rozhodnout, kam pobézi. Samoziejmé se nezastavi, to by
kacatku poskytla naskok. Liska se muze rozbéhnout, kam chce (ze r
symetrie). Nyni uréime, jak se zachové kacatko. R

Pochopitelné, poplave vice méné na druhou stranu nez liska (ot4¢i
se ve stejném smyslu). Poplave po pfimce, nebot kdyby plavalo po
kiivce z bodu A do B, mohlo by plavat pifimo z A do B, ¢imz by
usetrilo ¢as. Budeme predpokladat, ze liska jednou se rozbéhnuvsi se
jiz neotodi, coz zdtivodnime pozdéji.

Z obrazku 2 ur¢ime drahu lisky R(w+9) a drahu kacatka /R2 + r2 — 2Rr cos . V meznim
pfipadé se budou rovnat doby, za které liska a kacatko tyto drahy urazily. To ndm poskytne
zévislost v na ¥. Nam zbyva najit maximum této funkce. P¥i Gpravé vyuzijeme vztah uvedeny
vyse (R/r = v).

Obr. 1. Kacatko v rybniku

Obr. 2

R(t +9) =vVR2 +r2 —2Rrcos 9,
w49 =v+/1+ (r/R)? —2(r/R)cos?,
w419 =V1+0v2—2vcos?,

0=1v"—2vcos¥+1— (m +09)>
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Odtud uréime
v=rcos?+ /(% + V)2 —sin® ¥, (1)

pricemz znaménko + pouzijeme, aby bylo v kladné. Zbyva urcit polohu maxima, tj. vztah
derivovat podle ¥ a polozit derivaci rovnu nule

dv . T + 19 — sin19 - cos ¥
— = —sinvY + =
d? (7 + 9)2 —sin? ¥

Po nékolika pfimocarych tpravach se radostné dobereme stavu

©+ 9 49\
1-2 =
tg +<tg19) 0,

odkud pfimo plyne
tgd=n+9. (2)

Tuto rovnici nelze fesit analyticky.

Timto postesknutim prace fyzika nesmi skoncit! Samoziejmé neocekavame, ze by student
stfedni $koly mél v malicku numerické metody. Ale kazdy mé pocitac, ktery takové véci umi
provadét. Staci najit vhodny software (napt. Excel), jenz fesi rovnice ¢i kresli grafy. A dokonce
i kdyz cloveék s pocitacem nekamaradi, nemusi se vzdat, mé-li chytrou hlavu. Co tfeba nasle-
dujici tivaha. Kdyz se mi podafi najit ¥ tak, ze tgd < m + ¢ a vzapéti jiné ¥, ovSem spliiujici
tg¥ > m + 9, zjistil jsem, v kterém intervalu lezi spravné ¢, splitujici rovnici (2). Je-li tento
interval p¥ilis Siroky, provedu hledani znovu, ¥ budu ale vybirat z tohoto nového intervalu. In-
tervaly zuzuji tak dlouho, dokud nejsou dostatecné azké. Je to sice pon€kud pracné, ale najdu
alespon pribliZznou hodnotu .

Prakticky je nejlépe rovnici upravit na tvar tgd —m — 9 = 0 a sledovat znaménko nové levé
strany. Vyberu na zacatku interval, pro ktery plati, ze vlevo je leva strana zaporna a vpravo
kladn4 (nebo naopak). Pak se podivdm na hodnotu levé strany uprostied intervalu. Je-li kladna,
vezmu za novy interval levou polovinu, je-li zaiporna, vezmu pravou polovinu, a postup opakuji
tak dlouho, dokud neni interval pro mé ucely dostatecné uzky. V kazdém kroku se zmensi na
polovinu, tj. konvergence je rychla.

Touto metodou se d4 ziskat odhad

Y~1,352 = v~ 4,601,

ktery je spravnym feSenim tulohy.
Bylo by dobré se jesté podivat, co to znamena geometricky. Dokazeme, Ze se vlastné jedna
o te¢nu k malé kruznici! Je-li totiz onen trojuhelnik pravothly (tedy jde-li o te¢nu), musi pro
néj platit Pythagorova véta. Vyjadieno rovnici
1 R

R*=7>+R*+7r*>—2Rrcosd = = — =uv.
cos U r

Nicméné dosadime-li do naseho vyrazu (1) pro v podminku nulové derivace (2), zjistime totéz

v=-cos?+ 1/ (% + )2 —sin®> ¥ = cos VI + 1/tg? ¥ — sin? I = cos V¥ +sin ¥ - tgy = 001519’
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Tedy trojuhelnik je pravouhly.

Zbyva nam maly restik, totiz diskutovat, co se stane, otoCi-li se liska. Liska se nejdfiv
musi vratit do své puvodni pozice. Kdyz je vpravo od ni a kacatko plavalo po te¢né, primka
stifed-liska lezi vlevo od kacatka. Bude-li se liska vracet, pak kacatko tuto prfimku protne.
Mame situaci jako na zacatku, jenze kacatko je nyni dale od stfedu nez predtim. Cili liska si
uskodila.

Podle poctu spravnych feseni se da usoudit, ze pro vétsinu Fesitelti cteni tohoto textu nebyla

uplna ztrata casu. Matous Ringel

matous@fykos.mff.cuni.cz
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pro vnéjsi vztahy a propagaci UK MFF a podporovan Ustavem teoretické fyziky
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