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Mili resitelé FYKOSu!

vvvvv

chu polepsit. Opravena feseni dostanete spolecné s fesenim 5. série a zavérecnou vysledkovou
listinou béhem cervna.

Zajemci si mohou objednat rocenku lonského ro¢niku seminare, ve které najdou zadani
a Tfeseni vSech tuloh, seridl na pokracovani a poradi reSiteld. Staci do obalky vlozit 50 korun.
Stejnym zpisobem si muzete objednat i starsi publikace — XVI. a XV. ro¢nik za 30 korun, XIV.,
XIII. a XII. ro¢nik za 20 korun, X. a IX. ro¢nik za 10 korun a VIII. ro¢nik za bezkonkurenc¢nich
0 korun. Nezapomente do obalky vlozit listek se seznamem publikaci, které si objednavate.
Uspésnym fesitelim loniského roéniku zasleme posledni ro¢enku zdarmal

Prejeme vam hodné€ tspéchii v zavérecném obdobi skolniho roku.

Honza, Jarda, Jirka, Kajinek, Matous, Pavel, Pavel, Pet, Robin & dalsi

Zadani VI. série

Termin odeslani: 30. kvétna 2005

- Jelikoz OSN vyhlésila rok 2005 za Svétovy rok fyziky, rozhodli
*\e’éo(f’ jsme se, ze tomu prizpuisobime Sestou sérii naseho seminafre. Nejprve

\‘\o(\b,f} 6 trochu historie.
Q‘a 00 Uplyne sto let od roku 1905, ktery se stal jakymsi zlomem mezi
’L klasickou a soucasnou fyzikou. V roce 1905 Albert Einstein vysvétlil
fotoelektricky jev a v ¢ervnu 1905 publikoval specialni teorii relativity.
" Ww.physics2005.9% Oba objevy odstartovaly revoluci ve fyzice. Vysvétleni fotoelektrického

jevu bylo jednim ze startovnich mechanismi kvantové teorie.

Specialni relativita vyustila v roce 1915 v obecnou relativitu, moderni teorii gravitace.
Teélesa svou pritomnosti zakfivuji cas a prostor kolem sebe. Kazdé téleso, na které pisobi
jen gravitacni sila, se v tomto zakfiveném prostorocase pohybuje po nejrovnéjSich moznych
drahéach, tzv. geodetikach.

Einstein tedy v roce 1905 odstartoval dvoji nazirani na svét. Obecna relativita je vynikajici
teorii gravitace, kvantova teorie vynikajici teorii ostatnich tfi interakci (elektromagnetické,
slabé a silné). V soucasné dobé probihaji intenzivni snahy o sjednoceni obou pohledi na svét.
Vétsina snah vede na fascinujici teorii strun ve vicerozmérném prostorocase.

Nasledujicich Sest loh posledni série je z oblasti fyziky, kterou Einstein sam studoval.
Doufame, ze se vam tulohy budou libit.

Uloha VI.1 ... fotoefekt

Na katodu fotoc¢lanku dopada ze rtutové vybojky svétlo o vinové délce 546,1 nm a k potla-
¢eni proudu vznikajiciho diky fotoelektrickému jevu je potieba napéti U; = 1,563 V. Dopada-li
na katodu svétlo o vinové délce 404,7 nm, je potieba napéti Uz = 2,356 V. Vypocitejte hodnotu
Planckovy konstanty h.
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Uloha VI.2 ... jak vyrobit ¢ernou diru

Pokud stlac¢ime hvézdu (¢i jakékoliv jiné téleso) na kouli o poloméru rg, zhrouti se nena-
vratné do cerné diry. Tzv. Schwarzschilduv polomeér rq si lze v klasické analogii predstavit jako
polomér télesa o hmotnosti M, z jehoz povrchu lze uniknout pouze rychlosti svétla (tinikova
rychlost je c).

Na zakladé znalosti hmotnosti hvézdy M urcete Schwarzschildiv polomér r, a kritickou
hustotu hvézdy p, pti které se preméni v cernou diru. Piiklad reSte obecné a poté konkrétné
pro Zemi, Slunce a jadro galaxie o hmotnosti 100 miliard Slunci.

Uloha VI.3 ... sonda NASA

Jet Propulsion Laboratory v Kalifornii vyviji pro NASA
novy typ raketovych pohont. Pohonnd jednotka vyuzivd hyb- M o
nost a-éastic pfi rozpadu nuklidu fermia Jg6Fm1s7, jehoz hmot- M
nost je mgm a polocas rozpadu 7'. Druhym produktem premény —>
je nuklid kalifornia 258 Cf155. Hmotnost a-¢astice je me, hmot- NASA
nost nuklidu kalifornia je mc¢, pfeménou se uvolni energie E. Obr. 1
Predpokladejte, ze kazda a-Castice opousti raketu ve stejném
smeru.

Vesmirna sonda s popsanym pohonem je na pocatku v klidu, jeji hmotnost je M, hmotnost
pohonné latky je také M. Urcete rychlost sondy v po pfeméné poloviny hmotnosti nuklidia
fermia. Vyslednou hodnotu dopoéitejte i ¢iselné pro hodnoty F = 1,106 -10"'2J, M = 4kg
a T' = 100,5 dni, ostatni hodnoty najdete v tabulkach.

Uloha VI.4 ... nezastavitelny chodec

Vratte se na chvili do Atén na lonské olympijské hry a urcete, jaka je teoretickd maximélni
rychlost chodce. Chodec nebude diskvalifikovan, pokud se kazdy rozhod¢i (pozorovatel) shodne
na tom, ze alespon jedna noha chodce stoji v kazdém okamziku na zemi.

x
Uloha VI.P ... vylet na Stonehenge

Predstavte si, ze v raketé prolétavate nad Stonehenge. Ten
je tvoren kameny ve tvaru kvadrt rozmisténych do vrcholt pra-
videlného dvanactiuhelniku (viz obrazek 2) o poloméru 200. Le-
tite nad osou x ve vysce z = 50 a divate se vodorovnym smé- Yy
rem. Kdyz jste v bodé o soutadnicich (—200,0), resp. (0,0),
uvidite svét presné tak, jak je zobrazen na obrazku 3, resp. 4. 200
Vas stojici kamarad jej ovSem uvidi jinak, a sice jako na ob-
razku b, resp. 6, pfiCemz oba méate shodné o¢i (tzn. napf. stejny
zorny uhel). Z obrazku pfiblizné urcéete pomér rychlosti rakety
a rychlosti svétla. Obr. 2

Uloha VI.E ... chyfte foton
Zmeérte rychlost svétla ve vakuu. Provést to miizete libovolnym zptisobem, pouzijte tieba
i mikrovlnnou troubu.
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Obr. 3

Obr. 4

Obr. 5
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Obr. 6

Reseni |V. série

Uloha IV.1 ... atomovy titok v roce 1985 (4 body; primeér 2,23; vesilo 35 studentii)

Sovetskym generaliim dosla trpélivost. Uz se nemohli divat na provokace ze strany ame-
rickych imperialisti a stiskli cerveny knoflik na odpaleni atomové bomby. Hned nato do ridici
mistnosti pribéhl mlady porucik, ktery byl zodpovédny za propocitani drahy letu, ze si pry pii
vypoctech trochu prihnul ze stakanu vodky a diisledkem toho misto na New York miri raketa
na spratelenou Kubu.

Nasteésti je ale po ruce nahradni bomba, kterou by se ta puivodni dala sestielit, ¢cimz by
se zamezilo rozkolu v socialistickém tabore. Pivodni raketa byla vystielena rychlosti v pod
uhlem «. Jak maji sovétsti experti nastavit tthel odpaleni 8 druhé rakety, aby tu prvni zasahli,
kdyz mezi obéma odpaly je casova prodleva T'7

Diskutujte, kdy se da mir mezi spratelenymi zemémi zachranit a kdy uz ne. Odpor vzduchu
zanedbejte. Vsichni samoziejmé vite, ze Zemé je placata a jeji gravitacni pole je homogenni.

Vymuyslel Jarda Trnka v duchu 20. vyroci roku 1985.

Nejprve zavedeme vhodnou soustavu soufadnic (pocatek umistime do mista startu raket,
osa = bude vodorovna), pak l1ze popsat pohyb raket nasledujicimi rovnicemi
x1 =vo(t+T)cosa,
y1 =vo(t+T)sina — gt + T)?,
To = votcos 3,
Y2 = votsin  — %gt2 ,

kde x1 a y;1 jsou souradnice prvni rakety a x2 a y2 jsou souradnice druhé rakety, ¢ je cas uplynuly
od vystreleni druhé rakety, vo je pocatecni rychlost raket a g je tihové zrychleni, zbylé veliciny

4



Fyzikalni korespondenc¢ni seminar UK MFF ro¢nik XVIII ¢islo 6/7

jsou dle zadani. Pro srazku musi platit x1 = x2 a y1 = y2, porovnanim prislusnych rovnic

ziskame soustavu dvou rovnic s neznamymi 3 a t. Z rovnic pro z-ové soutradnice vyjadiime
T cos o
= —.
cos 3 — cos &

Upravujme dale rovnici y-ovych souradnic
votsin o + vg1' sin o — %gT2 — gtT = votsin 3
po dosazeni za t

V01" cos ¢ sin « gT2 COS (¢ voT cos asin 3

. 2
—I—voTsma—%gT — = ,
cos 3 — cos & cos 3 — cos

cos 3 — cos «
voT cos asin a + (voT sin v — %gT2)(cosﬁ —cosa) — gT? cos a = voT cos asin 8
dostaneme rovnici
(%gT2 — voT sin @) cos 8 + voT cos asin B + %gT2 cosa=0.

Pro prehlednost v dalsim textu oznacme A = gT2 /2 —voTsina, B = voT cosa a C =
= gT? cos /2. Protoze 3 € (0,7 /2), plati

By/1—cos?23=—(Acosf+C).

Rovnici umocnime na druhou (muze tak pfibyt neplatné feseni) a upravime do tvaru kvadra-
tické rovnice pro cos (8

(A2 + B2)0082ﬁ—|— 2CAcosB+C*—B*=0,
jeji feseni po odsubstituovani a tipravé jsou

2¢Tvo sina — g*T? + 4v3 F 29T v sin
g?>T? — 49T v sin a + 4vE

cos B = cos

smysl méa vsak jen cos 3 kladné
42 — g*T?
g?T? — 49T v sin a + 4v?

cos 3 = cos « ,

coz je hledany vysledek.

Na konec najdéme podminku pro moznost sestreleni rakety. Je zfejmé, zZe mezi mezi sestie-
lenim rakety za letu a nestihnutim sestrelit raketu je situace, kdy sestrelime raketu pravé pri
dopadu. Pro tuto situaci plati, ze obé rakety musi mit stejnou vzdalenost dopadu, a tudiz
vzhledem k tomu, Ze maji jinak stejné vlastnosti, musi platit sin 2a = sin 2. A protoze obecné
hleddme feSeni pro T # 0, musi byt § = 7 /2 — «, tedy cos a = sin 3, pfi¢emz aby mohla druha
raketa vyletét pozdéji a sesttelit prvni, musi byt 3 < a. Pro dobu letu rakety plati

t=2vo/g-sinf =2vy/g-sina.

Z rovnosti x-ovych soutfadnic vot cos 8 = vo(t+T') cos a po dosazeni vyjadiime podminku pro T

2
T < ﬂ(sinoz —cosa).
g

Milan Peceria
milan@fykos.mff.cuni.cz
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Uloha IV .2 ... za niti (4 body; primeér 2,41; vesilo 29 studenti)

Valecek o malém poloméru r a hmotnosti m se kutali z naklonéné roviny a na jejim konci
prejde hladce do vodorovného pohybu po podlozce. Pritom na sebe namotava nit o délkové
hustoté p. V jaké vzdalenosti od konce naklonéné roviny se valecek zastavi? Dale znate vysku

naklonéné roviny h a jeji sklon «. Tteni zanedbavejte.
Uloha ze starého roc¢niku FYKOSu.

Zamysleme se nejprve, zda se valecek zastavi, nebo ne-
zastavi. Na pocatku nit lezi na podlozce a valecek ji svym
pohybem vyzvedava do urcité vysky. Tim vykonava praci T
a spotiebovava energii. Z toho tedy plyne, Ze se po vyzved- I |
nuti urcité casti nité zastavi. Tato ivaha nas nabada k te- ) CD
Seni této ulohy pomoci zadkona zachovani energie. Hladinu
nulové potencialni energie umistime do vysky podlozky. Nit Obr. 7
lezici na zemi bude mit tedy nulovou potencialni energii. Na obrazku 7 je nakreslen valecek na
pocatku a po zastaveni.

Nejprve vypocitejme velikost mechanické energie na pocatku. Valecek se nehybe, jeho ki-
neticka energie je tudiz nulova. Délka nité na naklonéné roviné o vysce h a sklonu « je rovna

vvieyv

vysce h/2. Potencidlni energie nité je tedy rovna

h? g
2sina

1
Enit = §mngh ==

Celkova energie na pocatku je rovna

h?og
Epoc = —— .
b S sin G + mg(h + rcos «)

Tato energie se postupné premeénuje v kinetickou energii valecku, pozdéji zpét v potencialni
energii vyzvednuté nité. Skutecnost, ze valecek bude mit dost energie na to, aby se skutalel
z naklonéné roviny nam zajiStuje jeho maly rozmér. Kdyz se valeCek zastavi, bude mit na
sobé namotanou nit o délce | + x, kde = je vzdalenost mista zastaveni valecku od naklonéné
roviny. Zbytek nité bude lezet na podlozce. Celkova energie bude tedy rovna potencialni energii
valecku a namotané nité. Tuto energii pak porovname s pocatecni energii soustavy.

Predpokladejme, ze po zastaveni valecku je nit namotana celymi otackami. Proc¢ takovy
zjednodusujici predpoklad provadime? Pokud bychom vypocitali presné potencidlni energii
nité namotané na valecku, zjistili bychom po porovnani pocatecni a kone¢né energie soustavy,
ze dostavame analyticky neresitelnou rovnici pro . Musime tedy provést aproximaci. Navic
toto zjednoduseni ndm nijak vyznamné neovlivni vysledek. Cim delsi nit bude namotan4, tim
presnéjsi reSeni dostaneme. Pro maly valecek nam vyjde x mnohem vétsi nez jeho obvod.

vvvvvvvv

hmotnost je rovna o(l 4+ x). Celkova konec¢na energie je tedy rovna
Exon =mgr + gro(l + z),
kde prvni ¢len je potencialni energie valecku a druhy c¢len je potencidlni energie nité. Nyni dle
zdkona zachovani energie porovname pocate¢ni a konecnou energii soustavy Fpoe = Fkon-
h?og
2sin «

+ mg(h + rcosa) = mgr + gro(l + z),
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mh  m(1l — cos ) h? h
T = — + - - = .
or 0 2rsina sina

Konkrétné pro hodnoty napt. m = 200g, r = 5cm, h = 1m, o = 30°, p = 2g-m~ ' dostdvame
urazenou vzdalenost pres 2km. Pouzita aproximace je tedy v poradku.

Nakonec jesté mald poznamka k doslym reSenim. Nékteri z vas pouzivali zakon zachovani
hybnosti pfi pohybu vélecku na roviné. To ale nelze provést, nebot valecéek neni zcela oprostén
ode vsech vnéjsich sil. Pasobi na néj tihova sila skrze nit pri jejim namotavani.

Karel Tuma
kajinek@fykos.mff.cuni.cz

Uloha IV .3 ... limuzina v garaZi (4 body; primér 2,50; vesilo 32 studentii)

Jeden z vitézii Superstar narazil na problém. Jeho nova limuzina je prilis dlouha na to, aby
se vesla do jeho staré garaze. Jeho kamarad, ktery studuje fyziku, si vsak védél rady. Jelikoz
dobre zna praci Alberta Einsteina, uvédomil si, ze pokud se limuzina rozjede dostatecné rychle,
zkrati se jeji délka z pohledu stojiciho pozorovatele natolik, ze se jiz do garaze vejde.

Na zacatku a na konci garaze jsou umistény padaci dvere, které se spusti ve chvili, kdy cela
limuzina bude uvnitr. Z pohledu superstar v limuziné se vsak naopak v dusledku kontrakce
délek zkrati garaz a viz se do ni urcité nevejde. Rozhodnéte, zda je mozné timto zpiisobem
limuzinu do této garaze zaparkovat. Podle ulohy z prednasky STR doc. Semerdka.

Na zacatku bych jen poznamenal, ze tento priklad byl pred rokem 1989 znam jako tloha
o vysokém funkcionaii okresniho vyboru KSC a jeho Tatie 613. Doba se vsak zménila, tudiz
se zménilo i zadani ulohy.

Nezavisle na spolecensko-politickém podtextu je feSeni tohoto zdanlivého paradoxu nasle-
dovné. Z pohledu pozorovatele, ktery stoji v garazi, je situace jasna. Podle kontrakce délek vidi
zkracenou limuzinu, jak vjizdi do garaze. Kdyz je uvniti celd, zaklapnou se dvere a je hotovo.
Limuzina je uvnitt, tudiz je zaparkovano.

vvvvv

, x — vt

2

c2

Necht auto narazi predkem v ¢ase t = 0 do dvefi o souradnici x = 0. Ve stejném okamziku se
zaklapnou zadni dvere, jez jsou v bodé x = —g. Pozorovatel v auté uvidi, ze se dvere zaklaply
v néjakém (pozdéjsim) ¢ase v bodé o souradnici

= — 9
’U2
-
(do Lorentzovy transformace dosazujeme t = 0, z = —g). V soustavé spojené s autem ma
piedek soufadnici ' = 0 a zadek soufadnici ' = —a. Pozadujeme, aby se dvefe zaklaply vlevo

od konce auta (auto jede vici zemi doprava, garaz proto vici autu ujizdi doleva). To vyjadiime
nerovnici
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odkud dostaneme stejnou nerovnost, jakou bychom dostali pti vypoc¢tu pomoci kontrakce délek

v soustavé garaze

a < g

v2

c2

Zavérecny verdikt tedy zni: Ano, limuzina bude v garazi zaparkovana. Otazkou vsak je, v jakém
stavu ji jeji majitel (at uz je to papalas z dob minulych ¢i hvézda Soubyznysu z dob pfitomnych)
najde. Po zastaveni se totiz limuzina roztdhne zpét na ptvodni délku, a do garaze se tudiz
pfirozené nevejde. To ovéem nic neméni na tom, %e uz uvnitf je. Reseni tohoto problému vsak
jiz nespada do oblasti specialni teorie relativity, ale spise do fyziky pevnych latek. Kazdopadné
limuzina po tomto pokusu nebude pojizdna. Na to neni jiny recept nez si koupit jinou (¢i ji
dostat pridélenou z ustiedi strany).

Jesté par poznamek k doslym reSenim. Velké mnozstvi resitelti pouzilo nasledujici argument:
Limuzinu nelze takto zaparkovat, protoze po zastaveni se prodlouzi na ptivodni délku a nevejde
se do garaze. To je sice pravda, ale takto zaparkovana limuzina jiz nebude mit ani po zastaveni
svou puvodni délku, tentokrat vsak ne vlivem relativistickych efekti, avsak v disledku nevratné
deformace. Hodné fesiteli dospélo k zavéru, ze vysledek zalezi na tom, z které soustavy se
divame. Z pohledu soustavy spojené s garazi bude limuzina uvnitt, ale z pohledu soustavy
spojené s limuzinou bude venku. To vSak neni mozné uz z prosté ivahy, ze pokud se podivame
po dlouhé dobé na garaz (kdyz uz se limuzina zastavila a deformacni procesy ustaly), tak bud
ta limuzina bude uvnitf, nebo bude kus ¢ouhat ven. A to prece nemize v zadném pripadé
zaviset na tom, ze které soustavy se divame. Jarda Trnka

jarda@fykos.mff.cuni.cz

Uloha IV .4 ... Méssbauertiv jev (4 body; primér 3,45; vesilo 20 studentii)

Frekvence fotonu vyzareného jadrem radioaktivniho zeleza neni vzdy stejna, ale pii roz-
padech ruznych jader se nepatrné lisi (to plati i pro jind jadra). Pro jednoduchost piedpo-
kladejte, ze hodnota energie fotonu v klidové soustave jadra zeleza lezi nahodné v intervalu
(Ey — AE,Ep + AE), kde Ey = 14,4keV (keV = kiloelektronvolt), AE ~ 10~ % eV (1eV =
=1,602-107"7J).

a) Vyzari-li volny nehybny atom zeleza foton, musi mit tento atom podle zakona zachovani
hybnosti opac¢nou hybnost nez vyzareny foton. Vypocitejte kinetickou energii takového
atomu a porovnejte ji s velicinou AFE.

b) Takzvany Mossbauertiv jev spoc¢iva v tom, ze je-li foton vyzaien atomem Zeleza vazanym
v krystalu, miize se hybnost ,,zpétného razu“ predat celému krystalu. Vypocitejte kinetickou
energii krystalu (posun energie fotonu) v tomto pfipadé za piredpokladu, ze krystal je slozen
z fadové 10%° atomdi.

Stejné jako emise fotonu miize probihat i jeho absorpce. Foton vsak muze byt absorbovan
jen tehdy, kdyz jeho energie v klidové soustavé jadra lezi v intervalu (Eg — AE, Eg + AE).

c) Rozhodnéte, zda miize nehybny atom Zeleza absorbovat foton vyzareny jinym nehybnym
atomem.

d) Vypocitejte, jak rychle se vii¢i sobé musi pohybovat dva kusy zeleza, aby uz prvni kus
nemohl kviili Dopplerovu jevu absorbovat fotony vyzairené druhym kusem. Dopplerovym
jevem myslime to, ze frekvence zareni f, kterou vyzaruje zdroj priblizujici se rychlosti v,
se v nasi soustavé zmeéni na

Fe(i+2)s
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Predpokladejte, ze pri emisi i absorpci se uplatnuje vyse zminény Mossbaueruv jev.

Potrebné konstanty naleznéte v tabulkach. Ulohu vymyslel Pavel Augustinsksy.

Pred vlastnim resenim této tlohy bude dobré vyjasnit si nékteré zvlastnosti ve svété atomi.
Prozkoumejme nejprve proces vyzarovani. Jako cokoliv ve svété atomi je i vyzafovani popsano
kvantovou mechanikou a vypocitat jej neni jednoduché. Nicméné nam staci védét, ze atom,
ktery ma energii vétsi nez minimalni, mize prebytecnou energii vyzarit ve formé fotonu —
kvanta svétla. Ovsem foton nemusi reprezentovat pouze svétlo. Zalezi na tom, jakou si nese
energii. Takze fotony s relativné malou energii, které se vyzaruji pri prechodech v elektronovém
obalu, pro nas znamenaji mikrovlny, svétlo, Rontgenovo zareni, a dokonce i zafeni ~. Jadro
vyzafuje zejména vysokoenergetické v fotony. Jakou energii bude mit vznikly foton, kdyz jadro
prejde z jedné hladiny na druhou? Zdalo by se, Ze to bude obycejny rozdil energii téchto hladin.
Ovsem neni tomu tak, a to hned ze dvou duvodii.

Za prvé, ma-li dojit k prechodu mezi hladinami, jadro nemize byt presné a pouze ve stavu
odpovidajicimu vyssi hladiné. Tento stav je totiz tzv. stacionarni, coz znamena, ze kdyz uz
jednou jadro je v takovém stavu, zistane v ném navzdy (samoziejmé kdyz do néj ,nestréime®).
Jisté jste uz néco slyseli o superpozici (kombinovani) stavi: jadro pred prechodem je dobrym
prikladem oné znamé Schrodingerovy kocky; jadro je spise na vyssi hladiné, ale je v ném jiz
namichano néco z nizsi hladiny. Jezto neni jasné, kolik presné je tam vyssiho stavu a kolik
nizstho, neni ani presné dano, jakou energii bude mit vyzareny foton, nebotf energie stavu je
také smés energii onéch dvou hladin. My samoziejmé nevime, v jakém stavu jsou jadra v kusu
zeleza, se kterym méfime, ale mizeme mérit s mnoha jadry a pak vysledky zprimeérovat. Takto
ziskame kiivku udavajici zavislost pravdépodobnosti vyzareni fotonu na energii. Ve skutecnosti
vypada jako napf. Snézka s vrcholem umisténym nad energii, odpovidajici rozdilu energii
hladin; v nasi tloze jsme si situaci zjednodusili.

Druhy dtvod, pro¢ energie nebude prosté rozdil energii hladin, je zpétny raz. Pti procesu
vyzafovani se musi zachovavat energie a hybnost. Hybnost atomu po vyzareni je opacnéa, nez
hybnost vyzareného fotonu, byl-li atom ptivodné v klidu. Do bilance energie nam vstupuji
zména potencialni energie atomu, energie fotonu a kinetickd energie atomu. Nicméné zména
potenciani energie atomu je prosté rozdil energii hladin, ¢ili z rovnice zdkona zachovani energie

Aenergie atomu = kineticka energie atomu + energie fotonu

sezname, ze energie vyzarovanych fotonti bude mensi o energii zpétného razu. Jak znamo,
Fyin = %va a p = mv, odkud 2mFEy, = p?, kde m je hmotnost télesa, jez je vystaveno razu,
v nasem pripadé atomu. Hybnost fotonu souvisi s energii jako Ftoton = pc. Posledni vzorec
plyne z teorie relativity. Velikosti hybnosti se musi rovnat, takze dostavame rovnici

Ef20ton
EO = o5 3 + Efoton .
2me
To je obycejna kvadratickd rovnice, my ji ale budeme tesit pouze priblizné, coz nam usnadni
praci. Kdybychom neuvazovali zpétny raz, bude Ftoton = Fo. Zpétny raz zptisobi malou zménu
této energie, necht je tato Fioton = Fo — 0, kde 6 < A je ona mald zména. Kdyz toto feSeni
dosadime do rovnice, dostaneme

_ E§+6*+26E,
- 2mc?

0
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kde mtiZzeme vynechat &len §2, nebot je podle pfedpokladu mnohem mensi nez ostatni &leny.
Takto najdeme

s~ L Fo
T 2 FEy+me2’
¢ili ) 5
EoonNE 1—- - 0
fot O( 2E0+mc2>

Mol Zeleza vazi asi 56g a nachazi se v ném zhruba 6-10*° atom®, procez hmotnost
m ~ 9-107%°kg, Fy = 14,4keV = 23-107%J a ¢ = 3-10®*m-s™'. Z toho nakonec pro
relativni zménu energie dostaneme hodnotu 1,4 - 1077, a tedy pro zménu energie 2,0 - 10 3 eV,
coz je sice malo v absolutni hodnoté, ale hodné ve srovnani s rozptylem energii fotont
zpusobenym vyse popsanym mechanismem.

Pojem Mossbaueriv jev je oznaceni pro situaci, kdy zpétny raz absorbuje nikoliv jediny
atom (jako v pfipadé vyse), nybrz cely krystal najednou. Nebudeme diskutovat otazku podstaty
tohoto jevu, nebot je to netrividlni problém kvantové teorie pevnych latek. Pro FeSeni nasi
ulohy nam postaci uvazit, ze mizeme zachovat predchozi postup, avsak s m rovnajicim se
nikoliv hmotnosti atomu, ale hmotnosti krystalu m’ = Nm, kde N ~ 1-10*® je pocet atomu
v krystalu. Takto dostaneme pro hodnotu posunu energie odhad 1-1072%€V.

Mame-li vyzariujici volny atom zeleza a absorbujici volny atom zeleza, nemtize dojit k ab-
sorbci na dané energii; energie foton1 vyzarovanych i absorbovanych se nachazeji v okoli o po-
logifce AE ~1-10"%eV od zakladni energie Ey, aviak posun energii v dtsledku zpétného
razu je fadové 1-103eV (to jsme pred chvilkou spocetli), okoli se tedy nebudou prekryvat
a to znemozni absorbci. Situace se zméni s nastupem Mossbauerova jevu. Posun energii je
pak pouze ~ 1-107%%°eV <« 1-10"%eV; posuv proto mizeme s klidnym svédomim zanedbat
a k absorbci dochézi.

Budeme-li nyni jednim kusem zeleza pohybovat, energie fotonu v laboratorni soustavé
(tj.klidové soustavé druhého kusu) se zméni, tentokrate v diasledku Dopplerova jevu. Diky ma-
losti rychlosti mtiizeme pouzit jeho nejjednodussi verzi bez néjakych relativistickych korekci,
tedy verzi ze zadani f' = (1 + v/c)f, pricemz v je kladné, kdyz se zZeleza pfiblizuji. Energie
fotonu je svazana s frekvenci Planckovym vztahem E = hf (h =~ 6,6 - 107 3* J-s™! je Planckova
konstanta), ¢ili energie vyzafeného fotonu v laboratorni soustavé bude E' = E(1+v/c). K ab-
sorbci fotonu stojicim kusem Zeleza bude dochéazet, kdyz se tato energie bude nachazet v AFE
okoli energie Fo, jinymy slovy o Eov/c posunutd vyzarovaci charakteristika se musi prekryvat
s neposunutou absorbéni (tj. vyzafovaci) charakteristikou. Mezni p¥ipad odpovida pfiblizovani
zdroje a nejmensi mozné energii vyzareného fotonu (pfip. vzdalovani a nejvétsi mozné energii),
tj.

Eo + AE = (Ey — AE) (1+%) zEO—AEJrEO%,
odkud v ~ ¢-2AE/Ey ~ 0,4mm-s~'. Bude-li se za¥ici Zelezo pohybovat (v prvnim pfiblizeni
je jedno kterym smérem) rychlosti vétsi nez pravé spoétenou, stojici kus Zeleza nebude jim
vyzatené fotony schopen absorbovat.

Objev tohoto jevu dal experimentatorim moznost zkoumat velice malé posuny frekvenci,
tak malé, ze se pomoci nich da zkoumat naptiklad struktura spektralnich ¢ar (tj. vySe pouziva-
nych vyzafovacich charakteristik) a jiné jemné efekty v pevnych latkach. Déle se d& vyuzit pro
meéteni malych rychlosti, coz se hodi napt. pri priblizovani dvou kosmickych lodi ve vesmiru.
Pomoci ného se rovnéz povedlo namérit gravitacni rudy posuv, jejz predpovida obecna teorie
relativity.

10
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Zelezo se k méfeni pouziva proto, ponévadz méa jednu z nejuzsich a pfitom nejvydatnéjsich
spektralnich c¢ar, coz zlepsuje rozliSeni méreni. Piivodné se pouzivala jadra osmia ¢i iridia.
Experimentalni usporadani mize vypadat takto: zari¢ se pohybuje né€jakou rychlosti, zareni
prochézi skrz nepohybujici se kus zeleza a za nim detektorem métime intenzitu. Stojici zelezo
bude pfi rdznych rychlostech rtzné absorbovat, absorbovat bude pravé kdyz se dostatecné
prekryvaji spektralni ¢ary pohybujiciho se a stojiciho zeleza. Takto bychom napriklad zjistili, ze
pokud ma v prizemi se nachézejici kus zeleza absorbovat fotony vyzarované zelezem v dvacatém
patte, musi se toto priblizovat jistou rychlosti, kterou bychom zmérili a odtud urcili velikost
rudého posuvu.

Za svuj objev byl némecky fyzik Rudolf Mossbauer z Mnichova v roce 1961 ocenén Nobe-

1 . .
ovou cenou Matous Ringel

matous@fykos.mff.cuni.cz

Uloha IV .P ... rezonujici skleni¢ka (5 bodi; primeér 1,91; vesilo 22 studentii)
Krouzenim mokrym prstem po hrané brousené sklenicky (napiiklad na vino) Ize vyloudit
pomérné intenzivni zvuk. Pokud se do sklenicky nalije voda, pak frekvence vyluzovaného ténu
klesa se vzristajici vyskou hladiny. Sami si to vyzkousSejte a pokuste se tento jev vysvétlit.
Na problém ve vindarné narazil Michael Komm.

Sklenicku s vodou si mizeme modelové predstavit jako jeden linearni harmonicky oscilator
s urcitou tuhosti £ a hmotnosti M. Rezonanc¢ni frekvence takového oscilatoru zavisi na téchto

parametrech nasledujicim vztahem
| k
f=1/-—.

V prvnim priblizeni budeme povazovat tuhost za nezavislou na mnozstvi vody ve sklenicce.
Hmotnost M nebude ptresné soucet hmotnosti sklenicky a vody v ni, ale ptijde spise o efektivni
hmotnost — voda i sklenicka k ni budou prispivat svym dilem. Zde miizeme v prvnim priblizeni
predpokladat linearni zavislost, tj.

M = aMsklo + bmvoda .

Koeficienty a a b jsou materialové konstanty dané tvarem sklenicky, tuhosti skla, viskozitou
vody a dalsimi veli¢inami. Jejich presné urceni by bylo komplikované, nam ale ke kvalitativnimu
posouzeni staci predpoklad, ze jde o nenulova kladna c¢isla. Nyni nas bude zajimat zavislost
frekvence na mnozstvi nalité vody.

Fomoas) = 1/

AMsklo + bmvoda

Analyza takovéto funkce neni obtizna. Pro kladné myoda monoténné klesa, tedy s rostoucim
mnozstvim vody ve sklenicce klesa frekvence vydavaného zvuku.

V fesenich se casto vyskytovaly ne€které chybné modely, které stoji za to rozebrat. Neékteri
feSitelé se domnivali, Ze ve skleni¢ce rezonuje vzduchovy sloupec podobné jako v pistale varhan.
To by ovsem vyvolavalo presné opacnou zavislost, tj. s rostoucim mnozstvim vody roste frek-
vence. Jiné navhrhované vysvétleni bylo, ze frekvence se méni vlivem tlumeni kmiti sklenky
o vodu. To by sice vysvétlovalo charakter zavislosti, nicméné intenzita vydavaného zvuku by
rychle klesala s mnozstvim vody, coz se nepozoruje. Poslednim castym modelem bylo, ze se
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kmity ptivodné generované pohybem prstu po skle prenaseji do vody a ta rezonuje. Tento mo-
del ovsem nevysvétluje, proc rezonuje i prazdna sklenicka a proc je zména frekvence pri malych
mnozstvi vody blizka frekvenci prazdné sklenicky. Michael Komm

michael@fykos.mff.cuni.cz

Uloha IV .E ... éaj po vederi (8 bodii; primeér 5,33; resilo 24 studentii)

Organizatori FYKOSu popijeli v menze po veceri vyborny c¢aj. Protoze jsou to zvidavi lidé,
zamysleli se nékteii z nich nad procesem chladnuti caje. Predmétem sporu bylo, do jaké miry
prispivaji k chladnuti caje procesy vyparovani, vedeni tepla a vyzarovani. Pokuste se stejny
problém resit experimentalné. Nameét na ulohu zaslal do konference Jirka Franta.

Teorie

Caj chladne diky vypaiovani, vyzaifovani a vedeni tepla. Ze Stefanova-Boltzmannova zdkona
muzeme uz predem Tici, ze vliv vyzarovani bude nepatrny.

Jak to namérit? Jednim z moznych zpusobi bylo zjistovat pomeér tepel odevzdanych ¢ajem
jednotlivymi zptisoby okoli v riiznych casech a tim i pri riznych teplotach. Plati nasledujici
vztahy
Q1 =mly. Q= )\S?TT ,
kde Q1 je teplo odevzdané vyparovanim, ()2 je teplo odevzdané vedenim a ()3 je teplo ode-
vzdané vyzafovanim. (T je teplota, T je ¢as. Pozor, [, neni mérné skupenské teplo varu, je to
mérné skupenské teplo vypafovani.) Pfi méfeni Q1 méfime tbytek hmotnosti ¢aje v hrnicku
v zavislosti na Case, pro zjisténi tepla odevzdaného vedenim staci pouze promeérit plochu na-
doby, tloustku jejich stén, teplotu a zaznamenévat ¢as, u vyzafovani to je podobné. Vse ostatni
nalezneme v tabulkach. P1i urcovani tepla odevzdaného vyparovanim je vSak nutno odfiltrovat
zbylé dva faktory (vyzafovani a vedeni), analogicky pfi méfeni obou zbylych tepel. (Viz dale.)

Druhy pristup, ktery lze zvolit, je nasledujici. Nejprve promérit casovou zavislost teploty
caje v hrnku, kde jsou odstinény vSechny tii vlivy, poté mérit za pritomnosti pouze jednoho
z faktorid, pak pridat druhy faktor a nakonec ten treti. Dostaneme graf, kde jsou nad sebou
Ctyti kiivky a z mezer mezi nimi vidime podil jednotlivych faktort na chladnuti pfi riznych
teplotach.

Jak provést odstinéni? Vypafovani se zbavime piikrytim hladiny (zaujal mé nédpad Zuzany
Jungrové ,prikryt“ hladinu nalitim oleje), vedeni odstranime co nejlepsi tepelnou izolaci
(napt. zaviit hrni¢ek do kalorimetru) a vyzafovéani lze odfiltrovat zabalenim do alobalu. Zadny
z faktort vsak bohuzel neodfiltrujeme stoprocentné.

Qs = 0‘T4ST,

Experiment

Pro sviij experiment jsem zvolila druhy postup. K méreni jsem pouzila digitalni teplomeér.
Jako chladnouci kapalinu jsem si opatrila originalni vyborny ¢aj z menzy. K odstranéni odpa-
fovani jsem pouzivala igelit, na tepelné odizolovani jsem si zapijcila kalorimetr a vyzarovani
jsem brzdila alobalem. Vysledky jsou v grafu na obrazku 8.

tfmin] | 0 | 5 | 10 | 156 | 20 | 25 | 30 | 35 | 40 | 45 | 50
T, [°C] | 66,4 |64,5 |62,7 |60,3 |59,5 | 57,4 |56,3 |54,5 |53,6 |52,5 | 51,3
T, [°C] | 66,5 |64,0 |62,4 |59,8 | 58,9 | 56,9 |55,9 53,9 53,1 |51,8 |50,6
Ts [°C] | 66,0 |61,4 |58,2 |55,9 |52,3 | 49,8 |49,2 |45,8 |44,3 | 43,1 |42,0
T, [°C] | 66,3 59,1 55,7 |51,8 |49,0 | 46,5 |44,7 |42,5 |41,0 | 39,1 | 38,0
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Zaver

Jak je vidét z grafu, podily jednotlivych faktord na chladnuti vyborného caje z menzy
dost zavisi na teploté. Ve vlivu na chladnuti ve vysledku vede vedeni, vypafovani se vyraznéji
uplatiiuje pouze na zacatku (pii vyssich teplotach), jak si jako jediny spravné vsiml Pavel
Motloch. Vyzatrovani je skutecné zanedbatelné.

T/°C
70 | o T1 nic
o 1> vyzarovani
o T3 vyzarovani a vedeni
m T vyzarovani, vedeni a vyparovani
60 |
50 - vyzarovani
vedeni
40 vyparovani
30 1 1 1 1 1 .
0 10 20 30 40 50 7/min

Obr. 8

Poznamky k doslym resenim

Vétsina tesitelt taktéz pouzila druhou metodu, avsak s tim rozdilem, ze odfiltrovali pouze
jeden faktor a zkoumali, jak se tato kiivka lisi od té, pri jejimz méfeni nebylo odfiltrovavano
nic. Nékteri z vas se pokouseli o procentuelni odhad zastoupeni jednotlivych faktort v pro-
cesu chladnuti. Ti, kdo poctivé provedli méfeni pro vSechny tti faktory, zjistili, Ze po secteni
dostanou znatelné méné nez 100 %. Je to zpusobeno tim, Ze se nam zdaleka nepodafilo do-
sahnout dokonalého zabranéni ani vyparovani, ani vyzarovani a uz vibec ne dokonalé tepelné
izolace. VSechny tii jevy se tedy ve skutecnosti vice ¢i méné prekryvaly. Z toho je vidét, ze
uvaha typu ,,vedeni je 40 %, vyparovani 20 %, takze vyzafovani musi byt 40 % nebyla zrovna
nejstastnejsi. Jana Ringelova
jana@fykos.mff.cuni.cz

Uloha IV .S ... Lagrangeovy rovnice 2. druhu (5 bodi; primér 4,71; tesilo 14 studentii)
Maly koralek o hmotnosti m klouze bez treni na dratu ve tvaru kruhové smycky poloméru R,
smycka se otaci konstantni tthlovou rychlosti §2 kolem svislé osy (viz obr. 9).

a) Vhodné zvolte zobecnénou soufadnici a sestrojte Lagrangeovu funkci problému.

13
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b) Sestavte Lagrangeovu rovnici 2. druhu, ktera popisuje pohyb koralku.

NN/

v zavislosti na (2. Pro (2, kdy je tato poloha stabilni, vypocitejte periodu kmiti koralku

kolem této polohy.
d) Za bonusové body naleznéte dalsi rovnovazné polohy, diskutujte, zda jsou stabilni, nebo
labilni. Pokud jsou stabilni, urcete periodu kmiti kulicky kolem téchto rovnovaznych poloh.
Uloha byla zaddna jako domact kol k predndsce doc. Podolského.

S0

a) Systém ma4 jeden stupen volnosti — vychylku z nejnizsi polohy,
tu popiseme tthlem ¢ z obrazku 9.

Kulicka se jednak otaci kolem svislé osy tthlovou rychlosti €2

a jednak se pohybuje po kruhovém dratu tihlovou rychlosti ¢.

Celkova kineticka energie je soucet energii téchto dvou pohybi

T = %m(Rgb)2 + sm(QRsin ©)? = %mRQ(gb2 +Q%sin® ).

Pokud nulovou hladinu zvolime ve stfedu smycky, potencialni
energie kulicky v tthovém poli bude

V =—mgRcosyp.
Lagrangeova funkce tedy je

L=T-V= %mR2(gb2 + 07 sin” @) + mgRcos ¢ .

b) Ze seridlu vime, ze Langrangeova rovnice je

po dosazeni vychazi

%(mR%’o) — (MR*Q%sin pcos ¢ — mgRsing) =0,

g'b—QZsingpcosgo—i—%singo:O, (1)

dostali jsme pohybovou rovnici kulicky.
c) Nejprve nalezneme vSechny rovnovazné polohy kulicky. Ty budou jisté tam, kde kulicka
zustane, pokud ji tam umistime. Jinak feceno, zrychleni kulicky v téchto polohach bude

nulové ¢ = 0. Pohybova rovnice (1) nam dava
0:¢:(Q2COSQO—%)SHIQO, (2)

odtud dostavame podminky

g
Q2R

singp =0 nebo cosp =

14
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Rovnovazné polohy budou v bodech

p1 =0, pa=7 a cpgzj:arccosggR (je-li @ > v/g/R).

Dale vySetfime, je-li poloha @1 stabilni, nebo labilni. Jak je vidét z rovnice (2), hod-
nota ¢ méni v bodé ¢ = 0 znaménko (tam plati cosp; = 1). Je-li Q < /g/R, pfechazi ¢
z kladnych hodnot do zapornych. Pokud vychylime kulicku z této polohy, bude urychlena
zpét — jedna se o polohu stabilni. Je-li Q > /g/R, pfechazi ¢ ze zadpornych hodnot do
kladnych a poloha tedy bude labilni.

Zbyva urcit periodu kmitt kulicky kolem polohy ¢1, je-li splnéna podminka 2 < /g/R
a poloha je stabilni. Vyzjistime proto, co se stane, pokud kulicku vychylime o maly thel &
z této polohy. Dosadme ¢ = 0+ & do pohybové rovnice (1) a vyuzijme aproximacni vztahy
siné ~ £ acosf~1

é+(}%—92)5:0. (3)

To nam vsak pfipomina rovnici harmonickych kmitd # + w?z = 0, thlova frekvence kmitt

kulicky tedy je
g
=,/= — Q2.
“TVRER

d) Hledejme dalsi stabilni rovnovazné polohy, jak po nas chce zadéni. Kolem polohy 2 = =
je zavorka ve vyrazu (2) vzdy zaporna. Znaménko ¢ se méni z minusu do plusu, kulicka je
tedy urychlovana smérem odtud — poloha je vzdy labilni.

Pocitejme derivaci ¢ v bodech @3, abychom vysetrili, zda ¢ ve 3 roste nebo klesa.

((ii_go :QQ(COS2QD3—SiI’12g03)—£COSQ03:
t,, R
2 292 92 1 92 4
-9 (o 1) ~atm e () <O @)

Zrychleni ¢ zde tedy klesa, obé polohy jsou vzdy stabilni (pokud ovSem existuji).
Stejnym zpusobem jako v c¢) vypocitame periodu kmitia. Do (1) dosadime ¢ = @3 + &,
kde £ je malé (52 budeme zanedbavat), a pouzijeme souctové vzorce

E+ (% =9 cos (¢ +€)) sin (w3 +€) =0,

R
£+ (% — Q% cos 3 + Q2£sinsos) (sin gz 4 §cosp3) =0,
£+ (% — Q% cos <p3) sin g3 — Q%¢(cos? s — sin® 3) + %€C0S s =0

Nyni dosadime za @3 a zjistime, ze druhy ¢len je identicky nulovy, a vyuzijeme vysledku (4).
Dostaneme

. 1 2
5+@(ﬂ4—%)§=0, (5)

uhlova frekvence kmiti tedy je

_ g?
W=\ - o
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Muzeme si vSimnout, ze pokud Q — +/g/R, jde koeficient u £ v (3) a (5) k nule. Pokud
bychom vsak délali mensi zanedbéni, zjistili bychom, Ze nenulové ziistanou koeficienty u &2.
Pohyb v nejnizsim bodé za podminek 2 = /g/R tedy popisuje rovnice ve tvaru §+ a?&?, jejim
resenim je sice kmitani kolem rovnovazné polohy, neni vsak uz harmonické.

To znamenéa, ze abychom mohli zanedbat ¢leny vyssiho fadu v obou rovnicich, musime pfi
Q2 — /g/R ¢im dél vice zmensovat amplitudy malych kmitu.

Na zavér si pro zajimavost muzete prohlédnout fazovy portrét systému. Ten dostaneme
fesenim pohybové rovnice (1). Na vodorovnou osu vynasime ¢ a na svislou ¢/s~'. Jedna se
vlastné o trajektorii kulicky v soutadnicich (¢, ).

Diagramy na obrazcich 10 az 13 odpovidaji riznym hodnotam Q2R/g pii g/R = 1s™2,
v kazdém diagramu je nékolik trajektorii pro rtizné pocatecni podminky. V diagramech jsou
dobfe vidét stabilni a labilni polohy. Stabilni polohy (v digramu tzv. eliptické body) jsou
trajektoriemi obihany a od labilnich poloh (tzv. hyperbolické body) se trajektorie rozbihaji.
Sami si pro porovnani rozmyslete, jak vypada fazovy portrét harmonického oscilatoru.

Yz

N

Obr. 10. Q*R/g = 0,25 Obr.11. Q*°R/g =1

5

Obr.12. Q*R/g = 2 Obr.13. Q*R/g = 4

Honza Prachar
honzik@fykos.mff.cuni.cz
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Serial na pokracovani

Kapitola 4: Hamiltonovska formulace mechaniky

V predposlednim dilu serialu si povime néco o Hamiltonovu pohledu na mechaniku. K tomu
si budeme muset nejprve definovat nékolik pojmi, které vychazeji z Lagrangeova formalismu.

Zobecnéna hybnost a energie

Necht Lagrangeova funkce nezavisi explicitné na nékteré ze souradnic g; (takové soutadnici
fikdme cyklickd), tedy
oL

dqj

Potom se Lagrangeovy rovnice 2. druhu redukuji na tvar

4oy _,
dt \ 9q; o

Odtud plyne, ze vyraz v zavorce je konstantni v case. Tuto veli¢inu nazyvame zobecnend hybnost

0.

oL
= 6

Zobecnéna hybnost se zachovava v pripadé cykli¢nosti soufadnic g;. Poznamenejme ovsem,
ze obecné mohou mit p; velmi rozmanity fyzikalni vyznam. Pokud uvazujeme kartézsky sou-
fadnicovy inercialni systém, ve kterém nezavisi potencialni energie na rychlostech, plati pro
lagrangian
_ 1,2
L=3smv:—=V(rt).

Po dosazeni do vztahu pro zobecnénou hybnost dostaneme

oL _ .
a'l)j_ J_pJ'

Vidime tedy, ze za jistych podminek mutze byt zobecnéna hybnost shodna s béznou hybnosti,
ale obecné tomu tak neni.
Pokud Lagrangeova funkce nezavisi explicitné na Case, tj. plati-li

oL

existuje mimoradné dulezita veli¢ina (ktera je mimochodem integralem pohybovych rovnic)

—qi — L. (8)

17
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Tvrzeni, ze se jednd o integral pohybovych rovnic (tj. pro feSseni pohybovych rovnic je h
konstantni neboli zachovava se podél trajektorie), snadno dokdzeme pfimym vypoc¢tem. Plati
totiz

n

Z d oL  §~OL. dL
Tt o laqiqz at’

kde

Celkové tedy mame

dh K. [(dOL 0oL oL
a—;%(&aqi—a@)—a—o’

coZ je rovno nule z platnosti 2. Langrangeovy rovnice a podminky (7). Veli¢ina h se nazyva
zobecnénd energie a zachovava se tehdy, nezavisi-li Lagrangeova funkce na cCase. Stejné jako
zobecnéna hybnost ma zobecnéna energie rozmanity fyzikalni vyznam, zalezi hlavné na podobé
lagrangianu. Pokud miizeme napsat Lagrangeovu funkci ve tvaru

L = ZzaszZQk - V(q17q27 <o ,Qn),

=1 k=1

kde koeficienty a;x jsou konstanty nebo funkce soufadnic ¢;, mizeme se snadno presvédcit
o tom, ze vztah pro h se d& napsat ve tvaru

h=T+YV.

V tomto pripadé ma zobecnéna energie vyznam mechanické energie.

Hamiltonova funkce, Hamiltonovy rovnice

V prvni poloviné 19. stoleti nalezl W. Hamilton novou formulaci klasické mechaniky. Po-
hybové rovnice v ni nabyvaji mimoradné jednoduchého tvaru. Hamiltonovska formulace méla
velice dulezity vyznam pro dalsi rozvoj fyziky zejména v oblasti kvantové mechaniky a statis-
tické fyziky.

Hamiltonovskou formulaci budeme aplikovat na stejné problémy, pro které je mozné odvodit
Lagrangeovu funkci. Pro definici Hamiltonovy funkce budeme potiebovat zobecnéné hybnosti,
které jsme zavedli vztahem

oL
0q;’

Zobecnénou energii v souradnicich q;, p; nazyvame Hamiltonovou funkct

pi = 1=1,2,...,n.

qlapla sz% —L. (9)

Odtud se daji odvodit Hamiltonovy rovnice

oH . 0H
api7 pZ_ aqu’

qi =

18
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které pro systém s n stupni volnosti predstavuji soustavu 2n diferencialnich rovnic prvniho
radu pro 2n neznamych q;, p;. Tyto rovnice jsou nizsiho fadu nez rovnice Lagrangeovy, coz
je jejich velka vyhoda. 2n-rozmérny prostor proménnych q;, p; nazyvame fazovym prostorem
a dvojici q;, p; se stejnym indexem fikame kanonicky sdruzZené veliciny.

Hamiltonova formulace mechaniky je ekvivalentni s lagrangeovskou. Tak jako v Lagrangeové
formulaci jsme hledali Lagrangovu funkci, budeme zde hledat funkci Hamiltonovu.

Na jednoduchém prikladu si ukazeme odvozeni Hamiltonovy funkce a Hamiltonovych rov-
nic. Jedna se o trividlni tlohu, nevyplynou z ni tedy vyhody Hamiltonovy formulace oproti
Lagrangeové ¢i Newtonové metodé.

Priklad 11 — matematické kyvadlo hamiltonianem
Urcete Hamiltonovu funkci a Hamiltonovy rovnice pro matematické kyvadlo délky I.
Reseni
V prikladu 6 jsme popisovali matematické kyvadlo pomoci Lagrangeovy funkce, kterou jsme
odvodili vztahem (14)
L= %ml2gb2 —mgl(1 — cosp).

Za zobecnénou souradnici jsme volili ithlovou vychylku z rovnovazné polohy. K ni kanonicky

sdruzena zobecnéna hybnost je 5
L

pap—%—

ktera je odlisnd od normélni hybnosti mip. Pro Hamiltonovu funkci podle (9) dostavame

mi%p, (10)

pso2

2ml?

H=p,p—L=ml’pp— %mlng2 + mgl(1 — cosp) = + mgl(1 — cosp) .
Zduraznujeme, ze hamiltonian je funkce souradnic ¢ a p,, v pfedchozim vztahu je proto nutné
za ¢ dosadit z (10).

Hamiltonovy rovnice pro matematické kyvadlo jsou

. O0H  p, . oOH

¥ P =——-— = —mglsiny.

COp, mi?’ Op

Tuto soustavu vyresime nejsnaze tak, ze ji prevedeme na jedinou rovnici 2. fadu, kterou bychom
stejné dostali z Lagrangeovy metody

§b+%30:0.

Kanonické transformace

V Lagrangeové formalismu jsme mohli prechazet mezi libovolnymi zobecnénymi soutradni-
cemi, aniz by se zménil tvar Lagrangeovskych rovnic.

Ukazuje se, ze v Hamiltonové formalismu mame ruku jesté volnéjsi. Trida transformaci, vici
kterym zachovavaji Hamiltonovy funkce tvar, je daleko sirsi. Tyto transformace nazyvame
kanonické. Z tvaru Hamiltonovych rovnic vidime, ze zobecnéné souradnice a hybnosti zde
maji zcela rovnopravnou roli. Proto neni divu, Ze existuje kanonicka transformace, ktera vede
k vzajemné vymeéné souradnic a hybnosti.

Popisem kanonickych transformaci se zde bohuzel zabyvat nebudeme, matematicky aparat
by presahoval ramec tohoto textu.
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Poissonovy zavorky

Méjme ve fazovém prostoru dvé funkce zavislé na ¢ase f(q;,pj,t) a g(q;,pj,t). Poissonovou
zavorkou téchto funkci nazyvame funkci

n

{f 9}tar = ; Opi Oq;  Oq; Opi

D& se ukazat, ze tato funkce {f, g} se neméni pfi kanonickych transformacich. Maji proto
klicovy vyznam pro formulaci tvrzeni hamiltonovské mechaniky, dtlezitou roli sehraly pti bu-
dovani kvantové mechaniky.

Ukazme si jednu dilezitou vlastnost Poissonovych zavorek. Pokud funkce f(g;, p;) nezavisi
explicitné na case, je f integralem pohybovych rovnic, pravé kdyz

{H,f}:()

Odtud jiz snadno plyne, ze sama Hamiltonova funkce je integralem pohybovych rovnic, pokud
nezavisi na case.

Dokonce plati nasledujici véta. Jsou-li f a g integraly pohybovych rovnic, je integralem
pohybovych rovnic i jejich Poissonova zavorka {f, g}. Jesté nez ukonéime povidani o hamilto-
novské formulaci mechaniky, ukdzeme priklad na Poissonovy zavorky.

Priklad 12 — volna c¢astice
Ukazte, ze hybnost p = mv volné castice je integral pohybu.
Reseni

Na volnou ¢&astici se budeme divat z kartézského souradného systému, tedy (qi,q2,q3) =

= (x,y, z). Lagrangian volné ¢astice je

L= %mv2 = %m(i]f + 5+ qg)

Zobecnéné hybnosti
oL
pl - aqz

odpovidaji normalnim hybnostem. Hamiltonian tedy je

2

) ) ) ) ) ) 1 P
H=m@+a+a)—tm(@ + +d5) = %(pfﬂo%ﬂﬁ) =5

Vypocitejme Poissonovy zavorky z hamiltonianu a j-té slozky hybnosti

3

oH 8pj OH apj
H : = —_ =

nebot ani hamiltonian, ani j-t4 slozka hybnosti nezavisi na soufadnicich

%_0 oOH

=0, =0, i=1,2,3.
8qi 8q¢ !

Zjistili jsme, ze p; je integral pohybu, tudiz i p = (p1, p2,p3) je integral pohybu.
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Uloha VI.S ... Hamiltontiv formalismus
Langrangian cCastice v elektromagnetickém poli je

3
1

1.2 A= = .E:-Z_ .

L= ;mu qp +qv A—2m .71331 qp +q

3
Zi'iAi ,

i=1
kde ¢ je elektricky potencial a A magneticky vektorovy potencial.
a) Urcete zobecnéné hybnosti ¢astice p; prislusejici rychlostem ;.
b) Napiste Hamiltonovu funkci (v soufadnicich (z;, p;)!).
c) Reste Hamiltonovy rovnice, je-li A= 0 a ¢ = —Ex;.
v /7 VvV V= o
Poradi resitelil
s oas
po V. sérii
Kategorie Ctvrtych rocnik(
jméno Skola 1234PES IV % X
Student Pilny MFF UK 4 4 44 5 8 5 34 100 134
1. Stanislav Vosolsobé G U Balvanu Jablonec nN 22245 8 7 30 &89 116
2. Anton Repko G Sv. Mikulasa, Presov - 1541 -6 17 8, 82
3. Ivan Dimitrov - - - - - - - 0 69 69
4. Bedfich Roskovec MasG Petéakova, Plzen 3454 - — 4 20 68 52
5. Petr Housték G Pelhifimov - - - - - 0 8 50
6. Robert Roreitner MasSS chemicka, Praha 2 -3 2 - - - 7 51 42
7. Roman Fiala VOS a SPSE Plzen - - - - - - 0 68 41
8. Petr Vasko MasG Petakova, Plzen 4 4 -3 - - 5 16 77 34
9. Jakub Zdvodny G Bratislava, Grosslingova - - = - - - 0 80 32
10.—11. Zdenek Kucka G Neumannova, Zdar n. S. - - - - - 0 67 28
Zuzana Safernovd G Bilovec 3 -5 - - - - 8 97 28
12. Daniel Bozik G Jura Hronca 245 - - -5 16 90 26
13. Petr Mordvek G Dagicka, Pardubice - - - - - - = 0 8 25
14.-15. Katerina Fiserovd G Lepartovo, Ji¢in - - - - - - 0 81 22
Peter Greskovic G Svidnik - - - = - - = 0 56 22
16.—-17. Pavlina Bohmowvd G Komenského Havifov - - - - - - - 0 52 14
Petr Kubala SPS Frydek Mistek - - - - - - = 0 39 14
18. Petr Novotny COP Hronov - - - - - - - 0 48 10
19. Lenka Doubravovd G Matyéase Lercha, Brno - - - - - - - 0 60 9
20.—21. Jana Babovdkovd G Most - - - - - - - 0 42 8
Michal Humpula G Uhersky Brod - - - - - = = 0 50 8
22.—24. Zdenék Lochman COP Hronov - - - = = - = 0 37 7
Tomas Mihalik G Husitska - - - - - - - 0 22 7
Denis Vald G Jirovcova, C. Budéjovice - - - - - - = 0 41 7
25.—27. Markéta Kavalirova G Ceskolipska Praha - - - - - - - 0 75 6
Markéta Vilimovskd G Ceskolipskd Praha - - - - - - - 0o 75 6
Katerina Zabkovd G a SPgS Liberec - - - - - = = 0o 25 6
28. Jiri Kubr COP Hronov - - - - - - - 0o 27 3

[\V]
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Kategorie tretich rocniki

jméno skola 1234PES IV % X

Student Pilny MFF UK 4 4 4 45 8 5 34 100 134

1. Tomas Bednarik G Vsetin 2 2 4 4 4 8 4 28 76 99

2. Martin Konecny G Boskovice 2243 3 7 3 24 61 72

3. Ales Podolnik G Kapitana Jarose, Brno 4 - 2 4 - 3 - 13 71 70

4. Miroslav Hruby BG Barvicova Brno 4 - - - - — - 4 67 60

5. Petr Bezmozek Dvordk  SPS Jihlava 2210 -8 - 13 56 59

6. Monika Josiekova G Cesky Tésin 4 2 2 4 2 - 6 20 63 58

7. Ondrej Bilka G Lesni ¢tvrt, Zlin 2334 - 86 26 79 55

8. Peter Peresini G J. G. Tajovského -4 -2 5 - — 11 87 52

9. Marek Scholz G Neratovice - - - — 4 - 4 81 51

10. Petra Mala G Moravsky Krumlov 1 -3 - - 6 - 10 60 49

11. Libor Sachl G Terezy Novakové Brno 3215 0 2 - 13 46 47

12. Miroslav Janacek G a SPgS Liberec 2 -1-0 4 - 7 52 45

13. Martin Kostejn G a SPgS Liberec 240 -1 - - 7 56 43

14. Zuzana Poébisovd G J. G. Tajovského 2 -0 -4 7 - 13 64 41

15. Petr Smital G Kapitana Jarose, Brno -4 3 4 - - - 11 75 40

16. Jenda Valdsek G Broumov 2 -3 - - 4 - 9 69 38

17. Jan Bednar COP Hronov 2 2 - - - - - 4 61 34

18. Bedta Hergelovd G Lucenec 232 -3 5 - 15 54 31

19. Vojtech Molda G Vsetin 122 -0 - - 5 41 30

20. Roman Derco G Svidnik - - - - - 0o 73 29

21. Slavomir Takac G Nové Zamky - - - = = - = 0 88 28

22. Adam Prenosil G Sladkovského n., Praha - - - - - 0 70 26

23. Michal Sivak G Ludovita Stura - - - - - - - 0 66 23
24.-25. Tereza Klimosovd G Lanskroun - - - - - - - 0 88 21
Viadimir Sivak G Ludovita Stura - - - - - - - 0 60 21

26. Tomas Jirotka G Klatovy -2 2 - - - - 4 50 20

27. Martina Mikovd G Olomouc - - - - = 0o 438 17
28.—29. Pavel Burda G Kfenova Brno - - - - - - - 0 56 15
Jiri Hloska G Terezy Novakové Brno - - - - - - = 0 60 15

30. Jana Pokornd COP Hronov - - - - - - - 0 58 14
31.—32. Michal Seidel COP Hronov - - - - - - - 0 58 11
Tomds Stastny G D. Tatarku, Poprad - - - - - - = 0o 34 11

33. Lucie Hympdnova G Kladno - - - - - = = 0 28 10
34.—35. Jaroslav Hancl G Bilovec - - - = = - = 0o 73 8
Jana Vrabelova G Ludovita Stura - - - = - - - 0 35 8

36.—37. Martin Hrdlicka G Louny - - - - - - = 0 64 7
Hana Vitova G Bystfice n. Pern. 2 — - - - - - 2 5 7

38. Milan Klicpera G Celakovice - - - - - - 0 21 6
39.—40. Vendula Exnerovd G Nad Stolou, Praha - - - - - - = 0 45 5
Radek Papousek G Lesni ¢tvrt, Zlin - - - = - - - 0 45 5

41.—44. Radka Bystrickad G Hodonin - - - - - - - 0 57 4
Tomds Janda G Klatovy - - - - - - = 0 100 4

Jan Matousek G Zizkova, Kolin - - - - - - - 0 25 4

Darja Sucha G Kladno - - - = = - = 0 57 4

45. Frantisek Matyska COP Hronov - - - - - - = 0 20 3
46.—47. Martin Berndtek SOS Krnov - - - - - = = 0 25 2
Ondrej Lébl G Nymburk - - - = = - = 0 29 2
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Kategorie druhych rocniki

jméno skola 1234PES IV % X

Student Pilny MFF UK 4 4 4 4 5 8 5 34 100 134

1. Pawvel Motloch G Petra Bezruce 413 4 0 9 8 29 90 113

2. Jakub Benda G Jana Nerudy Praha - —-—44 - 4 6 18 &84 85

3. Martin Formdnek G Uherské Hradisté 23343 1 - 16 52 54

4. Radim Pechal SPSE Roznov p. R. 240 - -5 - 11 61 44
5.—7. Jana Lochmanovad G Chodovicka Praha 11330 — - 8 45 42
Lukas Malina G Zborovskéa, Praha - - - - 0o 74 42

Jana Przeczkovd G Komenského Havifov 11 - - - 61 9 54 42

8. Ondrej Bogadr G Ludovita Stura -2 - -0 4 - 6 50 39
9.—10. Marek Bukdcek G Havlicktv Brod - -1 1 1 3 40 27
Jakub Prouza COP Hronov 2 - - - - - 2 57 27

11. Daniel Simsa G Josefa Jungmanna 3 -4 - - 3 10 49 23

12. Juraj Zajac G Ludovita Stura - - - - - - - 0 51 20

13. Martin Lexa G Vysoké Myto - - - - - - 0 54 19

14. Vlastimil Peksa G Zborovska, Praha - - - = - - = 0 67 18
15.—-16. Miroslav Kadéra G Frydek-Mistek - - - - - - - 0 67 16
Jaroslava Lavkovd G Poprad - - - - - - = 0 40 16

17. Kristyna Krejéovd G Tisnov - - - = - - = 0o 54 15

18. Peter Berta G Velké Kapusany - - - - - - = 0 69 11

19. Petr Dvordk G V. Makovského - - - - - - - 0 63 10

20. Jiri Spale GOA Sedlcany - - - - - - - 0o 73 8

21. Bedta Garsicova G Videnska, Brno - - - = - - = 0 47 7
22.-23. Petr Sdcha G Tachov - - - - - - - 0 32 6
Martin Stys SOU Hronov - - - - - = = 0o 75 6

24. Miloslava Kucerikovd G Poprad - - - = - - = 0 36 4

25. Petra Votavovad G Cheb - - - - - - - 0 11 3
26.—27. Tomas Ehrlich G Holesov - - - - - - = 0 50 2
Premysl Srdmek G Dasicka, Pardubice - - - - - - - 0o 18 2

28.—29. Martin Berka G Moravska Trebova - - - - - - - 0 0 0
Jana Susovad GOA Sedlcany - - = = = = - 0 0 0
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Kategorie prvnich roCnikii

jméno skola 123 P E Iv % X
Student Pilny MFF UK 4 4 4 5 8 34 100 134
1. Tereza Fantovd G Benesov 2 2 2 2 - 8 40 36
2. Katarina Rozvadskd G Ludovita Stura - - - - 5 5 44 32
3.—5. Katarina Baxovd G Ludovita Stura - 2 - - 4 6 48 31
Zdenek Vais G Boskovice 2 2 4 1 7 21 48 31
Jan Valdasek G Zborovska, Praha 2 21 5 — 10 58 31
6. Zuzana Jungrovd G Blovice 1 - - 1 8 10 36 22
7. Lucie Pospisilovd G Matyase Lercha, Brno - - - - 0 53 21
8. Josef Miiller G dr. Josefa Pekare - - = - - 0 38 18
9.—10. Michal Berta G Trebisov 111 1 - 4 19 17
Jan Cervenka G Ostrava - Zabreh - — = - - 0o 38 17
11. Lenka Sabova G Javorova, S. Nova Ves - - = - - 0 57 16
12. Michaela Kubinovd G Ostrava - Zabreh - - - - - 0 42 14
13. Petra Navrdtilova COP Hronov - - - - - 0 26 7
14. Jan Machdcek G Jesenik - - - - - 0o 18 5
15. Petr Hons G Ostrava - Zabieh - - = - - 0 15 4
16. Ales RuZicka G Téabor - - - - - 0 13 3
17.—-18. Viastimil Danicek COP Hronov - - - - - 0 4 2
Jan Nawvrdtil COP Hronov - - = - - 0 18 2
19. Barbora Henzlovd G Matyase Lercha, Brno - - - - - 0 25 1
vv /7 Ve
Soutéz ve hledani chyb

jméno I11 IV 3

1. Jan Matousek 9 10 19

2.-3. Jana Przeczkovad 8 6 14

2.-3. Martin Konecny 7 7 14

4. Jakub Benda 6 3 9

5. Petra Mala 3 3 6

6. Tomas Bednarik 3 1 4

7. Beadta Hergelova — 1 1
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