Fyzikalni korespondenc¢ni seminar UK MFF ro¢nik XVIII ¢islo 5/7

N/ Vv v /

Mili resitele!

Dostavate do rukou zadani letosni predposledni série. Omlouvame se, ze se k vam dostava
se zpozdénim, je to zavinéno technickymi potizemi na nasi strané. Také se chceme omluvit za
neuplnou vysledkovou listinu ttreti série, ve které chybi body za treti tlohu. Jeji opravovatel
totiz zatim nestihl obodovat vasSe reseni.

Naopak doufame, ze vas potésime tim, zZe jsme stihli v expresnim case opravit vase reseni
ctvrté série, ktera najdete prilozena v obalce. Rovnéz vysledkova listina ¢tvrté série je na konci
brozurky.

vvvvv

vvvvv

posledni dvé série.

Dale bychom chtéli reagovat na anketu, ktera probéhla v minulé sérii. Tési nas, ze casto
navstévujete FYKOSI www stranky. Budeme se snazit je casto aktualizovat jak feSenimi tloh
posledni série, tak postupné doplnovanou vysledkovou listinou, kterou chcete, abychom zverej-
novali i netplnou. Ohledné zaddanych zajimavosti z fyziky, odkazi a studijnich textt bychom
vas odkazali na stranky http://fo.cuni.cz/ a http://fyzweb.cuni.cz/.

Psali jste si také o moznost komunikace s ostatnimi resiteli, uvedli jsme proto do provozu
Diskusni forum na naSich webovych strankach http://fykos.mff.cuni.cz/, tak se zde nestydte
diskutovat.

Na zavér ivodnich komentara jedna uzitecna poznamka: tecka nad velicinou znamena jeji

derivaci podle ¢asu, napiiklad ¢ = <2

dt” Honza Prachar

Den s experimentalni fyzikou

Jako kazdy rok i letos si vas dovolujeme pozvat na tradicni celodenni akci s nazvem Den
s experimentalni fyzikou (DSEF), kterou porddame pro své feSitele, event. jejich pratele ¢i
pedagogicky doprovod, a to samoziejmé bez ohledu na vysledky v nasi soutézi. Dostanete
jedinec¢nou prilezitost prohlédnout si nejriznéjsi zatrizeni, se kterymi fyzikové pracuji, seznamit
se s aktualni problematikou a nejnovéjsimi poznatky v experimentalni fyzice a také poznat
ucitele na Matematicko-fyzikalni fakulté. Letosni DSEF se uskutecni v pondéli 18. dubna
2005.

Pro tento rok jsme na zakladé ankety a zkusSenosti z minulych akci pripravili n€které zasadni
zmeny v organizact a naplni, se kterymi vas touto pozvankou a prilozenou prihlaskou chceme
seznamit.

Predevsim letos poprvé DSEF opusti areal v Tréji a vyda se na velmi zajimava pracovisté
Ustavu fyziky plazmatu v Praze na Slovance. Zde se nachézi jeden z nejvykonnéjsich laserovych
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systému na svété PALS a dale tokamak pro termojadernou fazi s nazvem CASTOR. Tradic¢ni
bude navstéva skolniho reaktoru Vrabec (pouze pro starsi 16 let véetné), pfi niz jsme loni za-
zili cviény jaderny poplach a vyzkousSeli bezpec¢nostni systémy reaktoru. (V dal$im roce se na
Vrabce s nejvétsi pravdépodobnosti neptijde, protoze jsou planovany exkurze do Ustavu jader-
ného vyzkumu v Praze-Rez.) Dalsi exkurze prob&hnou v areélu v Tréji a budou upiesnény asi
dva tydny pred akci na naSich webovych strankach. Pokusime se vyjednat navstévu pracovist,
ktera jste vloni nevidéli, oblibend mizeme zopakovat.

Prihlasky

Zavadime novy systém prihldsky pres webovy formuldr, ktery je zprovoznén na FYKO-
Sich strankach http://fykos.mff.cuni.cz. Tém, ktefi nemaji pristup na internet alespon jednou
tydné, se omlouvame. Ptredchozi zpisoby prihlasovani jesté ponechavame. Pred vyplnénim
(prosime vsech udaju) jakékoliv formy prihlasky si peclivé prectéte pokyny a podminky na ni
uvedené. Vse najdete také na strance http://fykos.mff.cuni.cz/cz/dsef.

Papirovou podobu prihlasky najdete prilozenou k této brozurce. Termin pro odeslani pri-

hlasky je pondéli 4. dubna 2005. Pavel Brom

dsef@fykos.mff.cuni.cz

Sesty smys|

Sestatficet z vés se zapojilo do nasi ankety spojené s Sestym smyslem. Spravné odpovédi
byly
. korespondenc¢ni seminar — FYKOS,
organizator FYKOSu — Honza Prachar,
fesitel FYKOSu — Student Pilny,
letosni uloha ve FYKOSu — osklivé kacatko,
fyzikalni vzorec ¢i zakon — E = mc?,
fyzikalni jednotka — newton,
kniha o fyzice — Feynmanovy prednasky z fyziky,
televizni serial — Simpsonovi,
asijské mésto — Tokio,
kfestni jméno — Jan.

—_

CLOXN LN

—

Nejlepsi Sesty smysl ma anonym®, ktery uhadl spravné 8 otazek, jen t¥ikrat se mylila Bedta
Hergelovad, po Sesti spravnych odpovédich meéli Zuzana Jungrova, Jan Valasek a Petr Vasko,
chvalu zaslouzi také Jan ,Béda“ Bednar, Jakub Benda, Martin Formdnek, Zuzana Pobisova

. . “ti DFesnvmi trefami. . . )
a Daniel Simsa s péti presnymi trefami Jirka Lipovsks

1 Pokud si myslite, Ze anonym jste vy, ozvéte se ndm prosim.
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Zadani V. série

Termin odeslani: 25. dubna 2005

Uloha V.1 ... diredek od Buffala

Buffalo Bill se uz roky snazi polapit Jessieho Jamese, znamého banditu. V méstecku Clay
County mu konecné prisel na stopu. Strhla se prestielka. Buffalo si v§iml sudu pIlného petroleje
na voziku mezi sebou a Jessiem. ,,Jak dostat sud k Jessiemu, abych ho mohl zapalit?* rozmysli
Bill.

Jessie prostrelil sud v 9/10 vysky a ze sudu zacal stiikat petrolej. Buffalo se trefil presné
do poloviny sudu a strili znovu. Vyreste, s jakym pocatecnim zrychlenim se bude pohybovat
vozicek v zavislosti na tom, kam se Bill trefi podruhé. Predpokladejte, ze hybnost kulky je
nulova, a tfeni zanedbejte. Zamyslete se nad dalsimi zajimavymi okolnostmi tohoto souboje.

Uloha V.2 ... pad ze schodi

Maly Karlik si hraje s kulickou. Pti cvrnkani je vSak neopatrny, kulicka se mu odkutali
k naklonéné roviné, kterou doma maji misto schodisté, a zacne po ni klouzat doli. Kulicka
se pohybuje tak, ze vektor jeji rychlosti v svird s horni hranou naklonéné roviny tuhel .
Vypocitejte vektor rychlosti v’ kulicky (tj. jeho velikost a také smér) pod naklonénou rovinou,
jejiz vyska je h. Tteni mezi kulickou a zemi je malé, proto ho zanedbejte. Pfredpokladejte, ze
horni a dolni hrana naklonéné roviny je zaoblena, takze se kulicka neodlepi od podlahy.

Jako bonus miizete vypocitat, jak se zméni
smér rychlosti kulicky, kterd proleti valcovou
jamkou o poloméru R a hloubce h se zkose-
nymi hranami (viz obr. 1). Délku zkoseni mi- O
zete vzhledem k poloméru jamky zanedbat.

Uloha V.3 ... beta rozpad Obr. 1

P1i méfeni rozpadu neutronu na elektron
a proton promérovali cesti védci energii vylétavajiciho elektronu. Jak mohou pouze na zakladé
udaji z tohoto méfeni poznat, zda nevznika pri tomto rozpadu jesté jina castice? Uvazujte, ze
neutron je ptred rozpadem v klidu.

Uloha V .4 ... neposlusna gravitace

P1i dlouhodobém pozorovani zakrytt Jupiterova meésice Io bylo zjiSténo, ze namérena doba
obé&ht mésicku kolem planety (napf. od predchoziho do nasledného zacatku zakrytu) pravidelné
kolisd mezi hodnotami 42h 28 min 21s a 42h 28 min 51s (s chybou méfeni 2s).

Pokuste se jak kvalitativné, tak kvantitativné vysvétlit pozorované zmény. Kvantitou ro-
zumime urceni ,,velikosti této pri¢iny“ na zakladé méfeni samoziejmé s odhadem chyby!

Uloha V.P ... rychlejsi nez voda
Zamyslete se nad tim, zda se miize lodicka bez motoru na fece pohybovat rychleji nez
samotnda voda. Svou odpovéd zduvodnéte a predpokladejte, Ze proudéni vody je laminarni.
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Uloha V .E ... pali¢iiv senik
sime zahrat, aby se na vzduchu vznitila. Jako bonus muizete téz zjistit zapalnou teplotu tech-
nického lihu nebo jiné organické latky.

Postupujte naptiklad tak, ze na odporovy drat rozzhaveny prichodem elektrického proudu
pustite plyn ze zapalovace. K urceni zapalné teploty vyuzijete zmérené hodnoty napéti a proudu
a znamou zavislost odporu na teploté. Vasi vynalézavosti se vsak meze nekladou.

Varujeme: Ohen zpusobuje tézké popaleniny, postupujte proto obezietné!

Reseni Ill. série

Uloha III.1 ... teplota na Zemi (4 body; primeér 2,62; vesilo 53 studentii)
Priimérné teplota na povrchu Zemé je T = 287 K. Jaka bude nova priimérna teplota T,
pokud se stredni vzdalenost mezi Zemi a Sluncem zkrati o 1 %7

Cdst ulohy z 28. MFO v Kanadé.

Predpokladejme, ze Slunce izotropné vyzaruje energii, coz zpusobuje, ze na Zemi je vétsi
teplota, nez je teplota vakua (asi 2,7 K). Ma-li Slunce celkovy zatrivy vykon @, je ve vzdéalenosti r
prislusna intenzita

_Q

Amr?

Vykon pripadajici na povrch Zemé je potom P = ES, kde S je plosny obsah fezu Zemi. Pokud
se vzdélenost mezi Zemi a Sluncem zmensi o 1 %, zvétsi se prislusny vykon

Peps—-9 g-__ @ s-10p.
S 4r2 S 41 (0,997)2 S 0

Abychom zjistili, jak se zméni teplota na Zemi, musime znat vztah mezi zarfivym vykonem
a teplotou. Ve stacionarnim stavu (teplota na Zemi se neméni) se musi pfijatd energie od
Slunce rovnat vyzarené energii. Pro zjednoduseni predpoklddejme, ze se Zemé chova jako
Cerné téleso. Pro zaiivy vykon potom plati Stefaniv-Boltzmanntv vztah P = ¢T*, kde o =
=5,67-10"®* W-m 2.-K~* je Stefanova-Boltzmannova konstanta. Z toho jiz snadno dopo¢teme

novou teplotu 7’
Pl T/4 ,
—=—=1,02 = T =+/1,027T =1,005T.
P T4
Po dosazeni dostaneme T" = 288,4K, coZ je zména asi o 1,4 K.
Velké cast resiteltl si neuvédomila, ze vztah mezi vykonem a teplotou udava pravé Stefa-
nav-Boltzmanntv vztah, a pocitala s pfimou tmérnosti P ~ T'. Naslo se i par resitelti, kterym
nova teplota vysla nizsi nez ta ptavodni. Jarda Trnka

jarda@fykos.mff.cuni.cz
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Uloha III.2 ... pobrezni hlidka (4 body; primeér 2,50; tesilo 32 studentii)

Plav¢ik stojici ve vzdalenosti D od brehu moie nahle spatfi topici se bujnou blondynku,
ktera doplavala do vzdalenosti D od biehu (viz obr. 2). Poradte mu, jak se k ni ma co nejrychleji
dostat, pokud rychlost jeho béhu je v a rychlost plavani v/2. Vzdalenost okraje more od
plavcika zavisi na thlu ¢ nasledujicim predpisem

d(go):%(8005(,0—2\/160032<p—12005g0—3—3).

plavcik D D blondynka

Obr. 2. Na plazi

Ujasnéme si nejdiive, pro jaké tthly ma dany tvar pobiezi smysl. Zavedme substituci x =
= 8 cos p — 3, vztah ze zadani se zjednodusi na

D
d=§(:)3—\/a:2—21). (1)
Reseni mtizeme tedy hledat pro x > /21, coz odpovid4 podmince cos ¢ > (3+1/21)/8. Uhel ¢
se tedy mtize pohybovat v intervalu (—18°35’; +18°35").
Je zfejmé, ze se idedlni draha plavcéika bude skladat ze dvou usecek — nejdrive ubéhne
drahu d po sousi a poté uplave drahu [ k blondynce. Vzdalenost [ si mizeme vyjadrit z kosinové
véty

| =+/d?+4D2 —4Ddcos ¢.

Vytkneme d a za cos ¢ dosadime z uvedené substituce

B 4D?  D(z +3)
l_d\/l—l— =~ ey

x—3—d 2—:1:2—21 = :C—3—d—|—E
D) 2D 2d

a dosadime do predchozi rovnice

4D2 3 7D2? 3D 3D\ 2 3D

V poslednim vyjrazu uvidime dobfe znamy trojclen a® —2ab+b* = (a—b)2, a protoze 3D /d > 1,
muzeme jej odmocnit.

Vztah (1) upravime

20=3D —d.
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Bézi-li plavéik rychlosti v a plave-li rychlosti v/2, bude celkovd doba nutna k zachrané blon-
dynky
vow v v

Dokéazali jsme tedy, ze vyslednd doba na thlu ¢ viibec nezavisi, plavéik mtze vystartovat pod

libovolnym thlem ze zminéného intervalu. Jirka Lipovsks

jirka@fykos.mff.cuni.cz

Uloha III.3 ... nabita krychle (4 body; primeér 2,40; vesilo 5 studentii)

Jaky je pomér hodnot elektrostatického potencialu ve vrcholu a ve stiredu nevodivé rovno-
meérné nabité krychle? Celkovy naboj na krychli je () a délka strany krychle je a. Predpokla-
dejte, ze elektricky potencial v nekonecnu je nulovy. Vymuyslel Pavel Augustinsky.

Je jasné, ze spocitat potencialy od tak slozitého (rozuméj nikoliv sféricky symetrického)
télesa, jako je krychle, pfimym vypoctem neni jednoduché. Pokusime se proto vymyslet néjaky
trik, kterym bychom mohli Glohu vytesit na jeden radek.

Jak znamo, potencial je aditivni veli¢ina, coz znamené, ze mame-li néjaké naboje, které nam
vytvori potencial 1, a néjaké jiné naboje, jez vytvori potencial 2, vSecky naboje dohromady
vytvori potencial ¢;1 + 2. Kli¢ k resSeni je predstavit si krychli jakozto objekt slozeny z osmi
mensich krychli. Tyto krychle se dotykaji vrcholy uprostied ,velké* krychle. Ted je jiz zfejmé,
ze staci vypocitat, kterak zavisi potencial v rohu krychle na velikosti krychle. Doopravdy,
potencial uprostied velké krychle si predstavime jako sumu potencialti v rozich malych krychli
(téch je osm). Zapsano rovnici

Pkrychle stied = 8- @Ppolovi¢ni krychle vrchol -

Provedeme néasledujici ivahu. Naboje na krychli se v podstaté rozmisti do uzli krystalové
mrizky a potenciadl mizeme napsat jako soucet potencialti od jednotlivych naboji. Potencial
od jednoho néboje je, jak znadmo, ¢ ~ 1/r (znak ~ znac¢i tmérnost, vystupuje tam totiz jesté
nepodstatny faktor 1/4meg). S¢itat budeme pres uzly miizky

sONfo—z-

Nyni tuto krychli roztdhneme do vSech stran, dokud strany nebudou meérit dvakrat tolik.
Vsechny vzdalenosti se dvakrat zveétsi. V rohu nyni bude potencial dvakrat vétsi krychle, ovsem
s osminovou nabojovou hustotou, nebot celkovy naboj na krychli pfi roztahovani zustal zacho-
van a musel se rozdélit mezi osm malych krychli. Nedostatek vyresime jednoduse tak, ze do
uzlti nové mtizky posadime naboj osmkrat veétsi. Vzorec pro potencial dvakrat vétsi krychle

jest tudiz
/
4; 8qi qi
~ 2 — =4. — ~4p.
B S B DL T LI

Potencial dvakrat vétsi krychle je ctyrikrat vétsi. Vsimnéme si, ze cely postup nezavisi na
konkrétnim tvaru télesa (pro potenciadl uprostied galaxie a uprostied dvakrat vétsi galaxie
(obecné pro geometricky podobné situace) by nam vyslo to samé). Dale si uvédomme, ze za
relevantnost triku vdéc¢ime malé mrizkové konstanté — pouze pti malych vzdalenostech sousedi
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muzeme nahradit hustou mrizku s naboji g fidkou mrizkou s naboji 8¢. Ti, co ume€ji integrovat,
si jisté dosadi do prislusného integralu
r

a vyjde jim to samé; jejich mtizka je nekonecné husta, maji tzv. kontinuum.
Nyni jiz mtzeme napsat vysledek

Pkrychle stied = 8- $Ppoloviéni krychle vrchol = 2. @Pkrychle vrchol
coz bylo spocitat.

Matous Ringel
matous@fykos.mff.cuni.cz

Uloha III.4 ... s vétroném pres kanal (4 body; primér 2,33; resilo 33 studentii)

Jeden znamy letec se rozhodl ve vétroni preletét kanal La Manche. V Calais se nechal
vyvléci do vysky h = 3 km a z této vysky se piimym klouzavym letem vypravil do Anglie. Jako
dobry pilot vi, kterak pii ustaleném letu vypada zavislost klesaci rychlosti vkjes na dopredné

rychlosti vqop (viz graf na obr. 3). Poradte mu, Vaop

jak rychle ma letét, aby doletél co nejdal. 040 60 80 100 120 140 kmh-?

Kdyz je ve trech c¢tvrtinach cesty do An-
glie, zacne od ostrovu fucet silny vitr o rych- 9l
losti 10 m-s~'. Rozhodnéte, jak rychle ma letét
nyni, aby se dostal co nejdal. Jaka by musela n
byt rychlost vétru, aby mu znemoznila pristat
na pevniné, piipadné aby mu umoznila navrat
do Francie? mes =T

Ulohu vymyslel pilot Matous Ringel. Obr. 3

- Vdop

Reseni této ulohy je zalozeno na pozorovani, jez mnoho z vas % >
skute¢né zpozorovalo, a sice ze bodu P = (Vdop,Vkles) kFivky
odpovidé klesaci uhel ¢, jenz spliiuje rovnici tg¢ = vkles/Vdop-
Chceme-li z dané vysky doletét co nejdal, je zfejmé nutné klesat v Vkles
pod co mozna nejmensim uthlem. Jak si lze snadno uvédomit,
vedeme-li pfimku z poc¢atku sourfadnic (toho skute¢ného pocatku, P
tj. (0,0), na obrazku neni), pak uhel, jenz svira s osou z, je roven Obr. 4

pravé ¢ (pohledte na obrazek 4).

Proto chceme najit primku s co mozna nejmensim sklonem, ovSem protinajici krivku. Vez-
meme néjakou primku prochézejici pocatkem a budeme ji otacet. Nejprve bude protinat kiivku
ve dvou bodech, pak v jednom a nakonec viibec®. Spravna volba je tudiz pfimka protinajici
ktivku v jednom bodé — tecna. Na nasledujicim obrazku se jedna o primku a.

Meéli jsme za ukol zjistit, jakou rychlosti v takovém ptipadé poletime. Jednoduse odecteme
z-ovou soufadnici priiseciku. Najdeme v ~ vgop ~ 76 km-h™! (zanedbavame maly tihel klesani).
V dalsim budeme potiebovat znat i tangens tthlu klesani. Ten odmérime nejlépe tak, ze zvolime
bod na prislusné primce, odecteme jeho souradnice, a vypocitame tg ¢ podle vzorce vyse.
Nalezneme tg ¢ ~ 0,0273.

2) Toto obecné neplati. Je nutné, aby se krivka ,,zatacela” porad na stejnou stranu.
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Rozmysleme si, co se stane, kdyZz zac¢ne foukat protivitr. Nase kiivka udava do souvislosti
slozky rychlosti vici proudicimu vzduchu. Za bezvétti je krivka platna i vaci zemi, avsak pri
protivétru ji musime upravit. Zrejmé nezméni sviij tvar, celd zména se redukuje na posunuti
pocatku soufadnic ve sméru v4op 0 rychlost vétru, nebot letadlo letici stejnou rychlosti vaci
vzduchu leti pomaleji viic¢i zemi. Nyni provedeme tuplné stejnou proceduru jako v predcho-
zim bodé, akorat tecnu povedeme z nového pocatku souradnic. Na obrazku tecné odpovida
piimka b. Nejvyhodnéjsi rychlost ode¢teme rovnu asi 79km-h~*.

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120
: T T T I’Udop
km-h~?
1 -
2 -
3 -
4 -
d
Vkles
m-s*

Obr. 5

Nyni vypocitame, v jaké vysce se bude vétron nalézat ve tfech ¢tvrtinach cesty do Anglie.
Na mapé muzeme odmerit sitku Kanalu, jenz je okolo Calais Siroky asi 40 km. Odtud vyska
vétroné 10km od pobfezi Anglie bude b’ = 3km — tg ¢ - 30km =~ 2,2km. M4&-li vitr zabranit
vétroni dosdhnout brehu, musi fucet tak rychle, aby thel klesani letadla byl vétsi nez thel nutny
k dosaZeni bfehu. Tento oznac¢ime « a plati pro ngj vztah tga = h’'/10km. Odtud tg o = 0,22.
Jak jsme jiz podotkli, ithlu klesani odpovida tihel pfimky vedené pocatkem soutradnic a bodem
ktivky, ve kterém se letadlo nachazi. Nejmensi tithel odpovida tecné. Proto mezni rychlost
vétru bude takova, Ze tecna ke krivce vedena z nového pocatku souradnic bude mit praveé
nalezenou smérnici. Jelikoz smérnici zname, musime najit bod na kiivce, ve kterém ma tecna
tutéz smérnici. To se snadno zkonstruuje podobné, jako kreslime rovnobézky pomoci dvou
pravitek. Na obrazku situaci vyjadiuje primka c. Rychlost vétru je z-ova souradnice priiseciku
teény s osou z, tedy ~ 50km-h~'. MiiZete si snadno ovéfit, ze se vétron muize vratit do Francie
pfi libovolném vétru, jinymi slovy pilot nebyl zas az takovy dobrodruh.

Jako bonus zjistéme, kdy vétron mize ve vzduchu couvat. Po kratkém premysleni si uveé-
domime, ze vétron musi letét co nejpomaleji a protivitr musi byt co nejrychlejsi. Odtud uz
snadno odvodime, ze primka d na obrazku, tedy tecna ke ktivce v nejkrajnéjSim bodé, resi
ulohu.

Krivka v zadani byla dosti plocha — odtud plyne jen maly rozdil v optimalnich rychlostech.
I kdyz se od krivek vykonnych vétroni prilis nelisi, preci jen jsem situaci podcenil, coz vam
ztizilo (znepfesnilo) konstrukci. Omlouvam se timto vSem snazivcum, zejména pak Petru Pe-
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resinimu, jenz do TeSeni zapojil veskerou v okoli dostupnou vypocetni techniku a vyrobil s jeji
omoci pékné reseni. . .

P P Matous Ringel

matous@fykos.mff.cuni.cz

Uloha III. P ... vé&Z z vozicka (5 bodi; primeér 1,87; vesilo 23 studentii)

Urcete zrychleni prvniho a stého vozicku (pocitano od zemé) na obrazku 6. Vozickii je neko-
nec¢né mnoho, na obrazku jsou zakresleny jen prvni ¢tyfi. Spodni vozicek ma hmotnost m, dalsi
vozicek, ktery po ném jezdi, a zavazi, se kterym je spojen, ma hmotnost m/2. Podobné dalsi
vozicek a zavazi ma hmotnost m/4 atd. Piredpokladejte, ze zavazi jsou pfipevnéna k vozickim,
tj. ze se ve svislém sméru neodchyluji. Treni mezi jednotlivymi vozicky zanedbejte.

Ulohu navrhl Honza Housték.

Pro kazdy vozicek ze soustavy (mimo prvni) bude platit stejnéd

/

pohybova rovnice, tedy az na indexy, které nam rikaji, o ktery Ts T
vozicCek, resp. zrychleni jde. VSechna zrychleni orientujeme tak, ze T3 OO
jejich soutradnice a,, budou kladné. ™ 5 T>

Zabyvejme se nyni tim, jaké sily pisobi na n-ty vozicek o hmot- = OIENe)
nosti m,, = m/2"" ! (vystupuje zde n — 1, nebot chceme, aby prvni T
vozi¢ek mél hmotnost dle zadani rovnu m). Soufadnici zrychleni m m
tohoto vozicku oznac¢me a,,. S timto vozickem se zaroven pohybuje ® ®
i zdvazi o hmotnosti m,1 = m/2". Déale na n-ty vozic¢ek pusobi Z
dvé sily, tahova sila o velikosti T}, a sila o velikosti T}, 1, kterd Obr. 6

se prenasi pres kladku vozicku. T, je reakci na T,41 a je stejné
velk4 . Nadale budeme vsude psat jen T),+1 namisto T} ;. Pohybovou rovnici mtizeme prozatim
zapsat takto

(21:7i1 +2mn)an:Tn+Tn+l (2)

Nyni potrebujeme urcit velikost tahové sily T,,. Na n-té téleso zavéSené na lané ptlisobi
jen tihova sila o velikosti m,g. Toto téleso se vSsak navic pohybuje se zrychlenim a,, + a,—1
dolt, kde zrychleni a,, je zptisobeno vazbou lana a zrychleni a,,—; tim faktem, Ze vozicek drzici
kladku s ni ujizdi timto zrychlenim opa¢nym smérem pryc¢. Tim padem plati tato pohybova
rovnice pro zavésené téleso

m
2n—1

(an_f“anfl) — g_Tn

m
2n—1
a odtud pro T, resp. T, +1 plati

T,

m
= on—1 (g_an_an—l); Tn—l—l = 2—n(g—an+1 —an).

Tyto vztahy dosadime do (2) a po tpravach dostdvame rekurentni vzorec
an+1 + 6an + 2an—1 =3g, Vn>2. (3)

Nyni si v§imneme, Ze tuto rovnici fesi konstantni posloupnost a, (an, = an+1, Vn > 2), pak

dosazenim do (3) zjistime, ze pro vSechna n je a, = g/3. Toto reseni neni ale jediné. ReSenim
)

je také g/3 + h, kde h je feSeni rovnice s nulovou pravou stranou

an+1 + 6an, + 2a,-1=0. (4)
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O tom se muzete sami presvédéit dosazenim. Abychom zjistili vSechna FeSeni rovnice (4),
naucime se ji fesit. Z toho diivodu na chvili odboc¢ime od reseni fyzikalniho problému a ukadzeme
si postup feseni.

Rovnici (4) nazyvame diferen¢ni rovnici. Jeji feSeni najdeme tak, ze budeme predpokladat
feSeni rovnice ve tvaru ", x # 0. To znamena, ze vSude namisto a, napiseme x", obdobné
misto a1 napiseme " atd. Mé&me obecnou rovnici

CrQn+4r + -+ C10n+1 + coan = 0.
Tu prevedeme na

"+t 4" =0 = "+ 4zt +eo=0,

toto je rovnice r-tého stupné. Pokud najdeme r rizngch® kofenti x1, . . . ,z,, pro feseni diferenéni
rovnice plati
n n
an = kixy + -+ krx,

kde ki,..., ky, jsou neznamé koeficienty, které mtizeme urcit z pocatecnich podminek. Zkuste
si vypocitat, jak vypada explicitni vzorec pro Fibonacciho posloupnost, pro kterou plati agp =
=0,a1=1laant1 =an+ an—1.

Tento postup aplikujme na rovnici (4). Dostaneme rovnici

2" 462" +22" =0 = 2®+62+2=0.
Tato kvadratickd rovnice ma dvé resSeni
1 =-3—V7, xz2=-3+V7.
Rovnice (4) mé pak FeSeni
an =ki1(=3 = VT)" + k2(=3+V7)",
kde ki, k2 jsou neznamé koeficienty.

Nyni se vratme opét k fyzice. Jak jsme jiz fekli, feSeni rovnice (3) je rovno g/3 + h, kde h
je feSeni (4), a tedy zrychleni n-tého vozicku vypocitame

an = % F k(=3 = VT)" + ko (=3 + V)",

kde k1, k2 musime urcit. Je zfejmé, ze k1 musi byt rovno nule, nebot | — 3 — \/7| > 1, a pokud
by bylo k1 nenulové pro n rostouci do nekonecna, zrychleni by rostlo nade vSechny meze. To
ale neni mozné, protoze nejvyssi mozné zrychleni v tithovém poli je rovno g. O koeficientu ko

neumime zatim nic ¥ici. Ozna¢me A\ = —3 + /7 , predchozi rovnice se potom prepise na
g n
an—§+k2>\ Vn > 2. (5)
3)

pro vicenasobné koreny toto neplati

10
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Abychom urcili, ¢emu je roven k2, potfebujeme jesté jednu rovnici. Touto pohybovou rov-
nici bude rovnice pro zrychleni prvniho vozicku. Urychluje jej jen sila prenasena od kladky.
Pohybova rovnice pro prvni vozicek pak vypada takto

§fma —lm( — a1 — a2)
5 Mar =g m(g — a1 —az).

Dosazenim za n = 2 v rovnici (5) dostavame

as = g + k2>\2 .
3
Tuto rovnici dosadime do pohybové rovnice pro prvni vozicek, abychom zjistili, cemu je rovno
jeho zrychleni. Po kratkych upravach dostaneme

ka2 .

a1 =

ol
o |

Sepisme si pro prehlednost rovnice, které pouzijeme pro vypocet kz. Posledni rovnice je rov-
nice (3) pron = 2.

koA aQ::%-+kQA2, a3::§-+kaA3,

as + 6az2 + 2a; = 3g.

Nyni dosadime za a1, a2 a as do posledni rovnice, z toho si vyjadrime ko

g 3 2, 9 1 2 g
=+ + 2qg + + = — = = = =
3 k2>\ g 6]{?2)\ 3 5 ]{32)\ 3g ]{?2 3)\2(5,5 >\)

Piimym dosazenim do rovnice pro prvni vozicek ziskavame

9
12(5,5 + \)

g >\n72
=2 (1 :
¢ 3( +55+A)

Snadno si vS§imneme, Ze pro n jdouci do nekonecéna konverguje a, ke g/3, protoze || < 1.
A konkrétné pro sty vozicek se velikost zrychleni 1isi od g/3 az na 45. desetinném misté.

cn:%— = 0,159,

pro n-ty vozicek plati

Karel Tuma
kajinek@fykos.mff.cuni.cz
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Uloha III.E ... hustota vzduchu (8 bodi; primér 5,15; vesilo 27 studentii)

Zmérte hustotu vzduchu. Provést to miizete libovolnou metodou, nezapomente k vasi me-
todé uvést potiebnou teorii. Spravny experimentalni vysledek nesmi také postradat urceni
chyby zmérené hodnoty. Navrhl Pavel Augustinsky.

Pro feseni problému vyuzijeme dynamické metody urcovani hustoty plynt. Vyzkousejme
tedy pad télesa ve vzduchu.

Teorie

P1i méfeni budeme uvazovat ustaleny stav, kdy téleso pada rovnomeérné primocare, tedy kdy
je tiha pisobici na téleso vyrovnana odporovou silou vzduchu, jehoz hustotu mame urcit. Jak
dobre vime, pro velikost odporové sily zname nékolik vztaht v zavislosti na charakteru proudéni
a obtékani télesa. Ve vypoctu pouzijeme Newtoniv vzorec (zdivodnéni viz téz Diskuse), kde
hustota vzduchu o vystupuje, a tedy pro rovnovahu sil dostavame

mg = 1CSov?,
kde m je hmotnost télesa, ¢ = 9,81 m-s~' velikost tihového zrychleni, v velikost ustalené

rychlosti, S plocha maximalniho prarezu télesa kolmého k rychlosti v a C' soucinitel odporu,
jehoz hodnoty jsou tabelované. Ze zjisténych hodnot téchto veli¢in vypoc¢teme hledanou hustotu

podle vztahu
2mg ([t 2
©=75 \s) ©

K méreni jsme pouzili kruhovou desku o primeéru d,
tudiz plose S = wd*/4 a se soucinitelem odporu C' =
= 1,11, realizovanou velice tenkym papirem, ktery se
uziva ve fotoalbech, aby se fotografie neslepily. Aby byly
splnény podminky pokusu (kolmost na smér rychlosti
a rovnomérny primocary pohyb), prilepili jsme zespodu
kridélka vysoka 3 cm ve tvaru kfize, navic udrzujici ro-
vinu papiru (viz obr. 7). Budeme pfedpokladat, ze koe-
ficient C' se touto upravou nezménil (viz Diskuse). Obr. 7. Kruhova deska s, kfidélky*

Toto téleso klesalo rovnomérné na draze s = 1,15m, poté se zacalo vyraznéji naklanét
a uhybat do stran, coz dobie zname. Ustalené rychlosti bezpe¢né dosahlo na draze cca 10 cm.
Celkova hmotnost papirového télesa m byla urcena laboratornimi rovnoramennymi vahami.
Meéfeni priméru kruhu d milimetrovym méfitkem a doby padu ¢ (ruéni méfeni) na draze s
bylo zpracovano statisticky.

Postup méreni

Vysledky méreni

Mnozi z vas peclivé zpracovani a vyhodnoceni chyb vynechavaji. Dovolte mi tedy shrnout
zakladni body.

a) Rozhodneme se, kde pouzijeme statistické zpracovani. Napf. hmotnost jednoho télesa nebo
délku urcitého tiseku neméa smysl mérit nékolikrat. Jiny pripad je, pouzijeme-li jind méridla,
abychom potlacili systematickou chybu méfeni, nebo kontrolujeme-li neménnost veli¢iny
v priabéhu métreni. Naopak rozméry télesa a ru¢ni méreni ¢asu urcité zpracujeme statisticky!
Zde napf. statistickd chyba méfeni pruméru d (tj. standardni odchylka o4) vypovida, jak

12
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presny kruh mame. V pripadé méreni casu statistika eliminuje zkresleni vysledk nadhodnou
chybou pfi méfeni. (Hrubou chybu odhalime kritériem 3o.)

b) Veskeré hodnoty veli¢in X uvadime ve tvaru X = (x + £, ) jednotka. Chyba ¢, (zaokrouh-
lenad na maximalné dvé platné Cislice) je mozna chyba méfeni dand polovinou nejmensiho
dilku stupnice nebo nasim rozumnym odhadem, pripadné spoctena z mozné statistické
chyby. Stfedni hodnotu z zaokroulime ve stejném radu, jako je chyba e. Jako moznou
chybu ruc¢niho meétreni casu vezmeme reakéni dobu clovéka alespon 0,2s, kterou si sami
mizeme zmérit. Chyby sc¢itdme podle kvadratického zadkona sc¢itani chyb

— /2 2
€E=14/€4 t €.

¢) Chybu vypoc¢tené veli¢iny uréime obecné pomoci parcialnich derivaci jakozto vdhy v kva-
dratickém zakonu. Pokud vsak veli¢iny vystupuji v souc¢inu/podilu a jsou zatizeny malymi
relativnimi chybami, lze efektivné ptimo sé¢itat relativni chyby. (Ten byl pro rychly odhad
chyby uplatnén v nasem zpracovani, i kdyz chyby jsou jiz pomérné velké.)

Vysledky jsou tedy néasledujici. Hodnoty z méfeni doby padu a primeéru kruhové desky jsou
v nasledujici tabulce.

#[s]] 1,64 | 1,70 | 1,60 | 1,70 | 1,68 | 1,66 | 1,68 | 1,60 | 1,68 | 1,64
d[mm] | 21,00 | 21,10 | 21,00 | 21,00 | 21,10 21,10 | 21,00 | 21,10 | 21,10 21,10

Spoc¢itame primérnou hodnotu a standardni (stfedni kvadratickou) odchylku. Shriime na-
meérené hodnoty

s=(1,154+0,05)m, ¢=(1,66+0,20)s, d= (0,2106+0,0006)m, m = (1,30=+0,05)g.

Ze vztahu (6) dostavame o = (1,37 & 0,29) kg-m ™3, spravné zaokrouhleny vysledek méteni tedy
je
0=(1,4+03)kgm?,

pri¢emz je vztaZzen na nasledujici podminky méfeni. Teplota vzduchu 22°C (urc¢ena kuchytiskym
teplomérem), tlak 1014 hPa (podle TV relace o pocasi).

Diskuse

Nesmime zapomenout na diskusi, kde posoudime splnéni podminek pokusu a spravnost
vysledkti a kde provedeme srovnani s tabelovanymi hodnotami a zhodnotime chyby meéreni.
Pripadné odchylky se pokusime zdivodnit.

Vysledek koresponduje dobie s tabelovanou hodnotou 1,27kg-m ™3 v ramci chyby méfen,
kterd je pomérné velkd. P¥i prvnim provedeni (ve snaze snizit chybu méfeni) byl stejnym
zpiisobem zkouman pad na dréaze 2,2 m, ktery dal vysledek 1,8 kg-m ™3, avSak v druhé poloviné
padu objekt neletél rovnomérné a primo doli. Takovy pohyb navysuje dobu padu ¢t a méni
podminky méreni a zfejmée vede k vyssi hodnoté hustoty vzduchu, nez je skutecna. Ze stejného
dtvodu je i presn€jsi vysledek vychylen nahoru od tabelované hodnoty.

Meéreni je zatizeno pomérné velkou chybou danou predevsim nepfesnym ruc¢nim mérenim
Casu, ale navysSenou také vétsim poctem nepresné zjistovanych veli¢in (tj. méfeni na kratké
dréaze a relativné malé hmotnosti).

13
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Zbyva zhodnotit spravnost tvah a rovnic, ze kterych jsme vychazeli. Charakter proudéni lze
urcit podle Reynoldsova ¢isla, na zakladé jehoz odhadnuté velikosti (v je kinematické viskozita
vzduchu)

dv ~ 0,21 - 0,69 ~ 10
v 1,4-10-°

lze konstatovat, ze nase proudéni je turbulentni a v tomto pripadé plati dostatecné presné
Newtonuv vzorec (¢ili zavislost na kvadratu velikosti rychlosti v). Nezbytnd uprava télesa
(doplnéni svislymi kiidélky) miize zpusobit turbulence pod plochou desky. Ptislusnou zménu
tabelovaného soucinitele C' vSsak neumime odhadnout. Lokalni ani ¢asovou zménu hustoty
vzduchu pfi méfeni (s ohledem na rychlost pohybu v) nepfedpokladame.

Re =

Pavel Brom
paja@fykos.mff.cuni.cz

Uloha II1.S ... Lagrangeovy rovnice 1. druhu (5 bodi; primeér 3,92; resilo 12 studentii)

a) Méjme hmotny bod zavéSeny na nehmotném a nepruzném vlakné. Zavedte kartézskou sou-
radnicovou soustavu a v ni napiste vazebnou podminku pro hmotny bod.

b) Napiste Lagrangeovy rovnice 1. druhu pro hmotny bod z ¢asti a). Ukazte, Ze z nich plyne
pohybova rovnice matematického kyvadla

§0'+%s1'ncp:0, (7)
kde ¢ je uhlova vychylka z rovnovazné polohy.

c) Malé téleso je v klidu na vrcholu polokoule a zac¢ne klouzat dolii. Pomoci Lagrangeovych
rovnic 1. druhu urcete, v jaké vysce se téleso odlepi od polokoule. (Napovéda: Téleso se
odlepi v okamziku, kdy A\ = 0.)

Zadali autori serialu Honza Prachar a Jarda Trnka.

a) Souradnicovou soustavu zavedeme nasledujicim zpusobem (viz obr. 8). Po- ,y
catek zvolime v misté zavésu, osu x orientujeme vodorovné doprava, osu y
svisle vzhtru.

Hmotny bod se zfejmé pohybuje po kruznici se sttedem v pocatku sou-
stavy souradnicové o poloméru [, kde [ je délka zavésu. Staci nam tedy napsat !
odpovidajici rovnici kruznice P\

|
2 2 2

|

I

coz je vazebna podminka hmotného bodu.
b) Pristupme nyni k sestaveni Lagrangeovy rovnice 1. druhu. Na hmotny bod

pusobi kromé vazebné sily jesté sila tihova Fg = (0, —mg). Dle seridlu ma Obr. 8
pohybova rovnice pro x-ovou souradnici tvar
0
méé:0+/\—f = 2)\x,
Ox

obdobné pro y-ovou souradnici

my':—mg+)\g:—mg+2)\y.

oy

14
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Abychom vyloucili neznamou funkci A, prvni rovnici vynasobime y a odec¢teme od ni
x-nasobek druhé,

m(Zy — yx) = mgx . (8)

Tuto rovnici nyni pfepiSeme pomoci parametri [ a ¢, abychom dostali rovnici (7).
Vztah mezi z, y a vychylkou z rovnovazné polohy ¢ je (viz obr. 8)

x=Isinp, y=—lcosyp, (9)
tyto vztahy dvakrat derivujeme podle ¢asu
i=—lsinp@® +lcospd, §=Ilcospp®+1lsinpd. (10)
Dosadme nyni z (9) a (10) do rovnice (8), dostavame
1% sin pcos p p° — 1% cos® p & — 1% cos psinp p® — [*sin® p = glsinp,
=l =gsingp,

coz je rovnice matematického kyvadla ze zadani.

c¢) Polomér polokoule ozna¢me R a soufadnicovou soustavu zvolme stejnou jako v ¢asti a). Jeli-
koz télisko klouze po polokouli, vazebna podminka bude f = 2 +y* — R? = 0. Lagrangeovy
rovnice 1. druhu budou shodné s témi, které jsme odvodili v ¢asti b),

mI =2 \x, my=—mg-+2\y.
Ted provedeme maly trik. Prvni rovnici vynasobime xz, druhou y a se¢teme je
m(ixz + jy) = —mgy + 2X(2* + y°) . (11)
Dvakrat zderivujeme vazebnou podminku

ﬂ:2m+2yy:0, d2—f:2:1'72+2g'/2—|—2acb3—|—2yj):0. (12)
dt dt?
Nyni si sta¢i uvédomit, ze R*> = x®+y? a pro rychlost plati v* = &? 472, potom z rovnic (11)
a (12) dostaneme

—mv® = —mgy + 2\R>.

Abychom si usetrili integrovani pohybovych rovnic, pouzijeme rovnou zakon zachovani
energie mv? /2 + mgy = mgR, ktery spolu s posledni rovnici dava

2
2mg(y — R) = —mgy + 2AR> = y= ZR—i— 2AR :
3 3mg

Néas zajima poloha téliska v okamziku, kdy A = 0 (pravé tehdy se odlepi od polokoule).
Vyska télesa v tomto okamziku bude y = 2R/3.

Honza Prachar
honzik@fykos.mff.cuni.cz
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Serial na pokracovani

Kapitola 3: Pouziti Lagrangeova formalismu, priklady

Hlavnim ti¢elem tohoto serialu neni vylozit rigorézné vsechnu teorii, ktera se tyka Lagrange-
ovského formalismu, ale spiSe naucit ho efektivé pouzivat, zaméiime se ted na piiklady. Proto
kapitole, staci znat pojem derivace.

V predchazejicich kapitolach byl vyklad prokladan priklady, ty vsak byly vétsinou velmi
jednoduché. Cilem nebylo tyto tlohy vyresit, to by slo daleko jednoduseji s pomoci newtonovské
mechaniky, ale ukézat principy, pomoci nichz se fesi slozit&jsi priklady. Pravé na ty se ted
nez newtonovsky.

Zatim jsme si vysvétlili, jak funguji urcité principy mechaniky a jak s nimi pocitat. Umime
pocitat s D’Alembertovym principem, Lagrangeovymi rovnicemi, ale nevime, kdy presné co
mame pouzit.

Princip virtudlni prace

Tento princip je velmi vyhodny pfi urcovani rovnovaznych poloh. Je naopak témér nepo-
uzitelny pfi pocitani dynamického vyvoje soustavy. Samotny vypocet casto spociva v tom, Ze

vyjadiime polohu tézisté soustavy pomoci néjakych parametri (které se mohou ménit — tieba
uhel, nebo néjaka vzdalenost). Potom fesime rovnici vyjadiujici princip virtudlni prace

3
i=1

Reseni se vétsinou redukuje na hledani extrému néjaké soufadnice tézisté x; jako funkce zvo-
lenych parametri, nebot v téchto extrémnich bodech plati dx; = 0. Jedné se vlastné o hledani
miniméalni potencialni energie. )
Priklad 8 — rovnovazna poloha tycky 7
Najdéte rovnovaznou polohu tycky znazornéné na obrazku 9. [
M4 délku 2I, je opfena o hranu stolu a sténu. 9

Reseni I 4

Protoze se jedna o statickou dlohu, pouzijeme princip vir-
tualni prace. Pokud si zavedeme soutradnicovou soustavu s vo- -4
dorovnou osou x a svislou osou y, mizeme psat

Foox + Fyoy =0. ’
Obr. 9

Protoze jedina vtisténa sila je zde tiha tycky G, ktera ma smér
osy y, redukuje se tento vztah na tvar

G- Sy=0 = dy=0.
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vvvvvvvvvvvv

Vv

vyjadiime jako y = —atgd + [sin¥. Virtualni posunuti bude nulové, kdyz funkce y = y(9})
bude nabyvat extrému. To je dilezité si uvédomit i v jiném pripadé. Plati tedy

_dy oo a _
5y—@-519—( m+lcosﬁ)519—0.

Potom jiz lehko dostaneme

a 3 a
l — — =
o2 D 4+lcosy=0 = cos ¥ ]

Z toho jiz lehko najdeme hledany vysledek.

Lagrangeovy rovnice 1. druhu

I kdyz maji Lagrangeovy rovnice 1. druhu svij velky vyznam, k samotnym vypoctim
se prili§ neuzivaji. Jednak byva c¢asto obtizné najit vazebnou rovnici (nebo je fesit v obec-
nych souradnicich) a hlavné se daji vétsinou pouzit ke stejnému vypoctu Lagrangeovy rovnice
2. druhu, se kterymi se pocita 1épe. Nicméné je dobré mit Lagrangeovy rovnice 1. druhu na
zieteli a zapamatovat si ideu, ze které vychézeji.

Lagrangeovy rovnice 2. druhu

Ty maji naopak velmi Siroké pouziti, a to nejen v mechanice. Nalezeni potencialni a kine-
tické energie byva totiz casto daleko jednodussi, nez se zabyvat ptisobicimi silami. Pouzivaji se
tedy k urcovani pohybu dynamickych systémii, napt. riznych zrychlenych pohybu ¢i kmitani.
Problém se v podstaté redukuje pouze na nalezeni vhodnych soutadnic, v nichz vyjadiime
Lagrangian.

Priklad 9 — duty valec s kulickou

Najdéte periodu malych kmitid soustavy na obrazku 10. Duty
valec, ke kterému je pevné pripevnéna kulicka, se pohybuje
volné.

Reseni

Valec se muze jen prevalovat z jedné strany na druhou,
ma tedy jeden stupen volnosti. Za soutadnici si zvolime thel
otoceni valce z rovnovazné soustavy. Pro kinetickou energii
plati

1. 1. 1 2 .
T = §J1g02 + §J2g02 =3 (2MR2 + gmr2 +m(R — r)2) 4,02. Obr. 10
K urceni momentu setrvacnosti kulicky vici ose prochazejici sttedem dutého valce jsme pouzili
Steinerovu vétu. Potencialni energie dutého valce ziistava stale stejna, pro potencialni energii
kulicky plati

V =mgR(1 —cosyp).

Dosadime do Lagrangeovych rovnic.

NT —-V) +28(T—V)
Oy dt 0Op

2
= mgRsin ¢ + (QMR2 + gmr2 +m(R — r)2> $»=0.
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Zavedeme-li aproximaci sin ¢ ~ ¢, dostaneme po upraveé

mgR
2MR? + m (R? — 2Rr + Tr2/5)

¢+ =0,
coz je rovnice harmonickych kmitt a plati

2 mgR
"~ 2MR2 +m (R2 —2Rr + 7r2/5)

w

Odtud jiz snadno vypocitame periodu kmit.

Priklad 10 — soustava bremena a kladek Y
Na zavér kapitoly spocitejme jeden priklad tremi riznymi
zpusoby, které teoreticka mechanika nabizi. Budeme urcovat
zrychleni télesa M na obrazku 11.

O—N

- . 1 2|
Reseni

Zvolme kartézskou soustavu tak, ze osa x miri doli. Po-
hyb vsech téles je zfejmé jednorozmérny, budeme se zabyvat
jen x-ovou soutradnici. Oznacime x1, x2 soutadnice kladek, ) | M m
X souradnici bremene. Levé lano ma délku Li, pravé Ls.

Vazebné podminky jsou vyjadreny rovnicemi Obr. 11

f1:2$1—{—X—L1:0,
fo=2x24+X — Ly =0.

Systém ma tedy jeden stupen volnosti, za nezavislou souradnici zvolime X. Pro virtualni
posunuti kladek dostaneme podminky

5%1 :(5372 :—%5X

Pro zrychleni derivovanim vazebnych podminek obdrzime
i1 == -1 X. (13)

Zde se cesty feseni rozchézeji podle pouzité metody.

a) D’Alembertuv princip
Pohybovéa rovnice

po rozepsani dava
mi(g — 1) -0z + M(g— X) - 6X 4+ ma(g — i2) - dza = 0.
Po dosazeni za virtualni posunuti a zrychleni dostaneme

[~imi(g+1X)+ M(g— X) — Ltma(g+ 1X)]-6X = 0.

18



Fyzikalni korespondenc¢ni seminar UK MFF ro¢nik XVIII ¢islo 5/7

7 toho jiz snadno vyjadrime zrychleni X.

X_ 4M—2(m1—|—m2)
 AM +m + mo

(14)

b) Lagrangeovy rovnice 1. druhu
Spolu s vazebnymi podminkami mame soustavu t¥i rovnic (pro kazdé téleso jednu)

2
Fi + Z Aagrad; fa =mnr,
A=1

2
Fy+ ) Aagrad, fa = mi

A=1

2
F+> Xagradfa=MR.
A=1

Vazebné rovnice jsou dvé, dva musi byt také koeficienty A. Pro gradienty dostaneme po
derivovani

grad, fi = (2,0,0), grad, f2 =(0,0,0),
grad, f1 = (0,0,0), grad, f2 =(2,0,0),
gradfl = (17070)7 gradfg = (17070)

Po rozepsani soustavy v x-ovych slozkach dostaneme

miZi = mig + 21,
maZa = mag + 22,

MX =Mg+ X + Xa.

Po dosazeni za zrychleni %1 a Z2 z rovnice (13) dostaneme t¥i rovnice pro tfi nezndmé X,
A1, A2. ReSenim vychézi (14) a navic pro napéti lan

3M 3M

A= — o = — .
! mlg4M+m1+m2’ 2 m294M+m1+m2

c) Lagrangeovy rovnice 2. druhu
Uvazime-li, ze potencialni energie télesa V' je zavisla pouze na X a kineticka energie T'
pouze na X, rovnici miizeme psat ve tvaru

oV d oT
a—X—FEa—X—O. (15)

Podobna podminka jako pro zrychleni (13) a pro virtualni posunuti plati i pro rychlosti.
Derivaci vazebné podminky
T1=Z2 = —%X .
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Pro kinetickou a potencialni energii potom dostavame
T = imidl + tmods + T MX? = L(AM +m1 + m2)X?,
V=miz19 +moxeg+ MXg = %gX(2M —mi —ma) + %mlng + %mgng )
Po dosazeni do (15) pak vyjde vztah pro zrychleni X
%g(QM —mi —mz) + i(4M + ma +m2)X,

odtud
i - AM — 2(m1 4+ mo2)

AM 4+ m1 + me

Uloha V.S ... Merkur, jama a kyvadlo
V nasledujicich tlohach ovérime vasi znalost vSech dosud probranych kapitol mechaniky,
tj. Newtonova formalismu, D’Alembertova principu a Lagrangeova formalismu.

a) Predstavte si planetu Merkur obihajici kolem Slunce. Jak znédmo,
jeho elipticka trajektorie se staci (posouva se poloha perihélia), coz
nemiuze byt zplisobeno gravitacni silou

mMr

F =
r3

Dokazte, ze kdyz k této sile priddme dodatecnou centralni silu
r
F - C 1"_4 )

kde C' je vhodna konstanta, cela trajektorie (elipsa) se bude otacet
konstantni thlovou rychlosti (¢ili existuje vztazna soustava otace-

jici se konstantni ihlovou rychlosti takova, ze trajektorie v ni bude Obr. 12
elipsa). Znate-li tuto tthlovou rychlost €2, uréete konstantu C. Staci
takovato oprava k zachrané Newtonovy teorie gravitace? ]

b) Uréete rovnovazné polohy homogenni tenké tycky délky [ opiené
o vnitini stény jamky ve tvaru pismene ,V“ (viz obr. 13) v zavis-
losti na vrcholovém tuhlu jamky a.
c) Pomoci Lagrangeovych rovnic vypocitejte periodu malych kmita
dvojzvratného kyvadla na obrazku 12. Zavazi na koncich ne-
hmotné tycky délky [ maji hmotnosti m; a ma, vzdalenost bodu
zaveésu od zavazi o hmotnosti mi je lp. Obr. 13
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