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Mili resitele!

Konec¢né dostavate do rukou autorska feseni prvni série FYKOSu spole¢né se svymi opra-
venymi ulohami. Ve vzorovych resenich se nejen dozvite, jak mélo vypadat feseni spravné,
ale i jaké jste délali nejcastéji chyby apod. S jakymikoliv dotazy ¢i nesrovnalostmi se miiZete
obratit na opravovatele tloh, jejichz e-maily jsou uvedeny pod pfislusnym vzorovym fesenim.

Na konci brozury najdete vysledkovou listinu po jednotlivych roé¢nicich. U Studenta Pilného
je napsan plny pocet bodu za piislusné ulohy. Pokud jste dostali bodt vice nez on, znamend
to, ze se vasSe feSeni opravovateli libilo natolik, ze vam udélil prémii. Ve sloupci oznac¢eném ,I“
je uveden soucet bodt za prvni sérii, ve sloupci , %% procentovy zisk z tloh, které jste letos
poslali. A ve sloupci poslednim je uveden celkovy pocet bodl ziskany za aktudlni roc¢nik.

Déle bychom chtéli pozadat ty, ktefi ndm letos jesté neposlali Feseni Zadné tlohy,
a presto chté&ji dale dostavat nova zadani a vzorova reSeni, aby nam napsali dopis
¢i mail. Pokud tak neucini, dalsi postu jiz od nas letos dostavat nebudou. Az pristi rok jim
z propagacniho oddéleni pfijde zadani prvni série ptistiho ro¢niku.

Na zavér chceme upozornit, ze na nasich webovych strankach http://fykos.mff.cuni.cz na-
leznete zadani a feSeni uloh, vysledky i celé komentafe dokonce mnohem diive, nez vam dojdou
postou. Zvlasté zduraznujeme, zZe feseni tloh se budeme snazit zverejnit co nejdiive po terminu
odeslani. Cely nas web projde brzy ¢aste¢nou prestavbou, proto vase pripominky k sou¢asnym
strankam a napady, co by se mohlo objevit na novych, posilejte prosim na e-mailovou adresu
webmaster@fykos.mff.cuni.cz.
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Soutéz

Kdo vyhrava? Ten, kdo v zaddnich a komentafich, vysledkovych listindch atd. tohoto
ro¢niku najde a oznami (mailem ¢&i postou) nejvice pravopisnych ¢éi vécnych chyb.

O co se hraje? Na prvnich deset hledac¢t chyb ¢ekaji tricka FYKOSu a na nékolik nej-
lepsich navic hodnotné knihy.

Jak méate chyby psat? Uvedte, kde pfesné chyba je a v ¢em spociva. U vécnych, fyzikél-
nich & zavaznjch stylistickych chyb zdfivodnéte. P¥iklad (fiktivni): Cislo 1 (najdete v pravém
hornim roku stranky), strana 3, 3. odstavec: Chybi ¢arka ve vété: ” Ze specialni teorie relativity
vime, ze ...”

Jak se bude vyhodnocovat? Za chyby nalezené v kazdém z ¢isel 3 az 7 (prvni dvé
se poéitaji spolu se tfetim) dostanete podle po¢tu a zavaznosti vami nalezenych chyb 0 az 10
bodi. Chyby objevené vice fesiteli se zapoéitavaji vSem. Na konci vyhravaji resitelé s nejvyssim
sou¢tem. Body za chyby a za tlohy spolu samozfejmé nijak nesouvisi. V pribéhu ro¢niku vam
budeme posilat pribézné poradi.

Proc¢ tato soutéz? Minuly rok se ndm osvéddéila. Ulehéite ndm praci na korekturach pii
pripravé rocenky. Zamyslite se nad tim, zda vdm nepodsouvame nesmysly.
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Zadani lll. série

Termin odeslani: 3. ledna 2005

Uloha III.1 ... teplota na Zemi
Priimérnd teplota na povrchu Zemé je T = 287 K. Jak4 bude nova priimérna teplota 1",
pokud se stfedni vzdélenost mezi Zemi a Sluncem zkrati o 1 %?

Uloha III.2 ... pobiezni hlidka

Plavéik stojici ve vzdélenosti D od bfehu mote nahle spatii topici se bujnou blondynku,
kterd doplavala do vzdalenosti D od bfehu (viz obr. 1). Poradte mu, jak se k ni ma co nejrychleji
dostat, pokud rychlost jeho béhu je v a rychlost plavani v/2. Vzdélenost okraje more od plavéika
zéavisi na thlu ¢ nésledujicim predpisem

D
d(p) = g(Scoscp—Q\/l(icosQLp— 12cosp — 3 —3).

plavéik D D blondynka

Obr. 1. Na plazi

Uloha III.3 ... nabita krychle

Jaky je pomér hodnot elektrostatického potencidlu ve vrcholu a ve stfedu nevodivé rovno-
mérné nabité krychle? Celkovy ndboj na krychli je @ a délka strany krychle je a. Pfedpokla-
dejte, ze elektricky potencial v nekonec¢nu je nulovy.

Uloha III.4 ... s vétroném pres kanal

Jeden znadmy letec se rozhodl ve vétroni preletét kanal La Manche. V Calais se nechal
vyvléci do vysky h = 3km a z této vysky se pfimym klouzavym letem vypravil do Anglie. Jako
dobry pilot vi, kterak pti ustaleném letu vypada zavislost klesaci rychlosti viies na dopredné
rychlosti vdop (viz graf na obr. 2). Poradte mu, jak rychle ma letét, aby doletél co nejdal.

Kdyz je ve tfech ¢tvrtinach cesty do Anglie, za¢ne od ostrovii fudet silny vitr o rychlosti
10m-s~!. Rozhodnéte, jak rychle ma letét nyni, aby se dostal co nejdal. Jaka by musela byt
rychlost vétru, aby mu znemoznila pfistat na pevniné, piipadné aby mu umoznila navrat do
Francie?
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Obr. 2. Zavislost klesaci rychlosti vkies na dopfedné rychlosti vgop.

Uloha II1. P ... véZ z vozickt

Urcete zrychleni prvniho a stého vozicku (poéitdno od zemé) na
obrazku 3. Vozickd je nekonecné mnoho, na obrazku jsou zakresleny
jen prvni ¢tyfi. Spodni vozicek mé hmotnost m, dalsi vozicek, ktery po
ném jezdi, a zdvazi, se kterym je spojen, ma hmotnost m/2. Podobné
dalsi vozicek a zavazi ma hmotnost m/4 atd. Pfedpokladejte, ze zavazi
jsou pripevnéna k vozickium, tj. Ze se ve svislém sméru neodchyluji.
Tteni mezi jednotlivymi vozicky zanedbejte. O O
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Uloha III.E ... hustota vzduchu m

Zméite hustotu vzduchu. Provést to muzete libovolnou metodou, @) @)
nezapomerite k vasi metodé uvést potiebnou teorii. Spravny experi- 7
mentalni vysledek nesmi také postradat urceni chyby zméfené hod- Obr. 3. Vozicky
noty.

|3
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Reseni |. série

Uloha I.1 ... osklivé kadatko (4 body; primeér 1,30; 7esilo 99 studenti)

Opusténé osklivé kacatko ztstalo osamocené uprostred kruhového rybniku. Chce se dostat
za svymi sourozenci a matkou kachnou, ale na bfehu rybnika na néj ¢iha liska. Kacatko je jesté
mladé, proto dokaze vzlétnout pouze z pevné zemé. Urcete maximalni pomér rychlosti béhu
lisky a plavéni kacatka, aby stihlo doplavat na bieh a z néj lisce uletét. Poradte také kacdtku,
Jjakou strategii ma zvolit. Ulohu znala Lenka Zdeborovd.

Meéjme kacatko, necht jeho rychlost je 1 a rychlost
lisky v (bude pak rovna pfimo hledanému poméru). Neni
obtizné nahlédnout, ze je-li kacatko dostatecné blizko
stfedu rybniku, muZze dosdhnout stejné ¢i vétsi thlové
rychlosti rotace kolem stfedu nez liska obihajici po bfehu.
Skutec¢né, je-li kachnicka ve vhodné vzdalenosti r a liska
ve vzdélenosti R od stfedu, thlova rychlost kacatka je

L Obr. 4. Kacatko v rybniku
—-— = WL .

v J—
"R R
Nerovnost plati pro /R < 1/v. Odtud jiz pfimo plyne, Ze se kacdtko muze dostat do situace,
kdy je ve vzdalenosti r = R/v od stfedu a liska se nachdzi na pfesné opac¢né strané rybniku,
tj. spojnice liska—obé&t prochdzi stfedem kruznice. Velka ¢éast Fesiteltl se probojovala az sem.

Ovsem ihned vyvstava otdzka: ,,Co dal?“ Nejjednodussi odpovéd muze znit: ,,Kacatko by
mélo plavat po co nejkratsi cesté ke brehu.“ Prinejmensim bude na biehu za nejkratsi Cas.
Nicméné toto je jen jedna strana mince! Druhd fiké: ,,Podivej se na lisku.“ Ona totiz nezah4li,
nybrz usilovné sprintuje smérem k ocekdvanému piistavisti zviratka. Méli bychom tedy alespon
poptremyslet, zda by nebylo lepsi, aby kachnicka plavala ponékud od lisky.

Mimochodem, nejvétsi ¢ast fesitelu tvrdila, Ze mé kachnicka pla-
vat ze stfedu pfimo rovné k okraji. Zde je vidét, ze se myli, nebot
je-li kachnicka na obvodu naseho pomyslného kruhu, je blize okraji
nez predtim a ligka je stejné jako predtim na opac¢né strané kruhu.

Vratme se k pohybu lisky. Ta vidi kac¢atko na opa¢né strané a nyni
se musi rozhodnout, kam pobézi. Samoziejmé se nezastavi, to by
ka¢atku poskytla néskok. Liska se mtize rozbéhnout, kam chce (ze r
symetrie). Nyni uréime, jak se zachovd kacatko. R

Pochopitelng, poplave vice méné na druhou stranu nez liska (ot4éi
se ve stejném smyslu). Poplave po pfimce, nebot kdyby plavalo po
kiivce z bodu A do B, mohlo by plavat pfimo z A do B, ¢imz by
usetrilo cas. Budeme pfedpokladat, ze liska jednou se rozbéhnuvsi se
jiz neotoci, coz zdivodnime pozdéji.

Z obrazku 5 uréime drahu lisky R(w +9) a drahu kacatka /R2 + r2 — 2Rr cosd. V meznim
pripadé se budou rovnat doby, za které liska a kacatko tyto drahy urazily. To nam poskytne
zévislost v na ¥. Nam zbyva najit maximum této funkce. Pri Gpravé vyuzijeme vztah uvedeny

Obr. 5
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vyse (R/r = v).

R(t +9) =vVR2 +r2 — 2Rrcos 9,
w49 =v+/1+ (r/R)? —2(r/R)cos?,
w49 =v1+0v2—2vcos?,

0=1v"—2vcos¥+1— (x+09)>

Odtud urcime

v =rcos? + /(% + V)2 —sin®9, (1)
pricemz znaménko + pouzijeme, aby bylo v kladné. Zbyva urcit polohu maxima, tj. vztah
derivovat podle ¥ a polozit derivaci rovnu nule

dv . T + 19 — sin19 - cos
— = —sind + =
do (7 + 9)2 —sin? ¥

Po nékolika pfimocarych tpravach se radostné dobereme stavu

w4+ P A
1-2 -
tg +<tg19) 0,

odkud primo plyne
tgd=n+9. (2)

Tuto rovnici nelze fesit analyticky.

Timto postesknutim prace fyzika nesmi skoncit! Samoziejmé neocekavame, ze by student
stfedni $koly mél v malicku numerické metody. Ale kazdy méa pocitac, ktery takové véci umi
provadét. Sta¢i najit vhodny software (napf. Excel), jenz fesi rovnice ¢i kresli grafy. A dokonce
i kdyz clovék s pocitacem nekamaradi, nemusi se vzdat, mé-li chytrou hlavu. Co tieba nasle-
dujici tivaha. Kdyz se mi podaii najit ¥ tak, ze tg? < m + ¢ a vzapéti jiné ¢, ovSem spliujici
tgd > w + 9, zjistil jsem, v kterém intervalu lezi spravné ¥, spliiujici rovnici (2). Je-li tento
interval pfili§ Siroky, provedu hleddni znovu, ¥ budu ale vybirat z tohoto nového intervalu. In-
tervaly zuzuji tak dlouho, dokud nejsou dostatecné tzké. Je to sice ponékud pracné, ale najdu
alespon pfibliznou hodnotu 9.

Prakticky je nejlépe rovnici upravit na tvar tgd —m — 9 = 0 a sledovat znaménko nové levé
strany. Vyberu na zacatku interval, pro ktery plati, ze vlevo je leva strana zaporna a vpravo
kladna (nebo naopak). Pak se podivam na hodnotu levé strany uprostied intervalu. Je-li kladn4,
vezmu za novy interval levou polovinu, je-li zdporna, vezmu pravou polovinu, a postup opakuji
tak dlouho, dokud neni interval pro mé tcely dostatecné tzky. V kazdém kroku se zmensi na
polovinu, tj. konvergence je rychla.

Touto metodou se dé ziskat odhad

¥~1352 = wv=4,601,

ktery je spravnym feSenim tulohy.

Bylo by dobré se jesté podivat, co to znamena geometricky. Dokazeme, Ze se vlastné jedna
o teénu k malé kruznici! Je-li totiz onen trojahelnik pravouhly (tedy jde-li o te¢nu), musi pro
néj platit Pythagorova véta. Vyjadfeno rovnici

R*=7>+R*+7r®> —2Rrcosd = =
cos ¥

=v.

1 R
.
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Nicméné dosadime-li do naseho vyrazu (1) pro v podminku nulové derivace (2), zjistime totéz

v=-cos?+ /(7 + )2 —sin® ¥ = cos ¥ + /tg? ¥ — sin? ¥ = cos ¥ + sin ¥ - tg ¥ = 119
cos

Tedy trojuhelnik je pravouhly.

Zbyva nam maly restik, totiz diskutovat, co se stane, otoCi-li se liska. Liska se nejdfiv
musi vratit do své ptvodni pozice. Kdyz je vpravo od ni a kacatko plavalo po tec¢né, primka
stfed-liska lezi vlevo od kacatka. Bude-li se liska vracet, pak kacatko tuto pfimku protne.
Mame situaci jako na zacatku, jenze kacatko je nyni dale od stfedu nez predtim. Cili liska si
uskodila.

Podle po¢tu spravnych feseni se d& usoudit, Ze pro vétsinu fesitelu ¢teni tohoto textu nebyla
aplna ztrata casu.

Matous Ringel
matous@fykos.mff.cuni.cz

Uloha I.2 ... pristrizené kyvadlo (3 body; primeér 2,43; resilo 105 studentti)

Mala hmotna kulicka visi na konci nehmotného provazku a kmita svoji vlastni frekvenci f
kolem rovnovéazné polohy (viz obr. 6). Jakd bude vlastni frekvence f’, pokud zkrétime provazek
na polovinu? Uloha pochdzi z MFO v Kanadé, 1997.

Reseni této tlohy bylo opravdu jednoduché. Malou hmotnou kuli¢ku na nehmotném zévésu
lze v dobrém pfiblizeni povazovat za matematické kyvadlo (polomér kulicky je maly v porov-
nani s délkou zavésu, zavés je nehmotny, vychylka je do 5°). Stacilo tedy pouzit vztah pro
frekvenci matematického kyvadla

_ L. /e
f=5-\7" ®3)

Dosadime-li do tohoto vztahu délku zkraceného kyvadla, ziskame
-1 ]9
F= on \1/2°

F 12w \/2g]1 .
Obr. 6 T~ an ol = f=fV2,

¢imz ziskdme hledany vztah mezi ptivodni a novou frekvenci.

Chceme-li si odvodit (3), rozebereme sily ptsobici na kulicku. Tihovou silu rozlozime do
smeéru tecného ke sméru pohybu a do sméru kolmého na smér pohybu. Normalova slozka tihové
sily je kompenzovéana silou zavésu, takze vyslednice sil ma nenulovou slozku pouze ve sméru
pohybu kulicky. Druhé impulzova véta fika

Rovnice podélime

Jo=M,

kde J je moment setrva¢nosti kulicky vzhledem k zavésu (J = mi®) a M je velikost momentu
sil pisobiciho na kulicku
M = mglsinyp.
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Dosazenim do rovnice druhé impulzové véty ziskdme (moment dosazujeme se zadpornym zna-
ménkem, protoze pusobi proti sméru pohybu)

mlzc;b = —mglsinp,

¢+%$n¢:0. (4)

Tato rovnice nejde analyticky vyftesit. Uvazujeme-li vychylku malou, je
singp = @

a rovnice (4) ziskd mnohem jednodussi tvar

. g
P+ e=0. (5)
Toto je rovnice harmonickych kmitu, jejimz feSenim je

o = Acos (wt + o),

kde A je amplituda, ag je pocatecni faze a w thlova frekvence harmonickych kmitia. Abychom
zjistili hodnotu w, dosadime ¢ z této rovnice do (5)

— Aw? cos (wt + o) + % Acos (wt+ap) =0.

Ma-li tato rovnice platit pro vSechna ¢, okamzité dostavame

A =49 = w=,/Y.
l l
Pro frekvenci plati
_w_1 g
F= 2n  2mw 1’

dostali jsme tedy vysledek (3).

Vétsina Fesiteld méla tuto tlohu spravné, nejcastéjsi chybou byla zdména vzorct pro frek-
venci a periodu. Resitelim pak vysla prevracena hodnota f'/f = 1/ V2, coz je nesmysl. N&kolik
z vas také pristoupilo k feseni tlohy experimentélné, to ale nebylo nasim zadmérem.

Petra Sukova € Martin Rybar
pet@fykos.mff.cuni.cz, martin@fykos.mff.cuni.cz

Uloha 1.3 ... mistr zednik (4 body; primér 2,33; vesilo 75 studenti)
Zednik stavi cihly na sebe do vysky jako schody. Snazi se je postavit co nejvice do dalky
a vi, Ze jich miize pouzit, kolik chce. Poradte mu, jak to ma provést, aby se ,dostal® co moznd
nejdale, i kdyz nesmi pouzivat maltu.
Na dlohu si vzpomnél Jarda Trnka, kdyZ doma stavél pricku.
Aby soustava cihel nespadla, musi platit, Ze ¢ast soustavy nad libovolnou cihlou musi mit

t6218t6 umistit pravé nad boéni hranu (ve sméru stavéni) této cihly.
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Vzhledem k vySe uvedenym tivaham bude nejvhodnéjsi ur- Fe-----
¢ovat polohy cihel seshora dolti. Mame-li dvojici cihel, budou |
predchézejici tivahy naplnény v pfipadé€, ze horni cihla bude |
pfeénivat pravé o a/2, je-li a délka hrany podstavy (viz ob- |

|
|
|
|
|

1

Q

—
|

rézek 7). Nyni uvazme situaci pro (n+1)-ni cihlu shora. Cast (n—1)m
soustavy nad touto cihlou mizeme rozdélit na cihlu bezpro-
stfedné nad ni (tedy n-tou shora) a na zbylou ¢ast obsahujici
n—1 cihel. Podle vySe zminéné tvahy jsme soustavu nad n-tou
cihlou umistili tak, zZe jeji tézisté je nad bo¢ni hranou n-té cihly
a jeji hmotnost je m(n—1), kde m je hmotnost jedné cihly. m
Ozna¢me d,, délku, o jakou pfe¢niva n-t4 cihla pfes (n+1)-ni.

<«

cihly, plati 4
Obr. 7
1 a
—_— [,m(, fdn) —|—m(n71)dn] =0 = dn=—.
nm 2
Budeme-li takto stavét cihly na sebe, dostaneme se do vzdalenosti rovné souctu vsech
posunuti d;

2 4 6 2n T2 2 3 n ’

Soucet fady v zavorce je nekonecné veliky. To lze nahlédnout tak, Ze si ¢leny fady vhodné

uzédvorkujeme
d=2he i (2 D) (Il )
2 2 3 4 5 6 7 8 '

Soucet ¢lent v zavorce odhadneme nejnizsim ¢lenem skupiny

a 1 1 1 a 1 1 1
>Z2 (14242 244- 4. =2 (14+=4+=4+Z4...).
d_2(+2+ 4+ 8+ ) 2<+2+2+2+ )
Protoze téchto skupin mizeme vytvorit nekone¢né mnoho, s¢itdme nekoneéné mnohokrat 1/2,
soucet fady je nekonecny. Zednik se tedy muze dostat do libovolné vzdalenosti.

Milan Peceria € Jana Hrudikova
milan@fykos.mff.cuni.cz

Uloha I.4 ... vodnik Dé&silko poznava svét (4} body; primér 1,67; vesilo 69 studentt)
Vodnik sedi na dné v cisté klidné vodé svého rybnika a diva se vzhiru, jeho oci jsou
v hloubce h = 1,5 m pod povrchem vody. Jak se Désilkovi jevi prostor nad hladinou? Predpo-
kladejte, ze index lomu oka je stejny jako index lomu vody.
Uloha ze sbirky prof. Vybirala.

Vodnik Désilko uvidi svét podstatné jinak, nez kdyby se dival z hladiny. Je to zptisobeno
lomem svétla, ke kterému dochézi na rozhrani vzduch-voda. Pro paprsek prochézejici rozhranim
plati Snelliv zdkon lomu

nisina = nasin 3. (6)
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V tomto pfipadé ni < ng, proto se bude paprsek lomit ke kolmici. :
7 této nerovnosti a Snellova zdkona je zfejmé, Ze existuje uréity kri- :
ticky thel B, pod kterym se lomi paprsky dopadajici na hladinu pod L
thlem o = 90°. Pokud 8 > [m, nastava totdlni odraz (muze se ché- |

pat i tak, ze paprsky uz by se nemély kam lomit, a proto se vSechny
odrazi). V naSem pfipadé n1 =1 a ny = 1,33, proto

1
in Bm = —— sin 90° m = 49°.
sin 3 133 sin 90 = p 9
Obr. 8
Pokud se Désilko bude divat pod mensim thlem nez 90° — Br, (méfeno od horizontu), uvidi
odraz dna od hladiny, pod vétsim thlem uvidi nad hladinu. Svét nad hladinou se mu bude

jevit v kruhovém okné o poloméru
r=htgfm = r=17Tm.

Nyni se zamysleme nad tim, jak deformovany se mu bude jevit své€t nad hladinou. Rozum-

néjsi a hlavné elegantnéjsi je fesit to pomoci thlt nez pomoci vzda-
lenosti. Clovék (i vodnik) totiz vnima véci v prostiedi pomoci whli

[
| Aa
a pak az podle zkusenosti vyhodnoti, jak je dana véc velikd, pfipadné : -
jak je daleko. L =7
>

Kdyby byl Désilko na hlading, vidél by pfedmét ve sméru thlu «
pod thlem Aa (muzeme ho nazvat thlovou velikosti). Pod hladinou
jej uvidi ve sméru thlu 8 pod thlem AS. Zjevné plati vztah

n1sin (o + Aa) = nasin (8 + Af),

Obr. 9
n1 (sin o cos Aa + cos asin Aa) = ng (sin S cos AS + cos Bsin AS) . '

Pro malé ahly Aa, AG plati pfiblizné sin Aa = A« a cos Aa = 1, dostavame tedy
ny (sina + Aacosa) = ng (sin 8 + ABcos ) .

Pomoci (6) a vztahu

cosﬁ:\/lfsinzﬂ:\/1fn§/n§-sin2a

muZeme rovnici upravit na tvar

Aa  no 1 —n2/n3 - sin®
AB T m 1 —sin? ’
Vyraz na levé strané je pomér mezi thly Aa a AS a zjevné mé vyznam relativni vertikalni
zmény uhlové velikosti pfedmétu pii prechodu z prostiedi o indexu lomu n; do prostiredi
s indexem lomu n2 v zéavislosti na thlu, pod kterym bychom jej pozorovali bez optického
rozhrani. Z vyrazu na pravé strané lze vycist nejen vlastni zvétseni, ale pfi hlub§im rozboru
z néj lze vycist i vlastnosti kritického uhlu a vibec charakteristiku celého lomu.

V nasem pripadé bude dochéazet ke zmenseni, coz se dalo urcit i z obrazku. Pro « jdouci
k 90° poroste zmenseni nade vSechny meze. Neni bez zajimavosti prozkoumat, jak se tato
funkce na intervalu (0°,90°) chovéa (viz obr. 10).
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K vysledku, ze Désilko uvidi nad hladinu pouze kruhovym otvorem, dospélo hodné fesiteli.
Vétsina se ale pak spokojila s konstatovanim, Ze obraz svéta bude zdeformovany a zmenseny.
Jen maélo se pokusilo o rozumnou analyzu této deformace, at uz graficky nebo pocetné.

Vojta Krejcirik
vojta®@fykos.mff.cuni.cz

Uloha I.P ... antiraketa (4 body; primér 1,60; vesilo 82 studentt)

Uvazme nadobu na koleckach s otvorem dle obr. 11. Unika-li stlaceny vzduch z nadoby
ven, nadoba se pohybuje. Jde o princip analogicky raketovym motorim. Piedstavme si nyni
opacnou situaci. Nadobu, v niz bylo vakuum, umisténou ve vzduchu, ktery do nadoby proudi
malym otvorem. Jak se bude nadoba pohybovat? Piedpokladejte, ze se nadoba mize po zemi
pohybovat bez odporu. Uloha z proniho roéniku FYKOSu.

Ujasnime si nejdiive pocatecni stav. Molekuly plynu obklopuji
antiraketu, uvnitf se vSak nenachézi zadna molekula. Jedna se tedy
o znacné usporadany stav, ktery se urcité nezachova a prejde do
konec¢ného, co nejvice neusporadaného stavu. Molekuly v ném bu-
dou vyplnovat cely prostor okolo a uvniti antirakety. Takze nas uz
zajima jen to, co se dé€je mezi témito stavy s antiraketou. .

Mizeme zvolit rizné pristupy k tomuto problému (dohodneme 7
se vSak, Ze bez vétsi chyby muzeme zanedbat pfipadny odpor plynu Obr. 11. Antiraketa
vUéi raketé, protoze se bude pohybovat velmi pomalu). O tlaku
pfed otvorem muzeme fFici, Ze je jen nepodstatné mensi nez tlak v okoli, protoze okoli je
neohranicené a tlaky se velmi rychle vyrovnavaji. Jedné se tedy o kvazistacionarni déj.

Mikroskopicky pfistup

P1i tomto pristupu se snazime zjistit, co se déje s jednotlivymi molekulami. V prvni fadé
si uvédomme, Ze molekuly uvniti antirakety, které narazi na jeji zadni sténu (sténa naproti
otvoru), na ni neztstanou ,pfilepené“, ale odrazi se k otvoru, a nékteré dokonce pfes néj vyleti
ven. Zaroven dochdzi ke srazkdm uvnitt nddoby a pfes otvor ptilétaji molekuly (s postupujicim
¢asem stéle méné). Museli bychom tedy néjak vyjadrit, kolik molekul narézi do zadni a kolik do
predni stény, coz zjevné viibec neni jednoduché. Jinymi slovy, tento pfistup neni realizovatelny
jednoduchymi tvahami.

10
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Tlak plynu

Dohodli jsme se na predpokladu, ze antiraketa se bude pohybovat pomalu. To znamena,
ze tlak pred a za antiraketou je bez vétsi chyby stejné velky, ozna¢me ho pi(t) (tlak v Case t).
Zevniti pusobi na zadni sténu tlak ps(t), na predni sténu tlak ps(t), ktery urcité nebude mensi
nez tlak p2(t), pokud pfedni sténou vlétavaji molekuly. V koneéném stavu jsou samoziejmé
stejné velké, plati pa(t) < p3(t). Na zadni sténu ptlisobi tedy sila

F, = S[p(t) — p2(1)],
v pfedni sténé je otvor o plose AS, takze vysledna sila je
Fp = (5= AS)[pi(t) — ps(t)] -
Porovnanim sil zjistujeme F, > F, protoze S > S — AS a

p1(t) — p2(t) > pi(t) — pa(t).

To znamend, Ze vyslednd sila ma smér F, a velikost F'(t) = |F, — F},|. Antiraketa se pohybuje
otvorem smérem dopfedu. Vzhledem k tomu, ze tlaky se vyrovnavaji, se tato sila s casem
zmens§uje. Antiraketa se pohybuje se stile se zmens§ujicim zrychlenim.

Nékteri Tesitelé si situaci zjednodusili tvrzenim, ze pied otvorem vznikad podtlak, ktery
antiraketu ,,vcucava“, coz je, jak uz vite, zanedbatelné.

Zdkon zachovani energie

Energie je skalarni veli¢inou, proto ndm pfi zjistovani sméru pohybu nepomiiZe znalost
zmény celkové energie molekul plynu. Mohli bychom vsak zjistit, zda se viibec zméni; museli
bychom ale néjakym numerickym zptsobem spocitat celkovou energii molekul plynu na konci
celého déje. Takze tato metoda nam prilis nepomiize. Nékteri fesitelé si uvédomili, ze pokud
se plyn rozpinad do vakua, nekond praci, protoze ji nema kam odevzdat. Nas pfipad vSak neni
analogicky, protoze antiraketa se mize pohybovat.

Zdkon zachovani hybnosti

Predpokladame, ze plyn v okoli se nachazi v kvazistacionarnim stavu, celkova jeho hyb-
nost je tedy nulova. Otvorem miizou vyletovat jen molekuly, které maji nenulovou vodorovnou
slozku hybnosti ve sméru k otvoru. Je jich vSak méné nez molekul, které do antirakety vle-
tuji, protoZe uvnitt antirakety je mensi koncentrace molekul. Vyletujici molekuly maji proto
mensi hybnost nez vletujici molekuly. Aby platil zdkon zachovani hybnosti, musi se antiraketa
pohybovat ve sméru opa¢ném nez vlétavajici molekuly, to znamend otvorem doptedu.

Postupné se hybnosti molekul, které prolétavaji otvorem opa¢nym smérem, vyrovnavaji,
protoze se tlaky postupné vyrovnédvaji. Antiraketa proto zvySuje svou hybnost stdle méng,
zrychleni je stale mensi, dokud se tlaky nevyrovanaji. Tehdy je rovné nule.

V kazdém pripadé je vysledny pohyb antirakety témér nepostiehnutelny.

Peter Zalom
peter@fykos.mff.cuni.cz
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Uloha I.E ... a pfece se todi (8 bodi; primér 4,38; Tesilo 46 studentt)

Jiz nékolik stoleti vime, Ze se Zemé toci. Zmérte tedy dobu, za kterou se Zemé otoc¢i o 360°
kolem své osy. Své méreni se pokuste provést co nejpresnéji. Miizete navrhnout a vypracovat
nékolik riiznych metod a jejich vysledky porovnat. V kazdém pripadé provedte dostatek méfent,
abyste je mohli statisticky zpracovat. Ulohu vymyslel kolektiv viech organizdtori.

Teorie

Jako zptisob urceni doby rotace se nabizi mérit dobu mezi po sobé nasledujicimi zapady
Slunce nebo pomoci stinu. Oba tyto zptusoby maji jednu vadu — Zemé kromé pohybu kolem
vlastni osy jesté obiha kolem Slunce. Kdyz slune¢ni paprsky dopadaji na zemsky povrch znovu
pod tymz thlem, Zemé se mezitim stihla pooto¢it kolem Slunce o 360°/365,25 (asi 1°), a tak
v tu dobu Zemé neorotovala o celych 360°, ale jen o pfiblizné 359°. Je tieba provést prislusnou
korekci. Ani takhle to vSak neni tplné v poradku, nebot trajektorie, po které obihd Zemé okolo
Slunce, neni kruznice, nybrz elipsa a rychlost pohybu Zemé je v rtiznych mistech trajektorie
riiznd (2. Keplertv zékon)®.

Vhodnéjsi metodou je urcovat dobu rotace z polohy hvézd. Pohyb hvézd a pohyb stfedu
Zemé vzhledem ke vzdalenym hvézddm miZeme v tomto piipadé skutecné zanedbat. Pokud
mame pristup ke hvézdaiskému dalekohledu, miizeme jej pro toto méreni vyuzit. (Co jiného
nez hvézdarsky dalekohled vydrzi nehnuté stat po celych 23 h 56 min anebo pomoci ¢eho jiného
lze na stupnici odeéitat rektascenzi?)

Dale mtuzeme vyuzit metodu Foucaultova kyvadla. Tato metoda je vSak naro¢nd na prak-
tické provedeni a nepfesnosti. Dalsi moznosti je zmérit tihové zrychleni, které, jak znamo,
zéavisi na rychlosti rotace Zemé. Chyba takového méfeni by vsak byla srovnatelnd s méfenou
hodnotou.

Vysledky méreni

Jelikoz jsem neméla k méfeni dostatek hvézdnych noci, rozhodla jsem se pouzit namérené
hodnoty nékterého z fesiteli. Kdyby toto feSeni mélo byt zcela autorské, nemohlo by byt
v zddném pripadé vzorové, protoze vysledky Stanislava Vosolsobé nebo Tomdse Bedndrika by
byly ocividné lepsi nez ty moje. Vybrala jsem ke zvefejnéni Stanislavovo feSeni. Ten méril
v Sesti dnech ¢as, kdy se hvézda Capella promitla do uréitého bodu.

1. méreni 2. méfeni
den | ¢1 [h:min:s] | A¢; [min:s] | ¢2 [h:min:s] | Aty [min:s]

1| 20:36:35 — 20:40:15 —

2| 20:24:47 3:56 20:28:25 3:57
3| 20:20:50 3:57 20:29:05 4:20
4| 20:12:50 4:00 20:16:00 4:03
5| 20:05:20 3:45 20:07:50 4:05
6| 20:01:37 3:34 20:03:58 3:52

Vypocitame primérnou hodnotu At a smérodatnou odchylku sa¢, k hrubé chybé nedoslo.

At =4 min 29s, sar =6,7s.

D Je uzitetné nakreslit si obrazek. Pojmy jako hvézdny a slunecni den jsou objasnény napft.
v gymnazialni ucebnici fyziky — dil astrofyzika.

12
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Jako celkovou chybu vezmeme trojnasobek smérodatné odchylky, chyba méfeni je vici ni za-
nedbatelna
At = (4,0 £ 0,3) min.

Pro dobu rotace Zemé dostavame
T=24h— At =23h 56min 0s + 205,

v ramci chyby se shodujeme s tabulkovou hodnotou 23h 56 min 4s.
Poznamky k doslym resenim

Musim hned zduraznit, Ze tato tloha byla experimentalni. Sesla se nam totiz spousta feseni,
ktera byla sice spravné, avSak néco jim chybélo. Tim néc¢im nebylo nic jiného nez naméfené
hodnoty, jejich zpracovani a zhodnoceni jejich pfesnosti resp. nepfesnosti, plus pfipadny de-
tailnéjsi popis provedeni experimentu. P¥i bodovani se cenilo i navrzeni dalsich alternativnich
metod.

Velka ¢ast z vas méfila dobu rotace pomoci Slunce. Mnoho téch, ktefi mérili touto metodou,
obdrzelo takika tabulkovy vysledek 23 h 56 min, ackoliv vét§ina z nich zapomnéla spachat jiz
vyse zminénou korekci. Na prvni pohled to je prekvapivé, ale mam takovy pocit, ze kdyz
¢lovék tusi, co by mél spravné namérit, vice ¢i méné podvédomé odecitd hodnoty tak, aby se
vysledkem stala pravé ona ocekavanad hodnota.

Druhé zhruba polovina fesiteld urcovala dobu rotace z polohy hvézd. Zde bych rada vy-
zdvihla Gsili Jakuba Bendy, ktery si pro Gcely experimentu sestrojil vlastni astrolab.

Rotaci Zemé pomoci Foucaultova kyvadla ¢i tihového zrychleni nikdo neméftil. Vzhledem

k naroc¢nosti obou metod se tomu ani nedivim. . .
Jana Ringelova

jana®@fykos.mff.cuni.cz

Uloha I.S ... kinematika hmotného bodu (5 bodi; primeér 3,84; vesilo 81 studenti)

a) Poloha hmotného bodu v zavislosti na ¢ase v kartézské souiadnicové soustavé je popsdna
polohovym vektorem
r(t) = (Rcoswt, Rsinwt,d).

Urcete, jak zdvisi na ¢ase vektory v(t) a a(t). Vypocitejte také te¢nou, normalovou a bi-
normalovou slozku zrychleni.
b) Kolo poloméru R se vali bez prokluzovdni po piimé draze rychlosti v. S kolem je pevné
spojen bod ve vzdalenosti r od stfedu. Urcete jeho pohyb a rychlost jako funkce casu
v soustavé spojené se Zemi. Miize byt jeho rychlost v urcitém okamziku nulova?
Zadali autori seridlu Honza Prachat a Jarda Trnka.

a) Vektor rychlosti v je roven prvni ¢asové derivaci polohového vektoru r

dt dt a At dt

= (—Rwsinwt, Rw coswt, 0) .

v(t) = dr(t)  d(Rcoswt, Rsinwt,d) (dRcoswt dRsinwt dd)

Vektor zrychleni a je definovan jako prvni casova derivace vektoru rychlosti, plati tedy

a(t)= d‘(/iit) = (—Rw2 coswt, — Rw? sin wt, 0).

13
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K urceni te¢né, normalové a binormalové slozky zrychleni pouzijeme vztahy ze serialu.
Nejprve vypocitame velikost rychlosti

v =|v| = V R2w? sin? wt + R2w? cos? wt = VR?w? = Rw

kde jsme vyuzili sin? o + cos®> @ = 1. Viimnéte si, ze velikost rychlosti nezavisi na case.
Hmotny bod kona rovnomérny pohyb po kruznici o poloméru R thlovou rychlosti w. Pro
tecnou slozku zrychleni vychazi

_dv  d(Rw)
“=F = —a

a pro normalovou (polomér oskula¢ni kruznice je roven R)

v? R%w? 9
an = — = = Rw”.

R R

Binormalova slozka zrychleni ay, je vzdy nulova.
Jedina nenulova slozka zrychleni je tedy normalova, zrychleni mé smér normaly a jeho
velikost je an.

b) Zavedme si kartézskou soufadnicovou soustavu S nasledovné. Osa x je vodorovna a mifi
ve sméru pohybu stfedu kola, osa y mifi svisle vzhtru (viz obr. 12). Pohyb kola je rovinny,
osu z neni tfeba uvazovat. Pocatek souradnicové soustavy umistime na troven zemé. Polohu
stfedu kola, které se pohybuje rychlosti v, popisuje polohovy vektor

rs = (vt, R) .

Nyni ptrejdéme do soustavy spojené se stifedem kola, kterd je rovnéz inercidlni. V ni si
zavedeme soufadnicovou soustavu S’ s poc¢atkem ve stiedu kola a se stejné orientovanymi
osami x a y. V této soustaveé kond hmotny bod, ktery je upevnén ve vzdalenosti r od stiedu,
pohyb po kruznici. Z analogie s ¢ast{ a) dostavame pro polohovy vektor

r' = (rcoswt, —rsinwt),

jen je tfeba uvazit, jakym smérem se bude kolo otacet.
Opét se vratme do soustavy S spojené se Zemi a vyjadieme si polohovy vektor hmotného
bodu. Ten je dan vektorovym souétem r = rs: + r’, dostavadme tedy

r(t) = (vt + rcoswt, R — rsinwt) .

Uhlovou rychlost uréime z podminky, e valici se kolo neprokluzuje. Plati tedy v = wR,
odtud

r(t) = <vt+rcos%7R—rsin%> .

Hmotny bod se bude pohybovat po cykloidé (viz graf na obrazku 12).
Vektor rychlosti urc¢ime derivovanim podle ¢asu

v(t) = v—zsinv—t —ﬁcosv—t = l—isinv—t —Lcosv—t
N R R’ R R) R R’ R R/’

14
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y/R

Obr. 12
Ma-li byt rychlost v urc¢itém okamziku nulova, musi byt obé slozky rychlosti nulové.
Svisla slozka rychlosti bude nulova, pokud argument kosinu bude lichy nasobek /2, coz
nastane v ¢asech R
T

2v

¢
%:(2k+1)% = th=(2k+1)

Rychlost hmotného bodu v téchto ¢asech bude

v(tk):v(lf%sin [(2k+1)%] ,0) :v(l:lz%,o).

Rychlost bude nulova jestlize r = R, tedy pokud se hmotny bod nachézi na obvodu kola,
a k je sudé (k = 2l). Vypoditejme jesté polohu hmotného bodu v tomto okamziku

r(tar) = ((4z+1)?,o),

hmotny bod se pfi nulové rychlosti dotyka zemeé.

Honza Prachar
honzik@fykos.mff.cuni.cz

Serial na pokracovani

Kapitola 2: Lagrangeovska formulace mechaniky

V této kapitole si budeme povidat o zcela jiné formulaci mechaniky, nez je Newtoniv pohled,
ktery jsme si zopakovali minule. Pokud néjaké ¢asti nebudete zcela rozumét, prejdéte rovnou
na priklady, kterymi je vyklad dostatecné prolozen.

Vazby

Newtonovskd mechanika umi prehledné a jednoduse fesit priklady, pokud jsou jednozna¢né
urceny pusobici sily. Problém ale nastane, pokud se objevi vazba. Jednd se o geometrickou
podminku, kterou dana soustava musi spliovat. Vétsinou se jednd o pripad, kdy je téleso
vézano na (musi se pohybovat po) néjakou krivku, napfiklad kruznici ¢i pfimku. Obecné vazbu
hmotného bodu na plochu mizeme matematicky vyjadiit pomoci rovnice

f(xvyvz,t):()' (7)
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Vazba muze byt, jak je zapsano v rovnici (7), obecné zavisla i na éase. Vazeb mtze byt i nékolik,
pro r vazebnych podminek je nutno psat

f](z7y7z7t):0? pro j:17"'7r' (8)

Ukazme si sestaveni takovéto rovnice na nejjednodussich pfipadech.

Priklad 3 — vazebné podminky
Urcete vazebné rovnice pro pohyb hmotného bodu

a) po pfimce, kterd je souhlasnd s osou z,
b) po kruznici se stfedem o soufadnicich [zo, yo] a polomérem R,
¢) po kouli o poloméru R se stfedem na ose y, ktery se pohybuje podél osy y rychlosti v.

Reseni

a) Zde je uréeni podminky jednoduché, vyplyva totiz pfimo ze zadani
y=0, z=0.

b) Pro kazdy bod na kruznici je splnéna rovnice (x —x0)? +(y —y0)*> = R®. Vazebna podminka
ma potom tvar
(x—20)®+ (y—w)?— R*=0, 2=0.

¢) Pro soufadnice hmotného bodu na kouli se stiedem v [0, Yo, 2o0] plati (z —0)* + (y —yo)> +
+(2 — 20)> = R Protoze stied koule je na ose y a y-ova soufadnice stiedu linearné roste
s Casem, plati pro vazebnou podminku

2+ (y—vt)?+22—R*=0.

Pokud mame soustavu vice hmotnych bodi, které jsou navzajem svazany vazebnou pod-
minkou, potom mtizeme rovnici (8) zobecnit pro N hmotnych bodu

fj(mlvylvzla'"7xNavazN7t):Oy pro jzla"'yr'

Index u soufadnic probihd vSechny hmotné body, které se na vazbé podileji. Zkusme si ted
vazby néjakym zpusobem klasifikovat.

Obecnou vazbu danou rovnici (7) nazyvame holonomni. Pokud neobsahuje explicitné ¢as,
nazyvame takovou vazbu skleronomni, v opacném piipadé mluvime o vazbé rheonomni. Va-
zebné podminky mohou zaviset i na rychlostech, formulace Lagrangeovy mechaniky s témito

vvvvvv

Zobecnéné souradnice

Dosud jsme vSechny problémy fesili v kartézskych souradnicich. Zavadéni téchto souradnic
nemusi byt vzdy ,nejpfirozenéjsi“; muzeme najit souradnice, ve kterych se nam bude problém
fesit daleko snadnéji. Jesté vyraznéji to plati pro soustavy s holonomnimi vazbami.

Podivejme se na piiklad 3. K uréeni polohy ¢astice v ¢astech a) a b) ndm staci jenom
jedna soufadnice. V prvnim piipadé je to poloha na ose x, mizeme tedy zistat u kartézskych
soufadnic. V pfipadé b) nam sice k popisu polohy bodu stadi jedno ¢islo — poloha na kruZnici,
v kartézském systému ale potfebujeme k urceni polohy z-ovou i y-ovou souradnici. Kdybychom

16



Fyzikalni korespondené¢ni seminair UK MFF ro¢nik XVIII ¢éislo 3/7

naptiklad znali jen soufadnici y, nedokdzeme z vazebné podminky (7) uréit soufadnici z, pod-
minka je totiz kvadratickd v x i v y. Zavedenim polarnich soutadnic

r=rcosp, Yy=rsine

nam bude k popisu polohy sta¢it pouze soufadnice o, nebot vazebnd podminka ziska tvar
r=R.

Pristupme k definici zobecnénych soufadnic. Predpoklddejme, Ze polohu ¢astice uréime
proménnymi ¢, gz, ¢3. Kartézské soufadnice 1, z2, x3 mizeme vyjadiit takto?

xi:$i(ql,Q2,q:’,,t)~ (9)

Abychom mohli trojici ¢1, g2, g3 nazvat soufadnicemi bodu, musi byt zobrazeni x; vzajemné
jednoznacné, tj. kazdé trojici q1, g2, g3 odpovida pravé jedna trojice x1, x2, zs a naopak. Pak
existuje inverzni zobrazeni

qi = qi(x1, 12, 23,1). (10)

UvaZzujme soustavu s r holonomnimi podminkami (8) a zavedme néasleduji soufadnice. Prv-
nich n = 3 — r zvolime libovolné podle (10) a poslednich r néasledovné

Gits—r = fi(z,y,2,)=0 pro i=1,...,r.

Tudiz (9) dostavé tvar
Ti = Ti(q1, -+, qn,t) . (11)

Kartézské souradnice zavisi jen na prvnich n obecnych soufadnicich, protoze ostatni jsou nu-
lové. Posledni vztah muzeme interpretovat takto. Soufadnice z1, z2, 3 jsou soufadnice bodu
v tfirozmérném prostoru. Zavedenim r holonomnich podminek v tomto prostoru vznikne pod-
prostor® dimenze n, na néjz je pohyb hmotného bodu omezen. Jeho body tedy stadi uréovat
n obecnymi soufadnicemi gz, ..., ¢n, vztahem (11) jsou pak urceny vSechny kartézské soutad-
nice jednoznacné. Protoze polohu ¢astice urcuje n soufadnic, fikdme, ze ma soustava n stupinu
volnosti.

V piikladu 3 mé tedy hmotny bod v ¢asti a) a b) jeden stuperti volnosti a v ¢asti ¢) dva
stupné volnosti.

Matematické kyvadlo je podrobeno dvéma holonomnim vazbam, ma tedy jeden stupen
volnosti, jeho stav popisujeme orientovanym thlem, ktery svird se svislou rovinou.

Pokud chceme fesit problém hmotného bodu omezeného r vazebnymi podminkami, mu-
zeme zustat v kartézskych souradnicich, jak ukazuji Lagrangeovy rovnice 1. druhu. Ve vétsiné
pfipadu je daleko vhodnéjsi prejit k m = 3 — r zobecnénym soufadnicim, které zavadime tak,
aby jimi byly v kazdém Case urcCeny jednoznacné kartézské souradnice. Pti jejich hledani vyu-
zivadme symetrii systému, aby se nam popis systému co nejvice zjednodusil. Pohybové rovnice
v téchto zobecnénych souradnicich ziskame nejlépe z Lagrangeovych rovnic 2. druhu.

diky rtiznym symetriim setkate velice Casto.

2) Oznadeni kartézskych soutadnic jako z, y, z je ekvivaletni s z1, z2, 3. P¥i pouziti indexi
se vice hodi druha moznost.
3) Tento prostor nazjvame konfiguracnim prostorem holonomni soustavy.
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Pokud mé zkoumany systém valcovou symetrii, zavadime tzv. vdlcove
soutadnice (viz obr. 13). V prostoru volime osu, od které mérime vzdale-
nost g, podél ni mérime vzdalenost z a thel otoceni kolem osy udava .
Transformac¢ni vztahy s kartézskym systémem jsou

T =pcosp, y=psinp, z=z.

V systémech se sférickou symetrii zavadime tzv. sférické soutadnice
(viz obr. 14). V prostoru volime bod, od kterého méfime vzdalenost r,
a uhel otocdeni kolem tohoto bodu udévaji ¢ € (0,2nx) a ¢ € (0, 7).
Transformacni vztahy s kartézskou soufadnicovou soustavou jsou

r=rcospsintg, y=rsinpsind, z=rcosd.

Lagrangeovy rovnice 1. druhu

Zavedeni vazeb a vazebnych rovnic nas vede k zahrnuti vazebné sily
do Newtonovych rovnic. Uvazujme nejdiive pohyb omezeny jednou va-
zebnou podminkou (pohyb po plose). Nepfihlizime-li ke tieni (jez mtze
byt eventudlné zapocitdno zvlast), plisobi vazebna plocha na hmotny
bod silou R. Od této sily ocekdviame, Ze je kolmé na vazebnou plochu,
protoze se od plochy nelze odtrhnout ani se do ni zabotit. Tuto vlastnost
muzeme zapsat takto

R =)grad f, (12)

kde f je vazba, grad je diferencidlni vektorovy operator gradient

_(9f of of
gradf_(@x’@y’az)

a A je zatim neurCena funkce Casu. Pro zvidavé ¢tenaie ukazme, Ze vektor grad f je skutecné
kolmy na vazebnou plochu (kolma na tuto plochu je potom i vazebna sila R).
Vezméme dva body, pro které plati f =0

f(z,y,2) =0, flz+de,y+dy,z+dz) =0,

potom také
0= f(il’-f—dil’,y—de,Z—FdZ) _f(ﬂ%y,z)-

Prvni ¢len rozvineme v Taylorovu fadu do prvniho fadu

002 gy 1 01002 g OTEVE) o iy 2,

0= flz.9,2) + Ox Oy 0z
to muzeme ale také zapsat jako skalarni soucin
of of of
=(=,=,=— ) -dr=gradf-d
0 (&t’&y’@z r=grad f-dr,

neboli vektor grad f je kolmy na vektor dr, ten vSak lezi v ploSe f, gradient je tedy nutné
kolmy na plochu f.
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Pridejme vazebnou silu do Newtonovy pohybové rovnice, dostaneme
F +M\grad f = ma. (13)

Tato rovnice se nazyva Lagrangeova rovnice 1. druhu a predstavuje vlastné t¥i pohybové rovnice
pro t¥i soufadnice. Spolu s vazebnou podminkou (7) tak mame soustavu éty¥ rovnic pro ¢tyti
neznameé ag, Gy, G- a .

Piiklad 4 — naklonéna rovina
Urcete slozky zrychleni hmotného bodu pohybujiciho se po naklonéné roviné, ktera svira s vo-
dorovnou podlozkou thel a.

Reseni

Na hmotny bod ptsobi tihova sila, kterd ma slozky F =
= (0,0, —mg). Pro naklonénou rovinu plati tga« = z/z, va-
zebna podminka ma tedy tvar

m
|8
f=xtga—2=0.
F
Vektor grad f ma slozky Q "
Obr. 15. Naklonéna rovina
g7g7g :(tgaaoa_l)
Ox’ dy’ Oz
Vse dosadime do rovnice (13)
(07 Oa 7mg) + )‘(tga7 07 71) = m(a‘z7 Ay, G‘Z) .
Pro jednotlivé slozky dostavame tedy rovnice
Atga =mag, 0=ay, —mg—A=ma,.
Zderivujeme-li vazebnou podminku dvakrat podle ¢asu, dostaneme ¢tvrtou rovnici
aztga—a,=0. (14)

Vyjadfime ze tieti rovnice A\, dosadime do prvni a pouzijeme (14).

t
(=mg — maztga)tga =ma, = az:f%zfgsinacosa,
g% a
ay =0, aZ:axtgoz:—gsiHQOz.

Dostali jsme znamé zrychleni télesa, které se pohybuje po naklonéné rovineé.
Pokud budeme mit vice nezavislych vazebnych podminek r, zapocitdme kazdou jako va-
zebnou silu zvl4st. V tomto pfipadé bude mit Lagrangeova rovnice tvar

F+> Xgradf; =ma. (15)

i=1
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Jde vlastné o Newtoniv zakon sily, v némz rozdélujeme sily na vtisténé F a vazebné R, které
milizeme také napsat pomoci vztahu (12). Zkusme ted vztah (15) zobecnit. Misto zrychleni a
piSme F, coz je druhé derivace polohového vektoru podle ¢asu. Dostdvame tak po dosazeni
do (15) s (8) obecné soustavu ¢tyf diferencialnich rovnic druhého fadu.

-
F+> Xgrad f; = mF,
i=1
fiz,y,2,t) =0, pro i=1,...,7r.

Pokud nechceme pouzit kartézské souradnice (Gasto se pro popis dané soustavy nehodi),
muzZeme pouzit obecné souradnice, o nichZ jsme se jiz néco dozvédéli. Lagrangeovy rovnice
1. druhu budou mit formalné stejny tvar, ve slozkdch je ale jejich vyjadieni dosti slozité (zjed-
nodusi se pouze vazebné podminka). Pro feseni problémt v obecnych soufadnicich proto nebu-
deme Lagrangeovy rovnice 1. druhu pouzivat, dale v textu si na to ukaZzeme daleko vhodnéjsi
nastroj.

Na zavér jesté zminime tvar Lagrangeovych rovnic 1. druhu pro soustavu N hmotnych
bodu. Soustavu budeme popisovat v kartézské souradnicové soustavé. Vezméme si j-ty bod této
soustavy, jemu pfifadime trojici kartézskych souradnic (z;,y;, z;). Soustava necht je omezena
r holonomnimi vazbami

filzi,y1,21,..., N, YN, 2n) =0, d=1,...,7.
Soustava Lagrangeovych rovnic 1. druhu ma tvar

Fi + Z i gradl fl =mih s

i=1

Fn + Z)\i grady fi = mnFn,

=1

kde

gra’d j fl - afl I afl 9 afl .

J 833‘7' 8y]- 82:‘7'
Rovnice jsou vektorové, mame tak 3NV + r diferencidlnich rovnic pro 3N + r neznamych x1, y1,
Z1y--+.9 LN, YN, ZN, /\1,...7 Ar.

Uloha III.S ... Lagrangeovy rovnice 1. druhu

a) Mé&jme hmotny bod zavéseny na nehmotném a nepruzném vlakné. Zavedte kartézskou sou-
fadnicovou soustavu a v ni napiste vazebnou podminku pro hmotny bod.

b) Napiste Lagrangeovy rovnice 1. druhu pro hmotny bod z ¢asti a). Ukazte, ze z nich plyne
pohybova rovnice matematického kyvadla

a}b—{—%sin(p:O,

kde ¢ je thlova vychylka z rovnovazné polohy.

¢) Malé téleso je v klidu na vrcholu polokoule a za¢ne klouzat dolti. Pomoci Lagrangeovych
rovnic 1. druhu uréete, v jaké vysce se téleso odlepi od polokoule. (Napovéda: Téleso se
odlepi v okamziku, kdy A = 0.)
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Kategorie ctvrtych rocniki

jméno $kola 1234PES I % X

Student Pilny MFF UK 4 3 44 4 8 5 32 100 32

1. Stanislav Vosolsobé G U Balvanu Jablonec nN 23434 95 30 94 30

2. Ivan Dimitrov 2324 4 85 28 88 28

3. Roman Fiala VOS a SPSE Plzent 43430 8 - 22 81 22

4. Anton Repko G Sv. Mikulésa, Presov 23432 -5 19 79 19
5.—7. Peter Greskovic¢ G Svidnik 23232 2 - 14 52 14
Petr Housték G Pelhfimov 2340 - 5 14 70 14

Jakub Zdvodny G Bratislava, Grosslingova 4 34 -3 - - 14 93 14

8. Zdenék Kucka G Neumannova, Zd4r n. S. 2 3 1 3 - 4 13 65 13
9.—10. Katerina Fiserovd G Leparovo, Ji¢in 13 -4 4 - 12 80 12
Petr Vasko MasG Petékova, Plzen 1344 - - - 12 80 12

11.-12. Petr Mordvek G Dasicka, Pardubice - 34 - - -4 11 92 11
Zuzana Safernovd G Bilovec -34 - - -4 11 92 11

13. Bedrich Roskovec MasG Petékova, Plzen 1341 -1- 10 43 10

14. Lenka Doubravovd G Matyase Lercha, Brno -3 22 2 - - 9 60 9
15.—16. Michal Humpula G Uhersky Brod 13 -2 - -2 8 50 8
Robert Roreitner MasSS chemicka, Praha, 23100 - 2 8 33 8

17.—18. Zdenék Lochman COP Hronov 11113 — — T 87 7
Petr Novotny COP Hronov 03 -13 - - T 47 7

19.—20. Pavlina Béhmova G Komenského Havirov -3110 - 5 33 5
Tomas Mihalik G Husitska 13100 - — 5 26 5

21. Katerina Zabkovd SPgS Liberec 031- - — — 4 36 4

22. Jiri Kubr COP Hronov 00 --3 - - 3 27 3
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Kategorie tretich rocniku

jméno skola 1234PES I % X

Student Pilny MFF UK 4 3 44 4 8 5 32 100 32

1.—2. Tomas$ Bedndarik G Vsetin 23441 95 28 88 28
Slavomir Takdc G Nové Zamky 2342 4 85 28 88 28

3. Petr Bezmozek Dvordk SPS Jihlava 134316 4 22 69 22

4. Peter Peresini G J. G. Tajovského 23414 7 - 21 7821

5. Ales Podolnik G Kapitana Jarose, Brno 234 -2 5 4 20 71 20
6.—7. Petra Mala G Moravsky Krumlov - 3430 6 2 18 64 18
Zuzana Pébisovd G J. G. Tajovského 134 -3 7 - 18 78 18

8. Petr Smital G Kapitana Jarose, Brno 23331 5 17 71 17

9. Jan Bedndr COP Hronov - 3233 -4 15 7515

10. Libor Sachl G Terezy Novakové Brno 234311 - 14 52 14
11.—15. Ondrej Bilka G Lesni ¢tvrt, Zlin - 341 - 05 13 54 13
Miroslav Hruby BG Barvicova Brno 132016 - 13 48 13

Monika Josiekovd G Cesky Tésin 2342 - 11 13 46 13

Adam Prenosil G Sladkovského ndm., Praha 2 2 4 0 — - 5 13 65 13

Marek Scholz G Neratovice 23 -3 - -5 13 81 13

16.—19. Roman Derco G Svidnik 43311 - - 12 63 12
Tereza Klimosova G Lanskroun - 34 - - -5 12 100 12

Martina Mikovd G Olomouc 23121 3 12 44 12

Jenda Valasek G Broumov -3 -3 -6 - 12 80 12

20.—25. Jiri Hloska G Terezy Novakové Brno 13 --4 -3 11 69 11
Martin Konecny G Boskovice 13400 -3 11 46 11

Martin Kostejn SPgS Liberec 23303 - - 11 58 11

Petr Kubala SPS Frydek Mistek 13 --07 - 11 58 11
Vladimir Sivdk G Ludovita Sttra 13--16 - 11 58 11

Tomds Stastny G D. Tatarku, Poprad 1312121 11 34 11

26.—27. Miroslav Jandcek SPgS Liberec 121 -06 - 10 43 10
Michal Sivdk G Ludovita Sttra -3 --16 - 10 6710

28.—29. Bedta Hergelovd G Lucenec 13410 — — 9 47 9
Tomas Jirotka G Klatovy 13 ---23 9 45 9

30.—32. Jaroslav Handl G Bilovec 413 - - - - 8 73 8
Vojtéch Molda G Vsetin 21221 - - 8 42 8

Jana Vrdbelovd G Ludovita Stuara 131 -1 2 — 8 35 8

33.—34. Martin Hrdlicka G Louny 13 --3 - - 7T 64 7
Jana Pokornd COP Hronov 13 --3 - — T 64 7

35.—36. Lucie Hympdnovd G Kladno 13-101 - 6 26 6
Michal Seidel COP Hronov -3 --3 - - 6 86 6

37.—40. Pavel Burda G Kfenova Brno 0 3 2 - - - 5 45 5
Vendula Exnerovad G Nad Stolou, Praha 23 --0 - - 5 45 5

Milan Klicpera G Celakovice 111 -2 - — 5 33 5

Radek Papousek G Lesni ¢tvrt, Zlin 13 -1 - - - 5 45 5

41.—42. Radka Bystricka G Hodonin 13 --- - - 4 57 4
Jan Matousek G Zizkova, Kolin 13 --0 - — 4 36 4

43.—44. Frantisek Matyska COP Hronov 11-10 - - 3 20 3
Darja Sucha G Kladno -3 - - - - - 3 100 3

45.-46. Martin Berndtek SOS Krnov 1--1--- 2 25 2
Ondrej Lébl G Nymburk 11 -- - - - 2 29 2

22



Fyzikalni korespondené¢ni seminai UK MFF

roénik XVIII

¢éislo 3/7

Kategorie druhych rocnikii

jméno skola 1234PES I % X

Student Pilny MFF UK 4 3 44 4 8 5 32 100 32

1. Jakub Benda G Jana Nerudy Praha 13343 95 28 88 28

2. Pavel Motloch G Petra Bezruce 3343 - 65 24 86 24

3. Lukas Malina G Zborovska, Praha 2 343 4 -4 20 83 20

4. Miroslav Kadéra G Frydek-Mistek 13422 - 4 16 67 16

5. Jaroslava Lavkovd G Poprad 134-15 - 14 61 14

6. Martin Formdnek G Uherské Hradisté 1313 - 05 13 46 13
7.—8. Ondrej Bogdr G Ludovita Stara 131- 2 5 12 52 12
Jana Lochmanovd G Chodovickéd Praha 131016 - 12 44 12

9. Juraj Zajac G Ludovita Stara 13 --3 4 - 11 58 11

10. Marek Bukdcéek G Havlicktiv Brod 231-04 - 10 43 10

11. Radim Pechal SPSE Roznov p. R. 1332 - — — 9 60 9
12.-15. Kristyna Krejcovd G Tisnov 2 0 2 4 - - 8 53 8
Martin Lexa G Vysoké Myto 00 --3 5 - 8 42 8
Vlastimil Peksa G Zborovska, Praha 33 -20 - - 8 53 8

Jiri Spale GOA Sedléany -3 -1 4 - - 8 73 8

16. Bedta Garsicovd G Videnské, Brno 10 - - -6 — T 47 7
17.—18. Jakub Prouza COP Hronov 11 13 - - 6 40 6
Petr Sdcha G Tachov -3 -00 3 - 6 32 6

19.—21. Peter Berta G Velké KapuSany 2 - 2 - - - 4 50 4
Petr Dvordk G V. Makovského 1 - - -3 - 4 50 4
Miloslava Kucerikovd G Poprad 13 --0 - - 4 36 4

22. Petra Votavovd G Cheb 10100 1 — 3 11 3
23.—24. Tomas Ehrlich G Holesov 2 - - - - - - 2 50 2
Premysl Sramek G Dasicka, Pardubice 10 -1 - — — 2 18 2

25.—27. Martin Berka G Moravska Trebova Oo-0-0 - - 0 0 0
Jana Przeczkovd G Havifov - Podlesi 00 - — - - 0 0 0

Jana Susovd GOA Sedléany 0Oo-0- - - - 0 0 0
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Kategorie prvnich rocnikd

jméno skola 1234PE I % X
Student Pilny MFF UK 4 3 4 4 4 8 32 100 32

1.-2. Katarina Bazovd G Ludovita Stura 1311 4 4 14 52 14
Katarina Rozvadskd G Ludovita Stuara 1310 4 5 14 52 14

3. Tereza Fantovd G Benesov 13210 6 13 48 13

4. Lucie Pospisilovd G Matyéase Lercha, Brno 1323 3 - 12 63 12
5.—6. Lenka Sabovd G Javorova, S. Nova Ves - 312 3 - 9 60 9
Jan Valdsek G Zborovska, Praha 23130 - 9 47 9

7. Josef Miiller G dr. Josefa Pekate 13120 — T 87 7
8.—9. Michal Berta G Trebisov 1200 0 2 5 19 5
Petra Navrdtilovd COP Hronov 011-3 — 5 33 5
10.—11. Petr Hons G Ostrava - Zabteh 1010 0 2 4 15 4
Zdenék Vais G Boskovice 10210 — 4 21 4

12. Jan Machdcek G Jesenik 10110 - 3 16 3
13.-18. Jan Cervenka G Ostrava - Zabteh 1 -1-00 2 10 2
Vlastimil Danicek COP Hronov 000101 2 6 2
Zuzana Jungrovd G Blovice 001010 2 7 2
Michaela Kulinovd G Ostrava - Zabtieh 1 -1-0 - 2 17 2

Jan Navrdtil COP Hronov 01 --1 - 2 18 2

Ales Rizicka G Téabor 101 - — — 2 18 2

19. Barbora Henzlovd G Matyéase Lercha, Brno 1 - - - - - 1 25 1
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