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17. ro¢nik, dloha III.4 ... kapitdn Kork zasahuje (5 bodi; primér 2,00; tesilo 21
studenti,)

Vesmirna lod Escapeprise se vraci z prostorocasové bitvy s Odborgy. Béhem letu ale po-
sadka zjistuje, ze nestastnou ndhodou sméfuji piimo do ¢erné diry FAK-UQ. Rozhodnou se
pro thybny manévr a kolmo na smér své rychlosti vypusti v jednom okamziku vSechno palivo.
Vypoctéte vzdalenost, ve které Escapeprise kolem cerné diry proleti. Jakou nejvétsi hmot-
nost muze cerna dira mit, nema-li do ni Escapeprise spadnout? Jako bonus se zamyslete nad
tim, zda kapitan Kork mohl tithybny manévr vymyslet chytieji. Hmotnost samotné lodé je M,
paliva m. Rychlost lodé ve velké vzdalenosti od cerné diry je V a sméruje do stiedu cerné
diry. Rychlost vypusténého paliva je v a thybny manévr probéhl téz velmi daleko od cCerné
diry. Vymyslel Jarda Trnka pri sledovani svého oblibeného seridlu.

Ozna¢me pocatecni vzdalenost od Cerné diry [, nejmensi vzdalenost r, hmotnost cerné
diry D a rychlost lodi v nejbliz§im misté od stfedu cerné diry w.
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Obr. 1

Prvnim tkolem je uréeni vysledné rychlosti rakety po provedeni thybného manévru. Necht
spojnice rakety a stfedu cerné diry je osa x, osa na ni kolma bude osa y a poloha pocatku
bude totozna s polohou rakety tésné po uhybném manévru. Pfedpoklddejme ted, ze kapitan
Kork palivo vypusti pod néjakym thlem ¢ vuci ose . Ze zdkona zachovani momentu hybnosti
dostaneme

vz:VJr%vcosgo, (1)
vy = %v singp. (2)

Dale vyjdeme ze dvou zakont zachovani, a to zachovani energie a momentu hybnosti.
Protoze v nejbliz§im bodé od cerné diry je vektor rychlosti kolmy na spojnici lodi a stredu
Cerné diry, plati pro zadkon zachovani hybnosti

L = Mlvy = Mrw. (3)
Ze zakona zachovani energie dostaneme
M2 o) - P = D GUD (4)

Vyjadiime z (3) rychlost w a dosadime do (4), pfitom uvazime, Ze pro [ >> r mizeme potencialni
energii v pocatecni poloze zanedbat.
1 MPv;  GMD
Mz +vy) = — 5+
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Dosadime-li (1) a (2) do (4) a uvazime-li, ze ze zadani je ¢ = 90°, vyjde

m2v? ’m2v*  2GD

2 . —
L Ve Ve ro 5)
Z toho upravou dostaneme kvadratickou rovnici pro 7.
2 2 22 2
m-v *m*v
7‘2 (V2+ M2 ) +2GDT_W:0 (6)

Rovnice (6) ma dvé Feseni, fyzikalni smysl m4 jen jedno, které se d4 upravit na tvar

VG2D2M* + (V2M?2 + m2v?)12m2v2 — GDM?
M2V2 + m2y2 :

Tim jsme odpovédéli na prvni otazku.
Déle je potfeba zjistit kritickou hmotnost ¢erné diry. V této situaci bude nejblizsi vzdalenost
lodé od stiedu ¢erné diry rovna kritickému, tzv. Schwarzschildovu, poloméru, pro ktery plati

_ 2GD 7)

o2
Tento vztah se da odvodit, kdyz si uvédomime, ze tinikova rychlost z této vzdalenosti je rovna
rychlosti svétla. V rovnici (5) dosadime r = rg a vyjadfime hmotnost D.

2.2 /32
_Trg (m7u L_ 2
o= (5 (g-1) )

Po dosazeni z (7) za rg vyjde po Gpravach

Tg

mulc?

2GM\[V? + ¢ 4 ™y

To je tedy odpovéd na druhou otdzku. Zbyva vyFesit bonus.
Jde vlastné o analogicky vypocet, jen nedosazujeme za . Vyjadiime velikost D stejnym
zpiisobem, jen nebudeme za v, a v, prozatim dosazovat, vyjde

2,2
g [Py 2 2
D—% (ﬁ_vy_vz>.
Dosadime ted do tohoto vztahu za v, a vy z (1) a (2) a také za re. Stejnym zpisobem vyjadiime
velikost D. Po vSech dosazenich a tpravach vyjde

D=

lvc? si
D= mlvc” sin ¢

Tento vztah udavé zavislost D = D(p). Budeme hledat extrém této funkce, tedy tdhel, pro
ktery je derivace d/ dy nulova. Pokud tedy tento vztah zderivujeme a derivaci polozime rovnu
nule, dostaneme feSeni ve tvaru

— arccos Mc2? + muv2 + MV?2 2747M02+mv2+MV2
¥ 2moV 2moV
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Prislusné vypocty si mizete vyzkouset za cviceni.

Par slov k doslym feSenim. Malo z vas si uvédomilo, ze k vypoctu je nutné pouzit zékon
zachovani momentu hybnosti ¢i 2. Kepleruv zédkon. Jen ze ZZE se tloha vyfesit nedala, jak si
mnozi z vas mysleli. Dalsi chybou byla nespravna tuvaha, ze se da vliv ¢erné diry béhem letu
zanedbat. To by tam ta ¢erné dira viibec nemusela byt a fesili bychom pohyb volné castice.

Jarda Trnka
jarda@fykos.mff.cuni.cz

Fyzikalni koresponden¢ni semindf je organizovan studenty UK MFF. Je zastiesen Oddélenim
pro vnéjsi vztahy a propagaci UK MFF a podporovan Ustavem teoretické fyziky
UK MFF, jeho zaméstnanci a Jednotou ¢eskych matematiki a fyziku.
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