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16. ro¢nik, Gloha V.S ... algebra (5 bodi; primér 4,31; fesilo 13 studenti)
a) Dokazte, ze vektory v = (1,2,3),v2 = (—1,0,1),v3 = (1,1, 1) jsou linedrné zavislé.
b) Vyfeste nédsledujici soustavu diferencidlnich rovnic pomoci vypoétu exponencialy matice

x’ _fa b T
y) \b a/\y
Diskutujte tvar trajektorie feSeni v roviné x,y v zavislosti na znaménku parametri a,b.
¢) NapiSte matice R;, Rz, Rs popisujici prostorové rotace o tthel /2 okolo os z,y a z a

spocitejte komutdtory [Ri,Rz], [Ri, R3] a [R2, Rs]. Jako bonus se miiZete pokusit své
vysledky zapsat v jednotném tvaru pomoci takzvaného Levi-Civittova €.

a) Linearni zavislost vektort v1, vz, vs, ovéfime tak, Ze nalezneme tii &isla aq, a2, oz, z nichz
je alespoii jedno nenulové, a plati aiv1 + a2vs + azvs = 0 (symbol ,,04 na pravé strané této
rovnosti pfedstavuje nulovy vektor a nikoliv éislo 0!). Nulovy vektor mé nulové vSechny
slozky. Odtud dostavame pro koeficienty o podminky

ar—az+a3 =0, 2001 4+a3=0, 3a1+az+a3=0.

Tuto soustavu rovnic mizeme vyfesit metodou Gaussovy eliminace. Dostavame

1 -1 1 1 -1 1 1 -1 1
0 1|~f0 2 —1|~f0 2 -1]. (1)
3.1 1 0 4 -2 0 0 0

Vidime, ze posledni fadek této matice se vynuloval, coz znamend, Ze a3 musi spliovat
podminku 0 - @3 = 0 a muiZzeme ho tedy volit libovolné (nap¥. 2). Linedrni zavislost je
timto dokazana. Pro uplnost mizeme jesté dopocitat zbylé koeficienty o, as. Pohledem
na posledni matici v (1) snadno zjistime, ze az = 1,1 = —1 (zvolili jsme as = 2). Jinou
metodou, jak dokazat linedrni zavislost zadanych vektort, je koeficienty a uhadnout.

b) Pomoci matice
a —b
(5 ) @)

muiZzeme reprezentovat komplexni ¢islo a + bi. Skuteéné, necht © = a +bi a y = ¢ + di
jsou dvé komplexni ¢isla. Soucet a souéin téchto ¢isel je z +y = (a +b) + (c+d)ia xy =
= (ab—cd) + (ad+ be)i. Pokud témto &islim prifadime matice podle (2) (oznacme je X,Y),
bude soucet a soucin téchto matic (ovéite)

at+c —b—d ac—bd —ad—bc
X+Y7<b—|—d a+c)’ XY*YX*(ad—&—bc ac—bd)'

Diagonalni a nediagonalni prvky vyslednych matic tedy odpovidaji realné a imaginarni casti
souctu (soudinu) é&isel x, y, tak jako v (2). Déle uvazujme takto. Exponencidla matice je defi-
novana pomoci Taylorovy fady eX = o2 0 X" /nl. V této definici vystupuji pouze operace
s¢itani a nasobeni, které (jak jsme ovérili vyse) jsou zachovany pfi zobrazeni mezi komplex-
nimi ¢isly a maticemi typu (2) (obraz souctu je soucet obrazi a obraz soudinu je souéin
obraztl). Exponencialu matice M typu (2) tedy mizeme spocitat tak, Ze ji pfifadime kom-
plexni ¢islo m, spoéitame jeho exponencialu (s vyuzitim vzorce e(***) = e®(cosb 4 isin b)
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z prvniho dilu seridlu) a vysledku pfifadime zpét matici, kterou prohldsime za exponenci-
alu M.

Stadi si jiz jen vzpomenout na ¢tvrty dil seridlu, ve kterém bylo uvedeno, Ze feseni sou-
stavy diferencidlnich rovnic %v = Av, kde v je vektor, jehoZ slozky jsou neznamé funkce,
a A je matice soustavy, lze zapsat jako v(t) = et vy, kde v je vektor pocateéni podminky
(vsimnéte si, ze tato formule vypada formélné uplné stejné jako v jednodimenzionalnim
piipadé).

Regenim zadané soustavy je tedy

(x) at (cosbt fsinbt) <x0>

(t)=e . .

Y sinbt  cosbt Yo
V tomto vysledku poznadvame ndm znadmou matici pro rotaci o thel bt okolo poéatku (vy-
nésobenou faktorem e®'). Vektor (z,y) se tedy s asem vyviji tak, Ze se otaéi okolo podatku
s thlovou rychlosti w = b a zaroven se méni jeho délka Gmérné faktoru e®*. Trajektorie
feSeni tedy tvori spirdly. Smysl rotace je ddn znaménkem parametru b a znaménko para-
metru a rozhoduje o tom, zda se spirala zaviji nebo rozviji. Ve specidlnim pfipadé a = 0
pak trajektorie tvori kruznice.

Pokuste se na zakladé téchto vysledkd rozhodnout, za jakych podminek bude po-
loha (0,0) stabilni, tj. kdy se FeSeni s pocateéni podminkou danou vektorem (0,0) vréti
zpét do blizkosti tohoto bodu v pfipadé, Ze ho malinko postréime mimo pocatek souradné
soustavy.

c) Matici Rs popisujici rotaci o thel ©/2 okolo osy z snadno nalezneme, zndme-li matici
popisujici rotaci o obecny uhel ¢ okolo této osy (ta byla uvedena v patém dile) pouhym
dosazenim ¢ = 1 /2, dostdvdme

0 -1 0
Rs=|1 0 o0]. (3)
0 0 1

Zbylé dvé matice R1, Ro ziskdme bud tak, Ze si uvédomime, jak si vyméni role osy z, y, z pfi
ostatnich rotacich, a pfehodime pfislusné fadky a sloupce v (3). Jinou moznosti je si pfimo
rozmyslet, jak se pri téchto rotacich méni bazové vektory ei, e, es. Naptiklad pfi rotaci
okolo osy x se e; nezméni, e; prejde na e; a e3 prejde na —e (pro Ry mizeme postupovat
analogicky). Dostavame

1 0 0 0 01
Ri=10 0 —-1], R2= 0 1 0
01 0 -1 0 0
Komutatory téchto matic jsou
0 -1 1 01 1 0 1 1
[Ri,R2]=|1 0 1], [Re,Rs]=(1 0 -1, [Rs,Ri]=|1 0 1
1 1 0 11 0 -1 1 0
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