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16. ro¢nik, Gloha IV .S ... diferencidlni rovnice (5 bodi; primér 8,90; fesilo 10 student)

a) Organizdtor FYKOSu vypil velmi rychle ldhev tvrdého alkoholu. Alkohol se z zaludku
vstiebdva do krve rychlosti tmérnou jeho mnozstvi (v zaludku) s konstantou dmérnosti «
a z krve je odbouravan jatry podle stejného vztahu, tentokrat vsak s konstantou imeérnosti
0. Sestavte diferencidlni rovnici popisujici tyto déje, urcete zavislost mnozstvi alkoholu
v krvi na Case, urcete Cas, ve kterém je koncentrace maximalni, a vypocitejte ji.

b) Snek plazici se rychlosti 1 mm-s~! se v ¢ase ty postavi na zacatek gumového lana dlou-
hého 1 m a zacne se plazit. Ve stejném okamziku se lano za¢ne napinat rychlosti 1 m-s—?
(je nekonec¢né pruzné, takze nikdy nepraskne). Rozhodnéte, zda $nek dosdhne konce lana
v konecném case a pokud ano, spocitejte, za jak dlouho se tak stane.

¢) Takzvana redukovand Gaussova rovnice md tvar

ay" +(y—z)y —ay=0.

Predpokladejte feSeni ve tvaru Taylorova polynomu, urcete vztah pro jeho koeficienty a
vysetiete asymptotické chovdni feseni (tj. urcete jakou funkci by se dalo vystihnout jeho
chovéni pro velkd x). Urcete pro jaké hodnoty koeficienti v a « je konecny tento integral

/ e * F(a,v,)dz,
0

kde F(a,v,x) znadi feSeni Gaussovy rovnice (takzvand redukovand hypergeometricka
funkce). Poznamka: Pokud ozna¢ime E = —1/a”, dostaneme z posledni rovnice pro E za-
Jjimavou podminku. A pokud se vam pii pohledu na ni zac¢ina vybavovat vzorec pro mozné
hodnoty energie elektronu v atomu vodiku, pak vézte, ze podobnost s vasim vysledkem
neni viibec nahodna.

a) Mnozstvi alkoholu v Zaludku (ozna¢me A) podle zadani klesa rychlosti imérnou A, takze
se vyviji podle diferencialni rovnice

dA
4 A
dt @

Tuto rovnici vyfesime metodou separace proménnych

[ [ an

InA=—at+C.

V ¢ase t = 0 je mnozstvi alkoholu v zaludku rovno jeho pocateénimu (vypitému) mnozstvi
Ao, takze integra¢ni konstanta méa hodnotu In Ag. Mnozstvi alkoholu v zZaludku tedy klesa
podle vztahu

A= Age™ "

Koncentrace alkoholu v krvi (ozna¢me B) je zvySovana jeho vstfebavanim z traviciho
astroji, ale zaroven je snizovana odbouravanim jatry. Vyviji se tedy podle rovnice
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Dosazenim za dA/ d¢ dostaneme

dB _

—— 4 3B = adge ™. (1)
dt

Tuto nehomogenni diferencialni rovnici vyfesime metodou variace konstant. Nejprve vyfte-
Sime pfislusnou homogenni rovnici. Na ni mizeme pouzit napfiklad metodu charakteristic-
kého polynomu. Budeme piedpokladat, Ze FeSeni ma tvar B = Ce™. Tim dostaneme

AB+ B =0,
tedy A = —3. Reseni homogenni rovnice nyni dosadime do ptivodni rovnice (1) a budeme

predpokladat, ze konstanta C', ktera v ném vystupuje neni konstantni, ale je zavisla na
case. Dostavame

%efﬁt — BCe "' + BCe Pt = aAge ™,
dC a
E = oone(ﬁ )t.

Posledni rovnici vyfesime integraci podle ¢asu

ct) = Tafoa Bt 4 K

kde K je integraéni konstanta. Reseni (1) m4 tedy tvar

_ OéAo
_ﬁ—a

Jednd se dokonce o obecné feseni, protoze v ném vystupuje obecny nasobek feSeni homo-
genni rovnice. Hodnotu K urcime z pozadavku, aby v ¢ase t = 0 bylo B = 0 (na zacatku
je organizétor st¥izlivy). Zavislost B na case je tedy

B= ;1_4(; (e_at - e_ﬁt) . (2)

Z (1) vidime, ze B je maximdlni, kdyz oA = BB. Tato rovnost je splnéna v ¢ase

B e_at—l—Ke_ﬁt.

S
a—pB B

Dosazenim do (2) dostavdme pro maximalni koncentraci

_ QAO g ﬁ_ g alju
B‘“"ﬂ—a((ﬁ) (5) )

b) Polohu $neka popiSeme parametrem z udavajicim jeho relativni polohu vici konci vldkna
(na zacatku je x = 0 a na konci = 1). Za kratky éasovy okamzik dt se $nek posune viéi
mistu, na kterém zrovna stoji, o malou vzdalenost ds = wvsdt, kde vs je rychlost $neka

t =

-2-
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(protazeni tseku ds je zanedbatelné). V Case t je délka lana | = o + vit, kde v; je rychlost
konce lana. Zména relativni polohy s$neka za cas dt je tedy

_ds  wsdt

de T_lo+1)lt‘

Tim dostavame rozseparovanou diferencialni rovnici, kterou vyfesime integraci obou stran

/ / ds / ve dt
de = | — = ,
l lo + vt

x:%ln (l—o—i—t)—i—C.
(%)

Uy

V case t = 0 je x = 0, takZe integracni konstanta C' ma hodnotu

CZ—&lnl—O

U1 U1 ’

Relativni poloha $neka tedy na case zavisi jako

w:U—Sln<l+ﬂ>.
vy lo

Na konec lana se Snek dostane v momenté, kdy z = 1, coz nastane za Cas

gl (e”l/”& - 1) = ("% _ 1)s ~ 10%3s,
(%

Reseni rovnice zy” + (v — 2)y’ — ay = 0 budeme pfedpoklddat ve tvaru y = > oo anz™.
Z podminky nulovosti koeficientl u vSsech mocnin z dostaneme vztah pro koeficienty a,,

n(n+1)ant1 +y(n 4+ 1)ant1 — (n + a)an, =0,

__(ntaja
T G Dt ) ®)

Pro velkd n budou « i y oproti n zanedbatelné, takze (3) prejde na

Qn
Ant+1 <~ —
n
a koeficienty a,, tedy klesaji zhruba jako a, = ¢/n!, kde ¢ je néjaka konstanta. Stejny Taylo-
ruv rozvoj ma funkce e* a feseni redukované hypergeometrické rovnice se tedy asymptoticky
chové jako exponencidla (pokud ¢ # 0). Zadany integral tedy v obecném p¥ipadé neni ko-
necny, protoze i po vynasobeni klesajici exponencidlou e™?/? ge feSeni stale asymptoticky
chova jako e*/?. P¥i pohledu na (3) vSak zjistime, ze pokud bude a nekladné celé ¢islo, bu-
dou od ur¢itého n (n = —a) vSechny koeficienty a, nulové. V tomto piipadé se tedy Feseni
Gaussovy rovnice zredukuje na pouhy polynom. A vzhledem k tomu, Ze fooo zFe % dx je
koneény pro vsechna k a ze soucet kone¢né mnoha koneénych ¢isel je koneény, bude konec¢ny
i zadany integral. Podminka konecnosti tedy zni « = 0,—1,—-2, -3, ...

-3-
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Poznamka nakonec. Pokud ani argumenty uvedené ve ¢tvrtém dile seridlu ndhodou nepodlomily
va$i pfipadnou duvéru v to, ze kazda funkce ma Tayloruv rozvoj, zamyslete se nad tim, proc¢
jsme naznacenym postupem ziskali pouze jedno Feseni, ackoliv jsme Fesili diferencialni rovnici
druhého radu. . ,
Pavel Augustinsky

fykos@mff.cuni.cz
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