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Zadani VI. série

Termin odeslani: 16. &ervna 2003

Mili resitelé FYKOSu!
polepsit. Doufame, ze se vam ulohy budou libit. Jejich feseni dostanete spole¢né s fesenim
5. série a zavérecnou vysledkovou listinou koncem cervna. Prejeme vam hodné tspéchi v za-

vére¢ném obdobi skolniho roku. .
Honza Housték

Uloha VI.1 ... zdhadny obvod

Ke kondenzatoru o neznamé kapacité pfipojime do série civku o induké¢nosti L, obvod
pfipojime ke zdroji napéti o frekvenci w a naméfime na nekalibrovaném ampérmetru néjaky
proud. Poté do série pfipojime jesté jednu civku, stejnou jako ta prvni, a proud v obvodu se
nezméni. Jaka je kapacita kondenzatoru?

Uloha VI.2 ... moucha a netopyr
Netopyr na lovu leti proti mouse rychlosti 3,14 m-s™', moucha leti desetkrat pomaleji. Ne-
topyr vysila ultrazvukovy signédl o frekvenci fo, ktery se odrazi od mouchy a vraci k lovci.

Netopyrova sluchadla jsou nejcitlivéjsi na frekvence blizko 61,3 kHz. Urcete fo. Zvuk jaké frek-
venci by moucha slysela, kdyby slysela?

Uloha VI.3 ... tekouci sklo
Na starych zamcich byvaji origindlni tabulky skla v oknech u spodniho okraje Sirsi nez
u horniho diky teceni. Za sto let se tabulka o rozmeéru 0,5 m x 0,5 m tlusta 5 mm rozsiri o 0,1 mm.

Odhadnéte z téchto idaju viskozitu skla a urcéete, kolikrat téz$i by musela byt Zemsé, aby toto
teceni probihalo turbulentné.

Uloha VI.4 ... pevnost nosniku

Uvazujte pruzny nosnik délky [. Energie potfebna k prohnuti jednotky délky tohoto nosniku
na polomér kiivosti R je E = a/R?, kde a je zndmé konstanta. Jakou maximalni silou miizeme
tladit na tento nosnik, aby se neprohnul do strany?

Uloha VI.P ... elektromagneticky paradox

Na dielektricky disk volné se otacejici kolem své osy prilepime zavit supravodivého dratu
v némz tece proud Ip. Dale kolem tohoto zavitu symetricky prilepime elektricky nabité kulicky
0 naboji q. Cely disk poté zacneme pomalu zahfivat. V jistém okamziku prestane byt drat
supravodivy, takze v ném prestane téct proud a zméni se magneticky tok ptes zavit. V dusledku
toho vznikne podle Faradayova zakona okolo tohoto zavitu elektrické pole, které bude ptsobit
na prilepené naboje, takze se cely disk zaCne otacet. Na druhou stranu musi zastat podle
zékona zachovani hybnosti v klidu. Tak kde je v pfedchazejicich tivahach chyba?
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Uloha VI.E ... suSeni pradla
Zmétte casovou zavislost mnozstvi vody v pradle pti suseni. Nezapomente podrobné popsat
vSechny dulezité podminky, za kterych jste provadéli méfeni.

Reseni IV. série

Uloha IV .1 ... rdmus ve vesmiru (4 body; primér 1,86; vesilo 21 studenti)

a) Hustota mezihvézdného prostiedi je asi 10 az 10000 ¢édstic na metr krychlovy. Tvofi ho
prevazné vodik. Vzdalenost mezi Casticemi je tak velka, ze se toto prostiedi chova jako
idealni plyn. Na vas je rozmyslet, zda se v takovém , vakuu“ mize Sitit zvuk a pokud ano,
jaka miuze byt jeho frekvence?

b) Jakd je maximalni frekvence zvuku, ktery se muze $ifit ve vzduchu za normalnich podmi-
nek?

Zvuk je mechanické vinéni o frekvenci v rozmezi zhruba 20 -+ 16000 Hz, které vyvolava sluchovy
vjem. VInéni o frekvenci mensi nez 20 Hz nazyvame infrazvuk, vinéni s frekvenci vétsi nez
16 kHz pak ultrazvuk.

a) Sifeni zvukové viny probih4 prostiednictvim zmén tlaku v disledku stladovani vzduchu.
Maéme-li ve dvou oblastech rtzné hustoty molekul, pak podle kinetické teorie vime, ze by
molekuly z oblasti s vétsi hustotou mély prejit do oblasti s mensi hustotou, aby se tento
rozdil vyrovnal. V takovém pripadé bychom ovSem zadné tlakové oscilace nedostali a neméli
bychom ani zvuk. Proto je pro vznik zvuku nezbytné, aby stfedni volna draha [, molekul
byla mnohem mensi nez vzdalenost mezi maximem a minimem tlaku, kterd predstavuje
polovinu vlnové délky vlnéni .

Stfedni volnou drahu mizeme spocist ze vztahu:

kde o predstavuje tzv. Uéinny srazkovy prifez a n je hustota molekul vztazend na jed-

notkovy objem. Uvazime-li jako vypli mezihvézdného prostoru molekularni vodik, pro néjz

o~ 107 m? an ~ 10! +10%, dostavame pro jeho st¥edni volnou drahu [ ~ 10*° + 10'° m.
Pro vlnovou délku A zvukového vinéni plati vztah

Vz
A= —,
f
kde f je frekvence zvuku a v, je jeho rychlost. Tu spocteme ze vztahu
2=
de

Uvazime-li, ze zména tlaku s hustotou ve zvukové viné odpovida adiabatické zméné,

tedy pV”* = konst, dostédvame
dp _ »=p

do o
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Uzitim stavové rovnice pro idedlni plyn pV = nkT ziskdvame

»kT
v, =4 ——.
m

Teplotu oblaku ve volném prostoru odhadneme podle teploty reliktniho zafeni na T =
= 5 K. Pro tuto teplotu ma vodik Poissonovu konstantu s>y = 5/3 (rotacni i vibra¢ni stupné
volnosti jsou zamrzlé). Po dosazeni k = 1,38 - 1072 J K™ m = 3,32-1072" kg, vychazi
rychlost zvuku v, = 190 m-s~!. Uvodni podminka diva

Uz

~1071% = 107 Hz.
2. 0 0 Z

Is < % = K

Jak je vidno, to co se bude vesmirem $ifit, 1ze stézi nazvat zvukem, natozpak ramusem.
b) Vyjdeme ze stejnych Gvah jako v prvni ¢asti tlohy. Uvazujme T = 300K, pfi které mé
vzduch (smés dvou dvouatomovych plynti) Poissonovu konstantu s, = 7/5 (tfi transla¢ni
a dva rota¢ni stupné volnosti, vibra¢ni jsou zamrzlé). Dale dosadime m = 5-10"2%kg,
o=3-1072m? n ~ 6-10%. Pfi téchto hodnotach dostavame f ~ 60 MHz. Tuto hodnotu
ovSem nelze brat pfilis dogmaticky, nebot pii vypoctu zalezi na zvolenych hodnotach a
vysledek se muze i fadové lisit. Nicméné lze fici, ze horni mez se pohybuje v fadové desitkach

az stovkach MHz. Lukds Schmiedt
krysar@fykos.mff.cuni.cz

Uloha IV .2 ... galakticky paradox (3 body; primér 1,74; Tesilo 42 studenti)

Ve slunec¢ni soustavé se planety, které jsou ke Slunci blize, pohybuji rychleji nez planety
vzdalenéjsi. V Galaxii se hvézdy blize stredu pohybuji pomaleji nez hvézdy vzdalenéjsi. Zdu-
vodnéte tento zdanlivy rozpor.

Najprv sa pozrime na to, ako vyzera zavislost obeznej rychlosti na vzdialenosti v Slne¢nej
sustave (dalej len SS).

Zanedbajme gravitacné pdsobenie ostatnych planét na nasu testovaciu planétu a predpo-
kladajme, Ze jedinou silou pdsobiacou na planéty SS je gravitacna sila Slnka. Pre zjednodusenie
tiez predpokladajme, Ze planéty sa pohybuju okolo Slnka po kruzniciach. V rotujuce stustave
na planétu posobi odstredivé a gravita¢na sila. Z ich rovnosti vyjadrime obeznt rychlost (Mg
je hmotnost Slnka)

Mom mu? GMg

= s —— = —_—. 1
r2 r v - (1)

G

Galaxia je na rozdiel od SS vyplnena hviezdami. Hviezdy sa okolo stredu pohybuja akoby
v ,polievke®* tvorenej ostatnymi hviezdami. A toto je kIu¢ k rieSeniu nésho paradoxu.

Zavedme hustotu H ako hustotu hmoty v okoli stredu galaxie. D4 sa dokazat, Ze vo vnutri
gulovej vrstvy posobi na teleso nulovéa vysledna sila, lebo vetky prispevky od gulovej vrstvy sa
navzajom vyrusia. Preto dalej méZeme uvazovat iba hmotu, ktora je blizsie k stredu galaxie ako
nasa testovacia hviezda. Pouzime este jednu myslienku (opét bez dokazu), ze gulové homogénne
teleso pritahuje nasu planétu rovnakou silou ako keby bola vSetka hmota umiestnend v jeho
strede. Recou vzorcov:

mu? Mgm G M, 4

" =G o vEA v=r g’ﬂHG,
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kde My = %’TYH r® je hmotost gule s polomerom rovnakym ako je vzdialenost nagej testovacej
hviezdy od stredu Galaxie.
rychlejsie. Toto vSak plat{ iba priblizne, pretoze v istej vzdialenosti prestane mat nasa Galaxia
tvar gule a zmeni svoj tvar na SoSovkovity. Hustota hviezd sa so vzdialenostou od stredu tiez
zmensuje.

Na obrazku 1 vidime nacrt obeznej rychlosti hviezd okolo stredu pre galaxiu M 31. Preco

.....

inom priklade.

300 f
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100 |

rotacnd rychlost (km/s)

O 1 1 1 1 1
20 40 60 80 100

vzdialenost od stredu galaxie (v tisickach svetelnych rokov)
Obr. 1

Pavol Habuda
bzuco@fykos.mff.cuni.cz

Uloha IV .3 ... plavajici ledovec (4 body; primér 0,94; vesilo 32 studenti)

Predstavme si ve vesmiru rotujici planetu pokrytou po celém povrchu hlubokym oceanem.
Na planeté v urc¢itém misté pristane kosmicky mnohozivelnik, ktery volné plove na hladiné a
neni vybaven pohonem pouzitelnym ve vodé. Jakym smérem se zacne z klidu pohybovat?

Nejdrive se zamyslime nad tim jaky bude tvar planety. Protoze je planeta tvofena vodou,
bude povrch jeji hladiny vzdy kolmy na sily, které na vodu pusobi. Na vodu ptsobi jak gra-
vitacni tak odstfediva sila. Voda se ustali tak, aby tyto sily byly kolmé na hladinu. Kdyby
vyslednice nebyla kolma, voda by se zacala pohybovat a tedy by nebyla v rovnovaze. Hladina
tedy tvori ekvipotencialni plochu.

Predstavme si ted na hladiné t&leso, které je zéasti ponotrené. Urdité tam bude ptisobit
pusobit vztlakova sila. Zamyslime se nad tim, kde tato sila pisobi. Kdyby misto ponofené
Casti télesa byla voda, tak tithova a vztlakova sila na vodu budou stejné a budou mit ptsobisté

4
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sily do svého sméru. Zbytek tihové sily (bude ptsobit kolmo na vztlakovou) zistane nevyruseny
a rozpohybuje téleso.

Takze pokud chceme védét, kterym smérem se téleso pohybuje, musime védét, kterym
smérem tato sila plisobi. Vzdalengjsi ekvipotencidly jsou vice zplostélé (gravitacni sila se vzdé-
lenosti klesa, zatimco odstfediva roste), tedy vyslednice vztlakové sily (pisobi kolmo na spodni
ekvipotencidlu smérem nahoru) a tihové sily (ptisobi kolmo na horni ekvipotencialu smérem
doltt) bude mifit smérem k rovniku.

Nutno ovSsem poznamenat, Ze velikost této sily bude za redlnych podminek velmi mala a
méfitelnost tohoto jevu napi. na Zemi je diskutabilni. Miro Kladiva

miro@fykos.mff.cuni.cz

Uloha IV .4 ... ekvipotencidly (4 body; primeér 2,13; vesilo 24 studentii)
Zjistéte pomer velikosti nabojii dvou castic. Ekvipotencialy jejich elektrického pole vidite
na obr. 2 na str. 5. Zkuste také odhadnout pfesnost vasi metody.

Obr. 2. Naméreny tvar ekvipotencial elektrického pole dvou castic

Néboj vlevo ozna¢me Q., vpravo Q. Z obrazku je vidét, Ze oba naboje musi mit stejné
znaménko, jinak by ekvipotencialy byly hustéjsi mezi naboji a ty, které jsou ndbojiam nejblize,
by byly protazeny nahoru nikoliv do stran.

Potencial bodového ndboje @ ve vzdalenosti r od néj (volime-li nulovou hladinu v neko-
neénu) je ¢ = kQ/r, kde k je konstanta zavislad pouze na volbé jednotek. Elektromagnetické
pole je aditivni, tudiz potencial od dvou naboju je roven souctu potencialti od kazdého z nich.

5
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Ta Tb

V naSem piipadé tedy

kde 7, b je samoziejmé vzdalenost levého resp. pravého naboje od zvoleného bodu. Oznacime-li
pomér ndboji ¢ = Qa/Qv, pak pro viechny body jedné ekvipotencialy plati

konst = L + i (2)
Ta Tb
Pii proméfovani obrazku se pro jednoduchost omezime na body na horizontalni ose, kterou
s dostatecnou presnosti ziskdme napft. po prelozeni obrazku naptl. Nulu zvolme kdekoliv na
této ose. Oznacime-li s, sy polohy naboji, r, ' polohy dvou bodd na jedné ekvipotenciale,
napf. té vnéjsi, dostaneme ze vztahu (2) pro pomér niboju ¢

1 1

q= M (3)

Sa—T 7' —5,

Zasadnim problémem tulohy je, ze nezname polohu naboji. Mtuzeme ji jen odhadnout jako
priblizny stfed nejmensich ekvipotencial. Fyzik se ovSem s takovym odhadem nespokoji. Nej-
prve premysli nad chytfejsi metodou, ke které by stfedy naboji nepotfeboval. Napadne ho
zméfit si rozmeér dalsi ekvipotencialy a sestavit tfi rovnice pro t¥i nezndmé sa, s, a q. Vzdy se
vSak dostane k rovnicim, které neumi vyftesit jinak nez numericky. Numerické feseni je lepsi
nez odhad, zde i v mnoha jinych pfipadech je to asi nejsikovnéjsi moznost.

My se v feseni ovSsem pro ilustraci priklonime k postupu, jehoz schéma se donekonecna
opakuje zejména v kvantové mechanice ¢i v teorii pevnych latek a fikd se mu poruchovy pocet.
Jeho vyhodou od ¢isté numerického vypoctu je alespon c¢asteéna dalsi pouzitelnost.

Oznacéme s;‘)), 81(30) odhadnuté polohy c¢éstic a q(o) pomér nadbojui z nich vypocteny podle
vztahu (3). Déle hledejme prvni opravu k polohdm néboju ASI)). Presnéjsi polohy naboju
oznacme

1 0 0
sab = san + AL (4)
Predpokladejme, ze Ag’)g jsou velmi malé oproti sfft)). Pak muiizeme ptiblizné psat
1 1_A
=-F . 5
sEA s + 52 (%)

Napigeme nyni rovnici (2) pro dva body 71, r] prvni vnéjsi a dva body ra, 75 napt. paté vnéjsi
ekvipotencialy. Zlomky pfepiSeme pomoci pfiblizného vztahu (5), dejte pfitom zvlastni pozor

na znaménka
O - (I DS S
s (Sgo) —71)2 séo) -7 (81(30) —7r1)?

(0)
) 1 Al 1
=q + + + :
(7”1 -5 (- séo)P) ri—sy) (i sy))?
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To jsou dvé linearni rovnice pro dvé neznamé AL a Al()o), které kazdy umi vytesit. Podle

vztahu (4) spocteme piesnéjsi polohy naboji, podle (3) pak presnéjsi pomér naboji q(l) a tak

déle, az se dalsi vysledky nebudou prilis lisit, pak méme diavod se domnivat, Ze se blizime

pfesnému feseni. Poznamenejme jesté, ze o konvergenci této metody by Slo napsat mnoho

stranek. Zvolime-li vSak pocatecni polohy nepftilis daleko od skute¢nych, konverguje uspokojive.
Nésleduji ndmi naméfené hodnoty v milimetrech:

r1 = 0,0, ry = 117,6;
ro = 23,9, 15 =100,7;
s =450, s =925

Podle (3) dostaneme ¢(® = 3,44 pro r1, r} a ¢'® = 3,65 pro r2, r5, v dalsim pouZijeme priimér
q(o) = 3,54. Vyfesenim rovnic (6) dostaneme pro opravy na polohu naboju

A =089, A =-019, AP =+0,0055,
AP =-074, AV =+018, AP =-0,0051,
¢ = 3,47, ¢? =347, ¢® =347

Vzhledem k tomu, Ze pouzivany metr méii s presnosti asi 0,5 mm, obrazek je hrbaty atd.,
nechali jsme probéhnout vypocet pro nékolik nepatrné jinych hodnot r. Z vysledkt je mozno
usoudit, Ze chyba nami ziskaného poméru néboju je asi 4 %. Tedy vysledek

q =347 £0,13.
Graf v zadani byl generovan pro hodnotu ¢ = 3,5, tedy shoda je vyborna. K nejpfesnéjsimu

vysledku se z fesSitel dostal Matous Ringel ¢ = 3,49 £ 0,15, patfi mu za to prémiovy bod.
Podotknéme, ze chyba by bylo mozno eliminovat zméfenim bodid na vice ekvipotencialach.

Lenka Zdeborova
lenka®@fykos.mff.cuni.cz

Uloha IV . P ... nasobic¢ napéti (5 bodi; primér 3,47; vesilo 17 studentii)
IN"—i D

G ouT

IN

Obr. 3. Nasobi¢ napéti Obr. 4. Miniverze

Na vstup (IN) obvodu na obr. 3 privedeme vici zemi (G) harmonické stiidavé napéti
o amplitudé U a frekvenci f. Jaké napéti naméfime na vystupu (OUT)? Diody povazujte za
idealni, velikosti kapacit si zvolte nebo FesSte tilohu obecné. Nevite-li si rady, zkuste nejprve
Jjednodussi pfipad — zapojeni pouze se dvéma diodami a kondenzétory (viz obr. 4).

Tato uloha nebyla problémové obtiZnosti, ale nutnosti uvédomit si, jak vlastné obvod fun-
guje. Navic predpoklady byly velmi jednoduché. Uvazujeme totiz nezatizeny nasobi¢ (ve kterém

7
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nedochézi k priubéznému odéerpavani naboje z vystupu (OUT), a tedy staéi najit jakysi rov-
novazny stav. V technické praxi se navic do obvodu tfadi rezistor, ktery slouzi k jisté stabilizaci
a snizuje energetické ztraty na kondenzatorech zptsobené oscilacemi, které nejsou nutné k na-
sobeni napéti. V nasi idealizaci zadna rezistance zafazena neni a tudiz budou kondenzatory
reagovat na zmény napéti na vstupu (IN) okamzité.

Zabyvejme se nejprve jednoduchym nésobicem. V bodé G muzeme predpokladat ¢ = 0.
Potencidl v bodé mezi diodami (ozna¢me D) je pak Uin — Ui, kde Ui je napéti na hornim
kondenzatoru orientované tak, ze kladna hodnota odpovida kladné desce vlevo. Podle orientace
diod zjevné plati nerovnost

0 < Up < Usu. (7)

V okamziku, kdyby Up meélo opustit tento interval, za¢ne pfislusnou diodou prochézet proud.
Predpokladejme, ze na pocatku neni na vystupu zadné napéti, tj. Uout = 0 a na vstupu je
libovolné napéti Uin. Podle (7) je Up =0 a U1 = Uin.

Sledujme nyni, co se déje, ménime-li Ui,. Za¢néme jednodus$sim smérem, coZ je snizo-
vani Uin. Pokud by se nezménilo U;, doslo by k poruseni levé ¢asti nerovnosti. Bude proto
prochéazet proud levou diodou a to tak, ze bude udrzovat U; = Uiy.

Pokud naopak pfi rastu Ui, narazi Up na hranici danou nerovnosti (7), za¢ne proud pro-
chézet pravou diodou, coz ma za nasledek nabijeni spodniho kondenzatoru a tedy i rust Usut.
Soucasné poroste i U; tak, ze bude platit Ui, — U1 = Uout.

Shrneme-li dosavadni poznatky, tak pfi periodickych zménéch Ui, nejprve vzdy Ui klesne
na hodnotu U; = Uin min @ poté je Uput zvétseno na hodnotu Usuy = Uin,max — U1. Cérka u U]
je z toho duvodu, ze pii zvétSovani Uyt roste Up a tedy U; > U;. Pokud se ale déj neustale
opakuje, jsou zmény Uy, stale mensi a tim i nartsty Ui, tedy po hodné opakovanich Ugyt
dosédhne hodnoty

Uout,max - Uin,max - Ul - Uin,max - Uin,min-

Dolni kondenzator se tedy nabije na napéti, které odpovida rozdilu maximalni a minimalni
hodnoty vstupniho napéti. Nezalezi pfitom na pocatecni hodnoté Ui,, pouze na jeho zménach.
V tom je skryty princip nasobice.

Nyni je jiz snadné dokoncit feseni tlohy. Uvazovany minindsobi¢ s harmonickym napétim
o amplitudé Up na vstupu se nabije na napéti Uin,max — Uin,min = Uo — (—Up) = 2Uy. Mezi jeho
body OUT a D je napéti osciluje mezi 0 a 2Uy. Pfipojime-li nyni dalsi mini-nasobi¢ do rady,
muzeme napéti mezi G a OUT povazovat za jeho vstup, atd.

Zde je mensi problém, na ktery je vhodné upozornit. Vystup néasobicCe nelze povazovat za
idedlni zdroj, nebot pfi odbéru proudu na ném dojde k poklesu napéti. V nasem piipadé neza-
tizeného nasobice to ale nevadi, protoze s Casem se jednotlivé nasobice saturuji a prochézejici
proud se neustale zmensuje, az nakonec cely obvod bude nasyceny a proudy nebudou prochéazet
zadné.

Kazdy dalsi mini-nasobi¢ prida k celkovému U,y hodnotu 2Uy, tedy hledany vztah je

Uout = nlo,
kde n je pocet kondenzatord. Tim je loha vyfesena. Na vas uz nechavam, abyste se zamysleli
nad mnozstvim nezodpovézenych otazek, které se pii feSeni objevily — jak se bude chovat

zatizeny nasobic, jaky je vhodny pomér kapacit kondenzatorti, jak rychle se nasobi¢ saturuje,

8
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jak moc se projevuje to, ze ve skutecnosti diody ani kondenzatory nejsou idedlni atd.

Honza Housték
honza®fykos.mff.cuni.cz

Uloha IV .E ... Od medvidka Pt (8 bodii; primér 4,32; vesilo 19 student)

Vyzkumny tstav medvidka Pi pii AV CR vypsal grant ve vysi osmi (vyjimecné vice)
bodii na zméreni zavislosti viskozity medu na teploté. Nezapomente uvést druh medu, ktery
pouzivate.

Metody méreni

Nejcastéjsimi postupy bylo métfeni doby padu téliska v medu a prutoku medu kapilarou, ale
objevily se i originalnéjsi napady, jako napfiklad méfeni doby za jakou skapne med ze lzicky
nebo za jak dlouho stece po naklonéné roviné. Bohuzel v téchto pripadech se chovani medu neda
popsat jednoduchym modelem a ziskané vysledky se daji pouzit jen kvalitativné. Vzhledem
k velmi rozdilnym naméfenym hodnotdm jsme se rozhodli pouzit Gplné jinou metodu méfreni
nez vsichni fesitelé. Jadrem naSeho experimentu byl model rota¢niho viskozimetru, tj. dva
souosé rotacni vélce, mezi kterymi je nality med. Vnéjsi valec o poloméru r1 (v nasem piipadé
obyc¢ejna kadinka) je pevné uchycen a ponofen ve vodni lazni. Na vnitinim vélci o poloméru r2
je v horni ¢asti natoCend nit, kterd vede na kladku a na jejim konci visi zavazicko o hmotnosti
m. Tuto Cast aparatury nebyl problém sestavit ze stavebnice LEGO. Pokus potom vypadal
nasledovné: pustili jsme zavazicko a to roztocilo vnitini valec. Diky viskozité medu tak vznikla
odporovéa sila F,,, kterd pohyb zavazicka brzdila. Zaroven samoziejmé pusobila i odporova
sila F, aparatury vznikla tfenim v loziscich. Tu jsme odhadli jako imérnou rychlosti pohybu
zévaziCka a koeficient imérnosti k ziskali tak, Ze jsme nechali zavazicko padat, kdyz jesté mezi
valci nebyl med.

Teorie

Pro smykové napéti 7 v kapaliné o viskozité 1 mezi valci bude platit vztah

nrAw
Ar

Moment sily M, ktery ptisobi na valcové plose s polomérem r a vyskou h lze ziskat tak, ze
vynasobime smykové napéti ramenem sily r a plochou 2nrh

2nnrihAw

M = 2rr’hr = Ar

Vzhledem k tomu, Ze je proudéni medu ustalené, musi byt vysledny moment sily, ktery ptsobi
na vrstvu medu o poloméru r nulovy (je v rovnovéaze se stejné velkym momentem pisobicim na
vrstvu v opaéném sméru ve vzdalenosti r + Ar). UvaZzovany moment tedy musi byt nezavisly

na r a proto
Aw A

Ar 3’

Po zintegrovani bude thlova rychlost

wz—T—Q—i—B
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Konstanty A a B ziskdme z poc¢ateénich podminek

w=wi1 PpH r=r,

w=0 piH r=r1.

Vysledny vztah pro moment sily potom bude

47(7"%7“%
M= — 5nhwi,
Ty —Ti

Dosadime-li za w1 = L/trz, kde L je délka dréhy, po které se zévazicko pohybovalo, a ¢ ¢as,
za ktery tuto drdhu urazilo (pohyb se d4 povaZovat za rovnomérny), a za moment sily M =
=1y (mg — kL/t) vyjde n

_ (gt — kL)(r3 —13)

N Anhr?Lt '

Je tfeba dbat na to, aby w neprekrocila mez laminarniho proudéni medu. Tato hranice je
obvykle charakterizovana tzv. Reynoldsovym ¢islem. Pro nase usporadani bude

R=(r— r2)r2w§ < 1900.

T°C] 12 30 40 42 45 56 70 80 83
n[Pa-s] || 209,5|75,9 |30,94|24,13|17,62|16,27|6,80 |4,78 |3,63
opn[Pas] (2,9 |20 (081 (0,63 |0,46 |0,42 |0,43 |0,18 |0,13
T°C] 86 87 88 89 90 91 92 94 97
n[Pa-s] /2,49 |1,557|1,1810,773|0,575|0,382|0,252|0,237 0,233
on[Pa-s] || 0,10 |0,071|0,048 | 0,040 |0,032|0,029|0,018|0,015| 0,015

250 T T T T
200 F & _
= 150 -
& \
=3 N
= 100 | _
.
50 | .
%,
oo
0 | | | "9“---00-%9_9_
0 20 40 60 80 100
T°C

Obr. 5. Namérena zavislost viskozity medu na teploté
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Vysledky méreni

Snadnym vypoctem se presvédéime, Ze jsme opravdu mez laminarnosti nepiekrocili a nas
fyzikalni model je tedy platny. Jak je patrné z grafu, tvar zavislost je klesajici, nejvétsi po-
kles pozorujeme pii teplotdch do 40 °C. Teoretické vysvétleni pozorované zavislosti se ndm
nepodarilo nalézt, domnivame se ale, Ze pokud néjaké existuje, bude znac¢né slozité.

Par poznamek k resenim
Kazdé spravné vyhodnoceni experimentu by nemélo postraddat vypocet odchylky méfeni,
v opa¢ném piipadé nevime jak presné vysledky jsou a tim v podstaté ztraceji vyznam. Déle je
vhodné vypracovat graf toho, co bylo v zad4ni experimentu (hodné Fesitelii kreslilo graf zavis-
losti priutoku kapildrou na teploté). Na zavér bychom chtéli podékovat nejmenované fesitelce
za ochutnavku a nékolika dalsim za tipy na kvalitni med. .
Michael Komm

michael@fykos.mff.cuni.cz

Uloha IV .S ... diferencidlni rovnice (5 bodi; primér 38,90; vesilo 10 studentii)

a) Organizdtor FYKOSu vypil velmi rychle ldhev tvrdého alkoholu. Alkohol se z zaludku
vstfebava do krve rychlosti umérnou jeho mnozstvi (v zaludku) s konstantou umérnosti «
a z krve je odbouravan jatry podle stejného vztahu, tentokrat vsak s konstantou imérnosti
(. Sestavte diferencidlni rovnici popisujici tyto déje, urcete zavislost mnozstvi alkoholu
v krvi na case, urcete cCas, ve kterém je koncentrace maximalni a vypocitejte ji.

1 se v dase to postavi na zacdtek gumového lana dlou-
1

b) Snek plazici se rychlosti 1 mm-s~
hého 1 m a zac¢ne se plazit. Ve stejném okamziku se lano za¢ne napinat rychlosti 1 m-s~
(je nekoneéné pruzné takze nikdy nepraskne). Rozhodnéte, zda $nek doséhne konce lana
v konecném case a pokud ano, spocitejte, za jak dlouho se tak stane.

¢) Takzvana redukovand Gaussova rovnice m4 tvar

ay" +(y—z)y —ay =0.

Predpokladejte feseni ve tvaru Taylorova polynomu, urcete vztah pro jeho koeficienty a
vySetfete asymptotické chovani feseni (tj. urcete jakou funkci by se dalo vystihnout jeho
chovéni pro velkd x). Urcete pro jaké hodnoty koeficientd v a « je koneény tento integral

/ eifF(Of?'Y?m) d.ﬁC,
0

kde F(«,v,z) znadi feseni Gaussovy rovnice (takzvand redukovand hypergeometrickd
funkce). Pozndmka: Pokud oznacime E = —1/a”, dostaneme z posledni rovnice pro E za-
jimavou podminku. A pokud se vam p¥i pohledu na ni za¢ina vybavovat vzorec pro mozné
hodnoty energie elektronu v atomu vodiku, pak vézte, Zze podobnost s vasim vysledkem
neni viibec nahodna.

a) Mnozstvi alkoholu v Zaludku (ozna¢me A) podle zadéani klesa rychlosti imérnou A, takze
se vyviji podle diferencidlni rovnice

11
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Tuto rovnici vyfesime metodou separace proménnych

[4 [ aa

InA=—at+C.

V dase t = 0 je mnozstvi alkoholu v zaludku rovno jeho pocateénimu (vypitému) mnozstvi
Ao, takze integra¢ni konstanta méa hodnotu In Ag. Mnozstvi alkoholu v zZaludku tedy klesa
podle vztahu

A= Age™ ™.

Koncentrace alkoholu v krvi (ozna¢me B) je zvySovana jeho vstfebavanim z traviciho
astroji, ale zaroven je snizovana odbouravanim jatry. Vyviji se tedy podle rovnice

dB dA
- w PP
Dosazenim za dA/dt dostaneme
% + BB = adge™ ™" (8)

Tuto nehomogenni diferencialni rovnici vyfesime metodou variace konstant. Nejprve vyte-
$ime prislusnou homogenni rovnici. Na ni mizeme pouzit napiiklad metodu charakteristic-
kého polynomu. Budeme predpokladat, Ze feSeni mé tvar B = Ce**. Tim dostaneme

AB+ B =0,
tedy A = —3. Reseni homogenni rovnice nyni dosadime do ptivodni rovnice (8) a budeme
predpoklddat, Ze konstanta C kterd v ném vystupuje neni konstantni, ale je zavisla na Case.
Dostavame
dC _ _ _ _
7 ° Bt _ BCe™P + BCe™P = adge™ ™,
dC _
E = OéAOe(B oz)t‘

Posledni rovnici vyresime integraci podle ¢asu

C(t) = Tafoae(ﬁ_a)t + K,

kde K je integra¢ni konstanta. ReSeni (8) m4 tedy tvar
aA

B= "

8 —a

Jedné se dokonce o obecné feSeni, protoze v ném vystupuje obecny nasobek feSeni homo-

genni rovnice. Hodnotu K urdime z pozadavku, aby v ¢ase t = 0 bylo B = 0 (na zacatku
je organizétor st¥izlivy). Zavislost B na case je tedy

B2 (e e ). (9)

et + Ke Pt

12
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Z (8) vidime, ze B je maximdlni, kdyz oA = BB. Tato rovnost je splnéna v ¢ase

! lng
a-08"p3

Dosazenim do (9) dostavdme pro maximalni koncentraci

_ aAp @ H%W_ a =
B“““‘ﬁa((ﬂ) (5) >

b) Polohu $neka popiSeme parametrem z udéavajicim jeho relativni polohu vuéi konci vldkna
(na zadatku je x = 0 a na konci x = 1.) Za kratky éasovy okamzik dt se $nek posune
vic¢i mistu na kterém zrovna stoji o malou vzdalenost ds = vs dt kde vs je rychlost Sneka
(protazeni tseku ds je zanedbatelné). V case ¢ je délka lana | = lg + v;t, kde v; je rychlost
konce lana. Zména relativni polohy $neka za cas dt je tedy

_ds  wsdt

d — = .
v l lo + vt

t=

Tim dostavame rozseparovanou diferencidlni rovnici, kterou vyreSime integraci obou stran

/ /ds ve dt
de= | — = ,
l lo + vt
T = v—sln(l—o+t)+0.
v v

V case t = 0 je x = 0, takZe integracni konstanta C' mé hodnotu

Vs lO
——In—.
(% (%

C =

Relativni poloha $neka tedy na Case zavisi jako

s t
r=21m (1 + £> .
vy lo
Na konec lana se $nek dostane v momenté, kdy x = 1, coz nastane za Cas
l
t="2 (e“’/”" - 1) = ("% _ 1)s & 10%*s.
vy
c) Reseni rovnice 23" 4+ (v — 2)y’ — ay = 0 budeme predpokladat ve tvaru y = > 2 anz".
7 podminky nulovosti koeficient® u vSech mocnin z dostaneme vztah pro koeficienty an,
n(n+1)ant1 +y(n 4+ 1)ant1 — (n+ a)an, =0,

n—+a)a
an+1=(( )k

n+1)(n+7) (10)

Pro velkd n budou « i 7y oproti n zanedbatelné, takze (10) pfejde na
Qn

Apy1 N —
n

13
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a koeficienty a,, tedy klesaji zhruba jako a, = ¢/n!, kde ¢ je néjaka konstanta. Stejny Taylo-
ruv rozvoj ma funkce e* a feseni redukované hypergeometrické rovnice se tedy asymptoticky
chové jako exponencidla (pokud ¢ # 0). Zadany integral tedy v obecném p¥ipadé neni ko-
necny, protoze i po vynasobeni klesajici exponencidlou e”?/? ge feSeni stale asymptoticky
chova jako e*/?. Pii pohledu na (10) vsak zjistime, Ze pokud bude a nekladné celé ¢islo, bu-
dou od urcitého n (n = —a) vSechny koeficienty a, nulové. V tomto piipadé se tedy Feseni
Gaussovy rovnice zredukuje na pouhy polynom. A vzhledem k tomu, ze fooo zFe % dx je
koneé¢ny pro vsechna k a Ze soucet kone¢né mnoha koneénych ¢isel je koneény, bude kone¢ny
i zadany integral. Podminka kone¢nosti tedy zni o = 0,—1,—2, -3, . ...

Poznamka nakonec. Pokud ani argumenty uvedené ve ¢tvrtém dile seridlu ndhodou nepodlomily
va$i pfipadnou duavéru v to, ze kazda funkce ma Taylorav rozvoj, zamyslete se nad tim, proc¢
jsme naznacenym postupem ziskali pouze jedno FeSeni, ackoliv jsme Fesili diferencialni rovnici

druhého fadu. Pavel Augustinsky

pavel@fykos.mff.cuni.cz

Serial na pokracovani

Vicerozmérné integraly

Ve tretim dile jsme si ukazali jak pocitat integraly funkci jedné proménné. Také jsme si
fekli, Ze integrovat musime vzdy, kdyZ chceme néjakym zptisobem scitat infinitezimélné malé
prispévky. Napriklad kdyz chceme znat hmotnost salamu, ktery ma v kazdém misté jiny prufez
p, musime tento saldm myslenkové rozkrajet na velmi (infinitezimédlng) tenké platky tloustky
dz a seéist (zintegrovat) hmotnosti téchto platki. Je-li hustota saldmu ¢ a jeho délka I, bude
jeho hmotnost m = fol op(z) dx.

Obdobnym zptusobem vSak Gasto musime s¢itat (integrovat) ,infinitezimalné malé* pii-
spévky rozlozené nikoliv jen na primce, ale v néjakém objemu nebo plose. V tomto dile si
ukazeme jak takovéto integraly pocitat.

Pro zacdtek uvedme jednoduchy priklad. Podobné jako jsme spocitali hmotnost saldmu, mi-
zeme spocitat napiiklad hmotnost ¢tvercového plechu, ktery ma v kazdém bodé jinou tloustku.
V tomto piipadé ale budeme séitat hmotnosti malych elementti rozlozenych po plose. Zavedme
si souradnice tak, aby jeden roh plechu lezel v bodé (0, 0) a aby byly soufadné osy rovnobézné
s jeho stranami. Délka jeho strany je 1, jeho hustota je ¢ a zavislost tloustky na poloze je dana
funkci d = 10 + z? — 2y%. Plech si mtzeme myslenkové rozdélit na tenké prouzky sitky dz
rovnobézné s osou y. Kazdy z téchto prouzkt pak muzeme rozdélit na malé ¢tverecky o délce
stran dx a dy. Celkovou hmotnost pak spocitame tak, ze nejprve spocitame hmotnost jednoho
prouzku s danou z-ovou soufadnici (integraci funkce d podle proménné y, pficemz budeme
povazovat x za konstantu) a poté seCteme hmotnosti téchto prouzki (¥ikdme, Ze integrujeme
funkci d(z,y) pres ¢tverec). Hmotnost prouzku lezictho v bodé x sirokého dz je

1
dng(/ 10+;r2—;ry2dy)dx:g(lO—l—xQ—%x)dx. (11)

0
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Nyni se¢teme hmotnosti jednotlivych prouzkt integraci pies « a dostaneme vyslednou hmotnost

m= /110+x2—1xdx— 0+ - —o(104+? (12)
A grar=e 3 6)°°¢ 6)

Hmotnost plechu samoziejmé nezavisi na zptsobu, jakym jsme si ho myslenkové ,rozkrajeli“.
Mohli bychom tedy postupovat také tak, ze bychom nejprve spocitali hmotnost prouzku rovno-
bézného s osu x a poté secetli hmotnosti téchto prouzkt. Skute¢né, timto postupem dostaneme

‘1 1 1
ng/ (/ 10+x2—xy2dx)dyzg/ 10—&—1—1y2dy:g<10—i—1)7 (13)
o 0 o 3 2 6

coz je stejny vysledek jako (12).

Obecné pokazdé, kdyz pocitdme vicerozmeérny integrdl, si oblast pfes kterou integrujeme
(naptiklad étverec z minulého piikladu) vhodnym zptisobem rozdélime na elementérni ,,buiky*
a cely integral pak spocitdme postupné pomoci obyc¢ejnych jednorozmérnych integrala. Vysle-
dek pfirozené nezavisi na tom, jak jsme oblast rozdélili a v jakém poradi pocitame jednotlivé
integraly.

Ne vzdy je ale situace tak jednoduché jako v poslednim prikladé. V ném jsme totiz integro-
vali pfes étverec, takze meze jednotlivych integraldi byly pevné (0,1). Pokud ale integrujeme
takovéto problémy si ukazeme na dalsim piikladé. Uvazujme opét plech z prvniho prikladu.
Tentokrat ho vSak roziiznem podél uhlopficky spojujici rohy o soufadnicich (1,0) a (0,1) a
budeme pocitat hmotnost pouze jednoho z takto vzniklych trojuhelniki (naptiklad (1,0), (0, 0)
a (0,1)). Ten si opét myslenkové rozdélime na tenké prouzky Sifky da rovnobézné s osou z.
Tyto prouzky ale nebudou vSechny stejné dlouhé. Délka prouzku leziciho v pasu x,z + dzx je
1 — x a jeho hmotnost je tedy dana integralem. Rozhodné doporucujeme pfi vypoctu jakého-
koliv vicerozmérného integralu kreslit obrazky — pomohou vam pfi rozhodovani o tom, jak je
vyhodné délit integracni oblast a jak zaviseji meze jednotlivych integralti na soutadnicich.

1—x
dng(/ 10 + 2° — xy° dy> dz = (10(17m)+x2(17x)7 éx(lfx)3> (14)
0
Celkova hmotnost plechu pak bude sou¢tem hmotnosti vSech téchto prouzka

1
ng/ (10(17x)+x2(17:c)7lx(lfx)3> dx=4+£. (15)
0 3 15
Jako cviceni si miizete spocitat hmotnost tohoto plechu tak, Ze si ho rozdélite na prouzky
rovnobézné s jeho pfeponou a poté sectete jejich hmotnosti (doporucujeme si v tomto pripadé
natocit souradné osy kartézskych soutfadnic tak, aby byla pfepona rovnobézna s jednou z téchto
o0s). Zdiraznéme jesté, ze ackoliv vysledek vicerozmérné integrace nezavisi na poradi provedeni
jednotlivych jednorozmérnych integraci, dostali bychom napiiklad prohozenim poradi integraci
(14) a (15) (bez dodatecénych tprav) chybny vysledek. Meze integralu (14) totiz zavisi na
proménné x, takze pokud bychom bezmyslenkovité provedli nejprve integraci podle z, ztstala
by tato proménna v horni mezi integralu podle y a dostali bychom tak nesmyslny vyraz. Poradi
integraci tedy prehazovat miuzeme, ale musime je provést spravnym zpusobem. Pamatujte si,
ze pokud integrujete podle néjaké proménné, pak se tato proménna nesmi vyskytovat v zadné
z mezi, ale pouze ve funkci kterou integrujeme.

15
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Dilezitou aplikaci vicerozmérnych integralt je vypocet objemi, povrcht a obsahu téles. Ob-
jem (povrch, obsah) télesa spoéitame jednodusSe tak, ze zintegrujeme funkci 1 pfes zkoumany
objem (povrch, obsah, ...). Ovéfme napfiklad zndmy vztah pro obsah kruhu o poloméru R.
Kruh si rozdélime na tenké prouzky sirky dx rovnobézné s osu y. Obsah celého kruhu pak spo-
¢itame tak, ze nejprve spocitame obsah jednoho prouzku a poté tyto obsahy se¢teme. MtZzeme

tedy psat
R VR?=z?
S:/ / 1dy | dz =
r\J-vE"
R /2
:2/ 2V R? fx2dx:/ R?cos® tdt = nR>. (16)
0 0

Pfi integraci jsme mohli zménit meze vnéjsiho integralu, protoze obsah kruhu je dvojnasobkem
obsahu pulkruhu, pokud bychom pocitali integral v nezménéné podobé¢, dostali bychom se do
problémiu s monotonii substituujici funkce, a dale jsme zavedli substituci x = Rsint. Pokud
bychom chtéli pocitat naptiklad objem koule, museli bychom ji rozfezat nejprve na tenké kruhy
a tyto kruhy bychom dale rozdélili stejnym zpusobem jako v predchozim piikladé. Celkovy
objem by pak byl dan integralem (po¢itdme objem pouze jedné osminy koule, ktery nasobime

mi)
°S e [T ) aa -

J 0O J0

Jako cviceni dopoditejte tento integral. Muzete si také spocitat objem ctyfrozmeérné koule
zobecnénim vyse uvedeného postupu. Doporu¢ujeme opét spocitat pouze objem jedné Sestnéc-
tiny této koule lezici v prvnim kvadrantu. Pokud se doberete k ¢islu w2 R*/2, postupovali jste
spravneé.

Vratme se nyni na chvili k oby¢ejnym integralim a ukazme si, jak spocitat délku kiivky dané
grafem néjaké funkce y(x). K tomu potiebujeme znat délku elementu této kiivky leziciho v pasu
xz, * + dx. Tento element mizeme diky malosti dx povazovat za piimy a jeho délku spocitat
pomoci Pythagorovy véty. Domyslime si k nému dvé odvésny rovnobézné se soufadnymi osami,
pfi¢emz jedna z téchto odvésen bude mit délku dx a délka druhé bude odpovidat prirtstku dy
funkéni hodnoty funkce y na intervalu dz. Tento piirtistek snadno spoéitame jako dy = 3’ dz.
Délka elementu nasi kfivky tedy bude di = \/(dz)2 + (v dz)2 = (/1 + (y/)?) dz. Délka tiseku
kiivky lezictho mezi body * = a a x = b pak bude

l:/abdl:/:\/mdm. (18)

Analogicky bychom mohli spodéitat, Ze povrch elementarni plosky vyfiznuty z plochy dané
funkei f(z,y) lezici nad obdélnickem dz,dy je

AL A
dS:\/l—i-(ajU[) +(a—]yc) dz dy. (19)

Pro demonstraci spocitejme povrch plochy lezici nad ¢étvercem s vrcholy o soufadnicich
(0,0), (0,1),(1,0), (1,1), ktera je déna funkci f(z,y) = 2(z*/? 4+ 3*/?)/3. Parcialni derivace f
podle z a y jsou 0f/0x = \/z, 0f/0y = /y. Dosazenim do (19) dostdvime pro velikost
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elementarni plosky dS = /1 + |z| + |y| (na absolutni hodnoty mizeme v dal$im zapomenout)
a celkovy povrch je tedy

1 1 2 1
S:/ / V1J”C+yd:rdl/:§/(2+y)3/2—(1+y)3/2dy:
0 0 0

— %(35/2 —22°2 1 1) ~ 1,41 (20)

7 predchéazejicich priklada je patrné, Zze pouziti kartézskych souradnic je pfi vypoctu né-
kterych vicerozmérnych integraltt nevyhodné (meze jednotlivych integrala vyjadfené v téchto
soufadnicich jsou slozité). Casto se proto vyuziva jinych soufadnych systémt. Z nich jsou
nejbéznéjsi polarni a sférické souradnice. Polarni soutfadnice popisuji bod v roviné pomoci pa-
rametrit znacenych r a ¢. Jejich vyznam je vzdalenost bodu od pocatku souradné soustavy
a thel, ktery svird pruvodié¢ (vektor mifici na tento bod) s pevné dany smérem (zpravidla
danym osou z). Pomoci sférickych soufadnic 7,9, ¢, po fadé znacicich vzdalenost bodu od
pocatku soufadné soustavy, thel ktery svird privodi¢ s osou z a thel ktery svirad projekce
pruvodice do roviny xy s osou x, pak popisujeme polohu bodu v prostoru. Pfi pouziti jinych,
nez kartézskych soufadnic (oznaéme je qi,...,qn) vSak objem oblasti vymezené soufadnicemi
(q1,q1 +dq1),...,(gn,qn + dgn) neni dV = dqi1 dgz - - -dg,. Naptiklad pfi pouziti polarnich
soufadnic je element plochy dan vyrazem dS = rdrdp a v soufadnicich sférickych je ele-
ment objemu dV = r%sin 9 dr dd dy. Pouzijeme-li jiné nez polarni nebo sférické souradnice,
mizeme velikost elementu objemu budto uhddnout, nebo mizeme postupovat takto: Vyjad-
fime kartézské soutradnice v zavislosti na novych souradnicich a dostaneme tak vztahy z; =
= fi(qr,---1aqn),- -, Tn = fulqu,...,qn) (naptiklad ve sférickych souradnicich bychom dostali

x1 = rsindcos p, 2 = rsindsing,zs = rcos?.) Spocditdme parcidlni derivace g—z’ které za-
J
piseme do matice a spocitame jeji determinant det g;”’ (ten byva oznacovan jako Jacobiho
J

determinant ¢i Jakobidn). Element objemu pak bude mit tvar dV = det gf;; dqi dgz - - - dgn,

pokud si uvédomite, Ze geometricky vyznam absolutni hodnoty determinantu matice je objem
rovnobéznosténu daného vektory tvorici jeji fadky a rozmyslite si vyznam parcialnich derivaci
g—Z‘, zjistite, ze toto tvrzeni je docela prirozené.

" Uzitecnost sférickych soufadnic miZzeme demonstrovat na vypocétu objemu koule (srovnejte
se slozitosti (17)). V téchto soufadnicich je koule dana rovnicemi ¢ € (0,2w), ¥ € (0,m),
r € (0, R, kde R je jeji polomér, rozmyslete si pro¢ tihel ¢ probihd hodnoty z (0, 2w), ale Ghel
9 probihd jen hodnoty z (0, ). Objem koule je tedy dén integralem

R 2m k R 4
V:/ / / 1-r25in19d19d<pdr:4ﬂ/ r?dr = - R°. (21)
o Jo Jo 0 3

Jako cvifeni vypocitejte objem elipsoidu daného rovnici (£)? 4 (£)? 4 (2)® = 1. K vypoétu
pouzijte takzvané eliptické souradnice r, 9, ¢ (znaceni je stejné jako u soufadnic sférickych diky
jejich podobnosti) dané vztahy z/a = rsindcosp,y/b = rsindsiny, z/c = rcos? (spravny
vysledek je V = “Tabc.)

A na zavér. Pokud vam nebylo néco v tomto nebo v pfedchézejicich dilech seridlu jasné,
napiste s feSenim této série (nejlépe piimo do FeSeni seridlu), na co byste se chtéli zeptat.

V posledni dilu seridlu se pokusime vase dotazy zodpoveédét.
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Uloha VI.S ..

. vicerozmérné integraly

a) Spocitejte prumérnou vzdélenost cestovatele ndhodné se pohybujicitho po severni polokouli
od severniho pélu a od rovniku (pfedpokladejte ze cestovatel se pohybuje rovnomérné po

celém povrchu polokoule, za vzdalenost berte délku cesty po povrchu Zemsé).

b) Uvazujte nekonecné vysokou rotacné symetrickou véz, jejiz polomér ve vysce h nad zemi je
r=a/(1+ (h/a)), kde a = 1m. K dispozici mame barvu, jejiz kryci schopnost je 10m? na
litr. Rozhodnéte, zda potiebujeme vice barvy na natieni nebo naplnéni této véze barvou.

¢) Trpaslici se rozhodli, Ze pomohou Snéhurce pii vafeni. Snéhurka tedy rozkréjela jeden (do-
konale kulaty) brambor na sedm stejné tlustych platka a rozdala je trpaslikiim k oskrabani.
Rozhodnéte, ktery z trpasliki bude mit nejvice prace (trpaslikem vynalozené usili je Gmérné

povrchu oskrabané slupky).

Poradi resiteli

po IV. serii

Kategorie ctvrtych rocniki

jméno skola 1234PES I % =
Student Pilny MFF UK 4 344 5 8 5 33 100 130

1. Jaroslav Trnka G Na Prazacce 43341 7 5 27 88 114
2. Lukds Chvdtal 34045 75 28 84 95
3. Miroslav Hejna G F. M. Pelcla - - - - 0 97 63
4. Tibor Vansa G Mati¢ni - - - - - - 0 67 62
5. Jan Prachar G F. M. Pelcla - - - - - 0 80 61
6. Karel Tima G Mati¢ni - - - - - - = 0 61 54
7. Jiri Lipovsky G Bystfice n. Pern. - - - - - = = 0 8 32
8. Lukds Vozdecky G Vejrostova, Brno - - - - - - - 0 52 29
9. Vaclav Cvicek G Petra Bezruce - - - - - - = 0 90 26
10. Jan Perny G Nova Paka -0121 0 - 4 30 23
11.—-12. Michal Bares G Mikulasské namésti - - - - = - 0 80 20
Bryan Chen - - - - - - - 0 61 20

13. Marek Vysinka G Matyase Lercha -2 - - - - - 2 89 17
14. Lukds Sndsel COP Hronov -1 --5 - - 6 80 16
15. Matéj Tyé G Zastavka - - - - - - 0 63 15
16. Tomds Kozelek G Kadan - - - - - - 0 62 13
17. Miloslav Havelka G Zastavka - - - = - - 0o 73 11
18. Barbora Galaczovd - - - - - - - 0 67 10
19. Marek Pavli SOU Litovel - - - -5 - - 5 100 9
20. Katerina Jelénkovd G Staré Mésto - - - = - - 0 100 8
21. Lubos Rabcan G Trstena 1200 - 2 - 5 19 7
22. Miroslav ZgaZar SPS Heyrovského, Ostrava  — — - - 0o 75 6
23.—26. Vendula Eznerovd G Nad Stolou, Praha - - - - - - - 0 24 4
Josef Hanusg G Décin - - - - - - - 0o 19 4
Radim Kusdk G Frydek-Mistek - - - - - - - 0 100 4
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Martin Szablatura - - - - - - - 0 100 4

27.—29. Veronika Chromcikova G Pterov - - - - - - - 0 25 1

Petr Navratil G Pferov - - - - - - - 0 25 1

Zuzana Svobodovad G Zlaté Moravce - - - - - - - 0 25 1
Kategorie tretich rocniku

jméno skola 1234PES I % =

Student Pilny MFF UK 4 344 5 8 5 33 100 130

1. Matous Ringel G Broumov 44355 85 34 92 119

2. Jana Matéjovd SPS Chrudim - -445 8 2 23 82 87

3. Alexadr Kazda G Nad Aleji, Praha 41312 -5 16 68 178

4. Jan Moldcek G J. K. Tyla -3 -4 - -5 12 90 69

5.—6. Petr Dostal G Zamberk -210 - - — 3 46 38

Pavel Hdla G Cesky Krumlov 3 2 1 - - - 6 50 38

7. Martin Rybdr GOA Blansko -1 -3 - - - 4 56 35

8. Lucie Strmiskovd G Kyjov - - - - - 8 - 8 79 34

9. Hynek Hanke G Budgjovicka, Praha -2 0 3 - 2 7T 45 33

10.—11. Vojtéch Krejcirik - - - - - - - 0 65 31

Jan Ondrus G F. M. Pelcla 1302 - - — 6 46 31

12. Jakub Zdvodny G Bratislava, Grosslingova -1 - - - - - 1 69 27

13. Zuzana Rozlivkovd G Bozeny Némcové 1001 - - — 2 44 24

14. Jana Hrudikova G Prerov - - - - 0 82 23

15.—16. Jan Olsina G Kromériz - - - - - 0o 72 21

Viadimir Sommer G Zd4r nad Séazavou -3 -- -8 2 13 88 21

17. Jan Fazekas ISS Sokolov 13124 - - 11 56 20

18. Michal Ruzek G Arcibiskupské -2 -2 - - - 4 68 19

19. Zdenék Vana COP Hronov - - -5 - - 5 56 14

20. Petr Bily G Slany - - - - - - - 0 76 13

21.—22. Jan Skalicky G J. Heyrovského, Praha 0 - 2 5 - - T 46 12

Radoslav Sopoliga G Svidnik 1 - - — 1 31 12

23. Jan Svarcbach G Louny - -01 - - - 1 20 10

24.-26. Tomdads Gavenciak G Bilovec - - - - 3 - 3 38 9

Pavol Lakatos G Velké KapuSany - - - - - - - 0 25 9

Michal Witiska G Jihlava - - - - - - - 0 31 9

27. Jan Kretinsky G Matyése Lercha - -0 - - - 0 67 8

28.—29. Jan Kvivonozka G Bilovec - - - - - - 0 29 7

Libor Kukacka GOA Vrchlabi -1 -1 - - - 2 37 7

30. Pavlina Karnikovd G Dobruska -00 - - 3 - 3 22 6

31. Katerina Balcarova G Dobruska 030 - - - — 3 21 5

32.—-34. Markéta Novotnd G Hranice - - - - - - - 0 100 4

Martina Smolovd G Pisek - - - - - - - 0 24 4

Petra Sukovd G Svitavy - - - - 0 100 4

35. Ewva Lowviskovd G V. Makovského - - - - - - - 0 25 3

36.—37. Michal Havel COP Hronov 00 -00 — — 0 8 2

ITvan Patdcik G Partizanské - - - - - - - 0 17 2

38.—39. Jana Pechkovd G Trutnov - - - - - 0 11 1

Stanislav Planicka G Klatovy - - - - - - = 0 25 1

40. Jana Babovdkovd G Most -00 - - - — 0 0 0
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Kategorie druhych rocniki

jméno skola 1234PES I % X

Student Pilny MFF UK 4 3445 8 5 83 100 130

1. Anton Repko G Sv. Mikuléasa, Presov - 2345 -5 19 8 80

2. Petr Houstéek G Pelhfimov 2 -331 -3 12 66 54

3. Peter Greskovic G Svidnik 2302 - 2 - 9 39 41

4. Lenka Rychtrovd G Louny 2310 1 7T 28 28

5.—6. Michal Humpula G Uhersky Brod 2 30 - - 5 60 25

Martin Takdcé G Nové Zamky - = - - - - 0 51 25

7.—8. Jiri Kulda COP Hronov - 2 -4 6 — 12 46 16

Hana Suchomelovad G Ludovita Stura - - - - - - - 0 43 16

9. Mdria Sedivd G Ludovita Stura - - - - - - = 0 44 14

10.—12. Pavel Kocourek SPS Panska - - - - - - 0 91 10

Ondrej Sedlacek G Uherské Hradisté - - - - 0o 3, 10

Markéta Vilimovskd G Ceskolipské, Praha -1 - - -2 - 3 37 10

13. Juri Kubr COP Hronov 010 -3 - - 4 38 9

14.—-15. Zdenék Kucka G Zd4r nad Sazavou - - - - - - - 0 12 8

Rostislav Kvas G Jihlava - - - = - - = 0 100 8

16. Markéta Kavalirovd G Ceskolipské, Praha -01 - - - - 1 30 7

17. Richard Gracla G Nad Stolou, Praha -30 - - - - 3 30 6

18. Ales Razym - - - - - - - 0 24 4

19. Karel Hofman COP Hronov - - - - - - - 0 38 3

20.—21. Katerina Divisovd GOA Sedlcany - - - - - - - 0 8 2

Monika Martiniskovd - - - - - - = 0 15 2

22.-23. Stépdnka Mohylovd G Cs. exilu - - - - - - - 0 13 1

Vladimira Seckdrovd G J. G. Tajovského - - - = - = = 0 8 1

24. Jan Vrba G Arabska, Praha - - - - - - 0 0 0
Kategorie prvnich rocniki

jméno skola 1234PES I % X

Student Pilny MFF UK 4 3445 8 5 83 100 130

1. Jan Valasek G Broumov -2 2 - -7 - 11 62 29

2. Tereza KlimoSovd G Lanskroun - 21 - - - - 3 69 27

3. Jana Vrdbelovad G Ludovita Stura 221 - -2 - 7T 38 24

4.—5. Michal Sivak G Ludovita Stura 211 - - 2 - 6 39 20

Viadimir Sivdk G Ludovita Stura 211 - - 2 - 6 39 20

6. Ondrej Bogar 7S Trenéin -1 -- -4 - 5 44 16

7. Jan Bednar COP Hronov - - - -3 - - 3 62 13

8. Petra Mald - 10 - - - 1 33 8

9. Daniela Svobodovad 31 -- - - = 4 37 7

10. Tomds Bedndrik G Vsetin - - - - - - - 0 50 4

11. Marek Jansa COP Hronov - - - - - - = 0 13 2

12.—13. Radek Skuta G Cs. exilu - - - - - - - 0 13 1

Zuzana Urbancovd G Vlasim - - - - - - - 0 25 1

14. David Chval GOA Vimperk - - - - - - - 0 0 0

Fyzikéalni korespondenéni seminaf je organizovan studenty UK MFF. Je zastfesen Oddélenim
pro vnéjsi vztahy a propagaci UK MFF a podporovan Ustavem teoretické fyziky
UK MFF, jeho zaméstnanci a Jednotou ¢eskych matematiki a fyziku.
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