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15. roé¢nik, Gloha II.S ... paradoxy (7 bodu; primér ?; fesilo 87 student)

a) Ptsobenim rychlych &dstic kosmického zafeni vznikaji vysoko v atmosféfe édstice zvané
mezony . Tyto astice #iji po dobu T = 2.10™%s a pak se rozpadaji na jiné ¢astice. Typicka
rychlost vzniklych mezontu u je v = 0,998c. Mezony p tudiz urazi vzdéalenost vt = 600m.
Jak je tedy mozné, Ze jsou detekovany na zemském povrchu, kdyz vznikaji ve vyskach
vetsich nez 6km? Tento paradox vysvétlete jak z hlediska soustavy spojené se zemskym
povrchem tak z hlediska soustavy spojené s mezonem (.

b) Méjme raketu, kterd odstartuje ze Zemé k jedné vzdélené hvézdé. Po dosazeni hvézdy se
opét vrati zpét na Zemi. Na své cesté se raketa pohybuje konstantni rychlosti v blizkou
rychlosti svétla. Uzitim diletace casu dostaneme, Ze z hlediska pozorovatele na Zemi pi-
jdou pomaleji hodiny na raketé. Podle pozorovatele na raketé vSak piijdou pomaleji hodiny
na Zemi. Tento paradox se nazyvd paradoxem dvojcat (hodiny na raketé a na Zemi lze
nahradit dvojéaty). Uzitim Lorentzovy transformace ukazte, ze ve skute¢nosti oba pozoro-
vatelé dojdou ke stejnému zavéru. Urcete, ve kterém piipadé je diletace ¢asu uZita chybné,
a vysvétlete proc.

¢) V mnohych knihdch naleznete nasledujici vysvétleni paradoxu dvojéat: Raketa neni inerci-
4lni soustavou, nebot se alespori v nékterych fazich letu musi pohybovat se zrychlenim, a
proto nelze uzit STR. Preformulujte tedy paradox dvojcat tak, aby se vSe odehravalo v iner-
cidlnich systémech. (Ndpovéda: K pfenosu informace Ize uzit napiiklad elektromagneticky
signdl).

a) Pro rychlost 0,998c¢ je hodnota faktoru  rovna pfiblizné 16. Uvedena hodnota doby Zivota 7
mezonu p odpovida piipadu, kdy je tato castice vici pozorovateli v klidu. Z hlediska pozo-
rovatele na Zemi bude tedy doba Zivota mezonu p vlivem diletace Casu Sestnactkrat delsi.
Mezon p v této soustaveé tudiz urazi Sestnactkrat veétsi vzdalenost. To znamend, ze muze
dorazit az k zemskému povrchu.

Ke stejnému vysledku dojdeme i v soustavé spojené s mezonem p. Vlivem kontrakce
délek jsou totiz pro mezon u vsechny ,pozemské vzdalenosti Sestnactkrat kratsi. Na po-
catku je tak zemsky povrch ve vzdalenosti pouhych 375m od mezonu p a pfiblizuje se
k nému témér rychlosti svétla. Zemsky povrch tedy ,dopadne“ na mezon u dfive, nez se
mezon staci rozpadnout.

b) Vzdalenost Zemé a hvézdy v soustavé spojené se Zemi oznac¢me lo. Celkova doba letu je
v obou vztaznych soustavach rovna dvojnasobku doby letu ze Zemé ke hvézdé. Stadi se tedy
omezit na prvni polovinu letu. Po¢atek prostorovych soufadnic zvolme na Zemi. Cas t = 0
necht odpovida okamziku startu rakety ke hvézdé. Soufadnice v soustavé spojené s raketou
volme tak, aby bylo mozné uzit specidlni Lorentzovu transformaci (transformace odvozena
v druhé kapitole).

Nejprve feSme problém z hlediska pozorovatele na Zemi. Start rakety ma v této sou-
stavé soufadnice z = 0, t = 0. Raketa dorazi ke hvézdé za ¢as t. = lo/v. Pfilet rakety
ke hvézdé tedy odpovidd soufadnicim x = lo, t = t,. Pomoci Lorentzovy transformace
ziskdame soutadnice téchto udalosti v soustavé spojené s raketou. Pro start rakety tak do-
stavame x’ = 0, t' = 0 a pro pfilet rakety obdrZime soufadnice

x/:7<lo—vl—o>20, t/=’y<l—0—v—l20):l—0.
v v c v
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Pro pozorovatele na raketé bude tedy doba letu ¢, rovna

t, l
t, = 2 =2

v oqv

Za na$ vztazny systém nyni zvolme raketu. Start rakety mé opét soufadnice x =0, t =
= 0. Vzhledem ke kontrakci délek je vzdalenost hvézdy a Zemé v nasi soustavé rovna | =
= lo/7y. Hvézda i Zemé se vi¢i ndm pohybuji rychlosti —v. Hvézda k ndm tedy doleti
v ¢ase t = [/v = lo/~yv. Doba letu rakety ¢, v naSem systému je tedy rovna hodnoté lo/yv.
Soutradnice pfiletu hvézdy v nasi soustavé jsou z = 0, t = t,. Lorentzovou transformaci ob-
drzime odpovidajici souradnice v soustavé spojené se Zemi. Startu ze Zemé opét odpovidaji
soufadnice =’ = 0, ¢’ = 0. Soutadnice piiletu hvézdy jsou dany vztahy

’ l() / lO lO
T =~yv— = lo, t =y— =—.
v v v

Pro pozorovatele na Zemi tudiz trva let rakety po dobu t,
t. =t =

Vidime tedy, ze k zddnému paradoxu ve skutecnosti nedochézi. Diletace ¢asu je chybné
pouzita pozorovatelem na raketé. Diletaci ¢asu lze totiz uzit pouze v ptipadé, kdy jsou
udalosti v pohybujici se soustavé soumistné (presnéji nastavaji v roving kolmé na rychlost),
jak plyne z jejiho odvozeni.

¢) Méjme dvé rakety pohybujici se proti sobé po spojnici Zemé a hvézdy. Obé rakety se po-
hybuji rovnomérné primocate rychlosti v vici Zemi. Na obé rakety a na Zemi umistime
identické hodiny. Poc¢atecni podminky pohybu obou raket zvolme tak, aby se obé potkaly
u hvézdy. V okamziku, kdy prvni raketa mine Zemi, nastavime na hodinach umisténych
na prvni raketé a na Zemi ¢as nula. Pfi potkani obou raket u hvézdy nastavime na hodinach
druhé rakety ¢as z hodin umisténych na prvni raketé. Informaci o ¢asovém udaji pfeneseme
z prvni rakety na druhou pomoci elektromagnetického signalu. V okamziku pruletu druhé
rakety kolem Zemé pak pfeneseme elektromagnetickym signdlem informaci o case, ktery
uplynul na obou raketach béhem letu mezi Zemi a hvézdou, a porovname jej s ¢asem uply-
nulym na Zemi. Vysledek tohoto porovnani pak nesmi zaviset na volbé vztazné soustavy.

Nyni se veskeré ,starnuti dvojcat“ odehrava pouze v inercialnich systémech. Paradox
tedy musi byt feSitelny v ramci STR, nebot v opa¢ném piipadé by STR nebyla vnitiné
konzistentni teorii.

Paradox dvojcat lze rovnéz objasnit zndzornénim celé situace v ¢asoprostoru (viz obr. 1).
V nasem piipadé vystac¢ime s dvourozmérnym c¢asoprostorem, nebot vie podstatné se ode-
hrava pouze v jednom prostorovém sméru. Necarkované souradnice odpovidaji pozorovateli
spojenému se Zemi. Inercidlni soustavy spojené s pozorovatelem na raketé maji ¢arkované
souradnice. Cesté ke hvézdé odpovidaji jednou ¢arkované souradnice. Dvakrat ¢arkovanymi
soufadnicemi je popsan inercidlni systém spojeny s raketou pii zpatecnim letu.

Soufadnice v ndmi uvazovanych systémech jsou zvoleny tak, ze svétocara (draha v ¢a-
soprostoru — celd historie daného objektu) hvézdy splyva s osou ct a svétoara pozorovatele
na raketé je sloZena z ¢asti splyvajicich se svéto¢arou Zemé oznacenou Z a s osami ct’ a ct”.
Do obrazku jsou také zakresleny svétocary oznacené pismenem S odpovidajici svételnym
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signalim, které prichazeji a opoustéji udalost O, coz je pfilet rakety ke hvézdé. Souradnice
v8ech inercidlnich pozorovateli jsou vic¢i svétocaram S symetrické. To je ddano principem
konstantni rychlosti svétla. Start rakety ze Zemé je oznacen pismenem A. Udélost B odpo-
vid4 navratu rakety zpét na Zemi.

Z y
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ct” ct’
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E x
A

Obr. 1

7 obrazku vidime, Ze v soustavé S je s udalosti O soucasna udalost E, zatimco v sou-
stavé S’ jsou soucasné udalosti O a C. Plati tedy Aty 4 = Aty K ziskdni vztahu mezi Atg 4
a Atca mizeme pouzit diletaci ¢asu, nebot udalosti C a A jsou v soustavé spojené se Zemi
soumistné. Dostavame tak vztah

Aty
Atca = —roa
Doba odpovidajici poloviné letu rakety na Zemi je vSak dana Casovym intervalem mezi
udélostmi A a E. Diletaci ¢asu tedy chybné uziva pozorovatel na raketé. Chybéjici ¢asovy
interval mezi udéalostmi C a E ur¢ime pomoci Lorentzovy transformace. Vzdalenost hvézdy
a Zemé je v soustavé S’ dana vztahem | = vAty 4. Dostavame tedy vztah

vl
o2

2
v
Atpc = Atoc = (At’oc + ) = ycjmzm.

Polovina doby letu rakety na Zemi tudiz trva
2 2
v 1 v 1
Atpa = <v—2 + 7) Atoa =7 (—2 + —2) At = yAto,.
c ¥ c ¥

Tento vztah je identicky se vztahem, ktery obdrzi pozorovatel na Zemi uzitim diletace ¢asu,
nebot udélosti E a O jsou v soustavé spojené se Zemi soucasné a udélosti A a O jsou pro
pozorovatele na raketé soumistné.
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Udaélosti, které se nachazeji mezi udalostmi C a D na svétoc¢are Z, se v soustavé spojené
s raketou odehraji v jeden okamzik soucasné s udélosti O. Tento ,nesmysl“ je zpisoben
nespojitou zménou rychlosti rakety u hvézdy. Pokud budeme uvazovat rychlou ale spojitou
zménu rychlosti rakety, potom se v okoli udalosti O za¢ne rychle natééet osa = (soucasnost)
pozorovatele na raketé z ptivodni polohy z’ do nové polohy z”. Ud4losti mezi C a D pro
pozorovatele na raketé sice opét probéhnou velmi rychle, ale v tomto pripadé jiz riznym
udélostem mezi C a D odpovidaji i rizné, s nimi soucasné, udalosti na raketé.

Pokud by na palubé rakety byla lidska posadka, potom by pifedchozi manévr u hvézdy
zFejmé neprezila z duvodu prilis velkého pretizeni. Raketa s lidskou posadkou se tak musi
pohybovat se zrychlenim po nezanedbatelnou ¢ast doby letu. Cas odpovidajici letu rakety,
ktery naméii jeji posadka, lze v tomto pFipadé uréit se¢tenim (integraci) jednotlivych ca-
sovych intervalti, které posadka stravi ve svych klidovych inercialnich soustavach. Ve vSech
pfipadech vychazi, ze se posadka rakety vrati zpét na Zemi mladsi, nez budou jeji vrs-
tevnici, kteri ztistanou na Zemi. K tomuto problému se jesté vratime v posledni kapitole
serialu, kterd bude vénovana obecné teorii relativity.

Fyzikéalni korespondenéni seminaf je organizovan studenty UK MFF. Je zastfesen Oddélenim
pro vnéjsi vztahy a propagaci UK MFF a podporovan Ustavem teoretické fyziky
UK MFF, jeho zaméstnanci a Jednotou ¢eskych matematiki a fyziku.
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