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Predmluva

Mily ¢tenéari,

publikace, kterou mas pravé v rukou obsahuje zadani a feseni loh XIV. ro¢niku FYKOSu
(FYzikdlniho KOrespondenéniho Semindre MFF UK), ktery probéhl ve $kolnim roce
2000/2001.

Co je to FYKOS? Je to predevs§im korespondencni soutéz o fyzice urcena pro studenty
stfednich 8kol. V pribéhu roku vypada seminéf tak, Ze feSitelé pravidelné (kazdych Sest
tydnt) obdrzi sérii sedmi tloh, z nichz je pét teoretickych (patd, oznacend P, je ,pro-
blémova“), jedna experimentélni a posledni se tematicky vaze k Seridlu na pokracovéni,
ktery rozviji znalosti feSiteld v jedné konkrétni oblasti fyziky. Letos byl vénovan kla-
sva Teseni posilaji na adresu seminafe. Organizatori ulohy opravi, oboduji a zaslou zpét
ucastnikim, kteri se takto sezndmi se vzorovymi feSenimi a dozvi se o chybach svych
vlastnich postupi. Zasilky tloh a feSeni jsou doplhovany prubéznou vysledkovou listinou
a na konci kazdého roc¢niku jsou nejlepsi reSitelé nalezité odménéni.

Kromé vlastni korespondencni soutéze dnes k seminéari neodmyslitelné patii dvé kaz-
doro¢ni soustiedéni, ktera predstavuji tyden plny fyzikalni i nefyzikalni zdbavy v nékterém
malebném kouté nasi vlasti. Probihaji vzidy na jare a na podzim a jsou dobrou motivaci a
odménou pro nejlepsi ucastniky. Dale FYKOS ve ve spolupréci s jednotlivymi katedrami
MFF porada Den s experimentalni fyzikou, pri kterém nasi resitelé mohou navstivit né-
kolik pracovist, kde se déla ,opravdova fyzika“.

V této rocence najdes na zacatku kompletni zadani teoretickych a experimentalnich
tloh, nésledné jejich feSeni (teoretickd jsou pro prehlednost oddélena od experimentél-
nich), v dalsi ¢asti je pak Seridl na pokracovani, ktery je dopliovan tlohami souvisejicimi
s danym tématem. Na konci pak najdes soupisku nejlepsich resiteld.

Trocha statistiky na zavér: XIV. ro¢niku FYKOSu se ztacéastnilo celkem 165 resiteld,
ktefi ndm zaslali celkem 1826 jednotlivych uloh k opraveni. VSech Sesti sérii se zcastnilo
28 tesiteld.

Pokud té tato rocenka zaujme natolik, ze by jsi se chtél prihlasit k soutézeni v seminéari
nebo se jen na néco zeptat, at uz se to tyka fyziky ¢i studia na MFF, neboj se a napis
nam. Jsme k dispozici témét neptetrzité na adrese

FYKOS
Matematicko-fyzikalni fakulta UK — UTF
V Holesovickach 2
180 00 Praha 8
e-mail: fykos@mff.cuni.cz
www:  http://fks.mff.cuni.cz
tel: (02) 2191 2493 (zaznamnik Ustavu teoretické fyziky)



FYKOS, roénik XIV

Zadani uloh

Uloha I.1 ... levitace

Predstavme si, ze elektricky naboj zemékoule zacne najednou z niceho nic rist. To
znamena, ze i vy se zacnete nabijet. Muze to dojit tak daleko, Ze coulombovska sila
vyrovna gravitacni a vy se odlepite od Zemé. Vysvétlete, pro¢ neni mozné, aby se rtizné
velka télesa stejné hustoty odlepila ve stejny okamzik. Pro zjednodusSeni uvazujte, ze
vSechna télesa maji tvar koule. (Reseni str. 12)

Uloha 1.2 ... kondenzdtor v kapaliné

Do kapalného dielektrika jsou svisle ponoieny dvé ¢tvercové paralelni vodivé desky o
strané a. Nejsou-li desky nabity, vystoupi hladina mezi deskami do vysky hg (méfeno od
dolniho okraje desek). O jakou vzdélenost Ah se zvysi hladina kapaliny mezi deskami,
nabijeme-li desky na napéti U? Permitivita kapaliny je e, hustota ¢ a vzdalenost desek

je d (d < a). (Reseni str. 13)
Uloha 1.3 ... sluneéni paradox /,,,'.\\
Hlavné veder a rano miizeme nékdy pozoro- e

TRERERN

vat slunecni paprsky jdouci skrz mezery v mra-
cich. Vidime, ze se tyto paprsky rozbihaji. Kdy-
bychom si v jejich mysleném priisec¢iku predstavili
Slunce, vyslo by ndm, 7e je nékolikrat (2-5) dale
nez mraky, tzn. radové deset kilometri nad Zemi.
Tak pro¢ nam vsichni tvrdi, Ze Slunce je od Zemé
150 mil. km? (Reseni str. 14)

Uloha 1.4 ... ponorka Obr. 1

Méjme Sirokou otevienou vélcovou nadobu o vysce h, prifezu S a hmotnosti m.
Polozime ji na hladinu a ona zaujme rovnovaznou polohu. Poté uprostied dna udélame
malou dirku o priufezu S* < S. Do nadoby zacne vtékat voda, vasim tkolem je urcit, za
jak dlouho se ponofi. (Reseni str. 14)

Uloha I.P ... jedna pani povidala

Jeden kratkozraky kamarad mi fikal, ze kdyz si z prstii pred okem utvoii maly otvor,
tak vidi véci kolem sebe osttfeji nez normdlné. Je na tom néco pravdy nebo si vymysli?
Svij nazor fyzikalné zdtvodnéte. (Reseni str. 15)

Uloha I.Exp ... natahovdni 3paget
Uréete Youngiiv modul pruznosti v tahu uvarenych Spaget. (Reseni str. 42)



Zadanit uloh

Uloha I1.1 ... lampa na hladiné

Jdete vecer kolem teky Sitky L. Na protéjsim brehu stoji lampa ve vysce h nad hla-
dinou feky. Kdyz se podivate na hladinu, uvidite na vodé obraz lampy. Je-li hladina
rozcerend, tento obraz se "rozmaze”. Urcete thlovou sitku a délku pod jakou tento utvar
vidite. Predpokladejte, ze vase oci jsou ve stejné vysce nad hladinou jako lampa. Zce-
renou hladinou rozumime vlnky s maximalnim naklonem « ve vSech smérech a vyskou
zanedbatelnou vuci h. (Reseni str. 16)

Uloha I1.2 ... skoky do nebe
Ze stiechy 10 m vysokého domu poustime s nulovou pocatecni rychlosti gumové micky
na chodnik. Micky jsou vSechny stejné velké, maji vSak hodné rozdilné hmotnosti. Do jaké
maximalni vysky mize néktery z micki vysko€it, mame-li jich k dispozici a) 2, b) n.
Vsechny razy povazujme za dokonale pruzné, veskeré odpory prostiedi zanedbejme.
(Reseni str. 17)

Uloha II.3 ... 3roubovice

Méjme nekoneény dréat stofeny do pravotolivé Sroubovice (helixu). Dréat je rovno-
meérné nabity a osa helixu je totozna s osou z. Do vzniklého pole posleme nabitou ¢astici
(drat je tenky, takze do néj ¢astice nenarazi). V jistém Casovém okamziku zname jeji p,
a L,, tedy z-ové komponenty hybnosti a momentu hybnosti. Mizeme v jiném okamziku
urcit p,, zname-li v tomto okamziku L,?

(Problém lze vyftesit zcela exaktné. Naproti tomu neni uré¢ité nezajimavé zkusit situaci
pocitacoveé simulovat a dostat tak hledanou zavislost v podstaté experimentalné, pripadné
ovérit teoretickou predpovéd.) (Reseni str. 17)

Uloha IT.4 ... the wall
Kolmo proti sténé je postaveny reproduktor, ktery vydava zvuk, jehoz frekvence rov-
nomérné roste v Case. Mezi sténou a reproduktorem je pozorovatel. Co uslysi?
(Reseni str. 18)

Uloha II. P ... problémovka z vody

O prazdninach byli néktefi organizatori Fykosu sjizdét Vitavu a pfi této prilezitosti
je napadlo nékolik problémkii, se kterymi by od vas potrebovali poradit.

a) Za jak dlouho dotece voda z Ceského Krumlova do Prahy?

b) Na jakou stranu alumatky (hlinikové karimatky, kterd ma z jedné strany hlinikovou
folii a z druhé izolaéni pénu) je vyhodné si lehnout?

c) Jak se v makarénech délaji diry? (Reseni str. 19)

Uloha II.Exp ... zvuk
Zmérte rychlost zvuku ve vzduchu. (Reseni str. 46)

Uloha III.1 ... rotujici koule

Nad vodorovnou podlozkou se nachazi homogenni koule o poloméru R, kterad rotuje
uhlovou rychlosti wg kolem vodorovné osy. Jakou rychlosti vy ji musime vrhnout ve vo-
dorovném sméru kolmém na osu rotace, aby se po sérii dopadii na podlozku zastavila?
Valivy odpor je nulovy, nikoliv v8ak smykové treni. (Reseni str. 20)
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FYKOS, roénik XIV

Uloha III.2 ... interference na zrcadlech
Méjme bodovy zdroj (Z) monochromatického svétla umistény
prede dvéma rovinnymi zrcadly (obr. 2). Vzdalenost zdroje od
bodu dotyku zrcadel je r a vzdélenost tohoto bodu od stinitka (S)
je . Na stinitku se zobrazuji svétlé a tmavé prouzky. Dva sou-
sedni svétlé prouzky jsou od sebe ve vzdéalenosti d. Spoctéte thel ¢
mezi zrcadly, muzete predpokladat, ze je velmi maly. Predpokla-
dejte téz, ze ze zdroje nedopadéa zadné svétlo primo na stinitko.
(Reseni str. 21)

Obr. 2
Uloha II1.3 ... dnem vzhiru

Ve velké nadobé s vodou je castecné ponotfena dnem vzhiru valcova sklenice. Hladina
vody v nadobé i ve sklenici je stejnd a je vzdalena [ = 10cm ode dna sklenice. Teplota
vzduchu je t9p = 20°C a atmosféricky tlak je pg = 100kPa. O jakou vysku h stoupne
hladina vody ve sklenici, jestlize se teplota snizi o At = 10°C a tlak stoupne o Ap =
=2,0kPa ? (Reseni str. 22)

Uloha III.4 ... vypar vody
Za jak dlouho se vypafi voda ze sklenice o vySce h = 10 cm za norméalnich podminek?
Piedpokladejte, ze vihkost vzduchu tésné nad hladinou je neustale 99%. (Reseni str. 22)

Uloha III.P ... obéasny pramen

Na Slovensku ve Slovenském krasu je zajimavy pramen. VétSinu c¢asu tento pramen
vypada, jako by byl vyschly, a potom z néj najednou zacne po néjakou dobu vytékat
voda, a poté opét nic. Toto se stale opakuje. Jednotlivé intervaly jsou docela pravidelné
(a dlouhé). Jak to funguje? (Reseni str. 23)

Uloha III.Exp ... kapacita ¢lovéeka
Zmétte co nejvice zdravi neohrozujicimi zpisoby elektrickou kapacitu clovéka.

(Reseni str. 47)

Uloha IV .1 ... vesmirnd stiikacka

Predstavte si, ze ve vakuu mimo gravitacni pole stifikdime vodni paprsek. Kromé
tohoto paprsku je zde kolmo (mimobézné) k jeho ptivodnimu sméru umistén nabity ne-
kone¢ny drat s délkovou hustotou ndboje A. Voda je stiikdna z velmi velké vzdalenosti
s pocateéni rychlosti v. Vzdalenost prfimky, ve které je stiikina voda (ve které se na
zaCatku pohybuje vodni paprsek) a dratu je d. Spoctéte thel, o ktery se odchyli vodni
paprsek od ptvodniho sméru. Molekuly vody si predstavte jako elektrické dipdly, jejich
vzajemné pusobeni zanedbejte a také zanedbejte jejich moment setrvacnosti (tj. pred-
stavte si, ze vSechna hmotnost molekuly je soustfedéna uprostied mezi naboji, které jsou
nehmotné). (Reseni str. 23)

Uloha IV .2 ... ropnd skvrna

Méjme na vodni kaluzi kruhovou skvrnu od oleje o poloméru 1 m a tloustce 10 um. Na
tuto skvrnu se divame z jeji osy z vysky 1 m. Skvrna je osvétlena bilym svétlem ze vSech
stran. Svétlo z jednoho sméru miZeme povazovat za koherentni. Jaké barvy na hladiné
uvidime? (Reseni str. 26)



Zadanit uloh

Uloha IV .3 ... médény drdt

Mame 50 kg médi. Jaky nejdelsi drat z tohoto mnozstvi materidlu lze vytvorit pro
prenéseni elektrického proudu 1 A, je-li okolni teplota 20 °C ? (Tepelnou kapacitu okolniho
vzduchu a pfirody povazujte za nekone¢nou.) (Reseni str. 27)

Uloha IV .4 ... zviFdtko

Predstavte si zvitatko, jehoz charakteristicky rozmér je L. Odhadnéte, jak na L zavisi
vzdalenost, kterou je schopné urazit po pousti.

A jak zavisi na L jeho rychlost béhu po roviné a do kopce? Urcete také, jak zavisi na
velikosti zviratka vyska jeho vyskoku.

Napovéda: Uvazte, ze s = vt. Déle napt. uvedme, jak zavisi hmotnost zvirdtka na L:
Vime, 7e m = oV, kde p uvazujme konstantni a V je amérné L3, tedy m ~ oL3 ~ L3,
hmotnost zvifatka tedy zavisi pfimo tmérné na L3. (Reseni str. 28)

Uloha IV.P ... micek ve vodé

Méme trubku ve tvaru pismene V, jedno rameno je svislé a na konci oteviené, druhé
s nim svird ostry thel a je na konci (nahote) zatavené. Trubka je téméf plna vody a
v zataveném rameni nahote plave micek. Vymyslete zptisob, jak dostat micek ven tak,
aby voda nevytekla. Nesmite ji vypustit, svislé rameno musi ztstat porad svislé a do
trubky nesmite nic strkat. (Reseni str. 29)

Uloha IV .Exp ... zmé¥te ho!

Ledova kralovna zije v tisi, kde je vSechno kromé lidi, Zivocichti, rostlin a nékolika
maélo dalsich véci z ledu. Chudinka kralovna zjistila, ze potfebuje nové bryle. Jenze jeji
dvorni brusi¢ bryli umi jenom bryle ze skla a snad by si vzpomnél, jak je udélat z ledu,
ale potieboval by na to znat jeho index lomu. A jelikoZ vsechny MF tabulky v kralovstvi
jsou z ledu, nejde z nich nic precist, a tak mu nezbyva, nez ho zméfit, jenze nevi jak. A
tak vas prosi o pomoc. Poradte mu a pro jistotu i danou veli¢inu zméfte sami, nebot on
je nesika a nic jiného nez brousit bryle neumi. (Reseni str. 49)

Uloha V.1 ... o3klivd sonda

Predstavte si rovinny povrch néjakého materidlu, zavedme souradnou soustavu tak,
ze povrch splyva s rovinou z = 0. Kazdy bod povrchu popisme odrazivosti R, coz je
pomér odrazené a dopadajici intenzity zareni. Vime, ze ve sméru osy x je R konstantni a
ve sméru osy y je R(y) periodickou funkei s periodou P. Mame k dispozici sondu, kterd
sviti na povrch a zpétné snima odrazenou intenzitu. Mizeme s ni pohybovat ve sméru
osy y. Sonda vS8ak neni nekonec¢né ”jemnd”, svazek nemuzeme zaostiit do jednoho bodu,
vzdy budeme mit stopu o nenulové sitce D. Sonda tedy snimd primér odrazené intenzity
z oblasti, na kterou sviti. Vasim tikolem je napsat, jak pomoci takové sondy zjistit periodu
odrazivosti P. Lze to pro vSechny rozméry sondy? (Reseni str. 29)

Uloha V.2 ... délo na lodi

Déla na bitevnich lodich se nabijeji nasledujicim zptisobem: do hlavné se da stiela o
hmotnosti M a za ni ur¢ity pocet baliku s vybusninou (objem jednoho baliku je Vp), podle
toho jak daleko chceme sttilet. Kolikrat se zvétsi dostrel takového déla, kdyz nabijeme
dvojnasobné mnozstvi vybusniny? Vybuch si predstavujte tak, Ze najednou se misto
vybusniny objevi dvouatomovy plyn o teploté Tp a tlaku pg. Raze déla je deset palct.
Odpor vzduchu zanedbejte. (Reseni str. 32)



FYKOS, roénik XIV

Uloha V.3 ... rozliseni radaru

Méjme radar, ktery je schopny rozlisit téleso s primérem 10 km ve vzdalenosti Mésice.
Jak velké téleso je schopen rozlisit ve vzdalenosti Slunce? Jaka je teoretickd vzdalenost,
do které je radar schopny ”vidét”? (Reseni str. 33)

Uloha V .4 ... supermetro

Ve Svycarsku planuji vybudovani celostatniho ,metra®. Vlaky maji jezdit na magne-
tickém polstari tunelem, ze kterého je ¢astecné vycerpany vzduch, a dosahovat rychlosti
kolem 500 km-h~1.

Tunel vsak nelze dokonale utésnit. Predpokladejme, Ze chceme udrzet tlak na hod-
noté 0,05 p,, ale bez neustalého odcerpavani by za 1 den vzrostl na 0,5 p,. Spoctéte vykon,
jaky je nutny na odcéerpavani vzduchu ze 100 km tohoto tunelu, je-li jeho primér 5m,
Gcinnost odcerpavani oproti idedlné pracujicimu stroji je 10% a teplota 6° C. S ¢im lze
takovy vykon porovnat? (Reseni str. 84)

Uloha V.P ... upiri
Fyzikalné zdivodnéte, pro¢ neni upir vidét v zrcadle, a taktéz navrhnéte vynalezy,
které by této skutecnosti mohly vyuzit. (Reseni str. 85)

Uloha V .Exp ... za miiZems

Urcete miizkovou konstantu (vzdalenost dvou nejblizich vldken) u vzorku kovové
mrizky, ktery najdete prilepeny nékde na letdku, jez drzite v ruce. Pouzijte co mozné
nejvice riznych metod a jejich vysledky porovnejte. (Reseni str. 50)

Uloha VI.1 ... dielektrikum
Méjme deskovy kondenzator a uvniti néj dielektrickou desku s relativni permitivitou
g, = 6. Na kondenzator privedeme napéti U = 10kV a nechame systém ustalit. Poté
desku vyndame a kondenzator zkratujeme. Jaké napéti namérime na kondenzatoru po
vraceni desky? Materidl desky BaTiOg je feroelektrikum, ztstane zelektrizovany!
(Reseni str. 36)

Uloha VI.2 ... elektron u desky
Méjme nekonecnou vodivou uzeménou desku. Ve vzdalenosti h od ni je umistén na-
boj Q. Spoctéte, jakou silou je ndboj pritahovan k desce. (Reseni str. 36)

Uloha VI.3 ... galazxie

Zacatkem stoleti existoval kosmologicky model vesmiru, podle kterého byl vesmir
homogenni (v kazdém misté stejny) a izotropni (v kazdém sméru stejny). Takovy vesmir
v sobé zahrnoval rovnomeérné rozmisténé galaxie.

Predpokladejme, Ze vSechny galaxie jsou co do mnozstvi vyzafovaného svétla stejné.
Spoctéte, kolikrat vice galaxii uvidime, jestlize se misto pouhym okem budeme divat na
oblohu triedrem, kterym lze pozorovat objekty s magnitudou az 8,5.

Magnitudou se v astronomii mé¥i jasnost objektu. Cim vétsi magnituda, tim slabsi
objekt vidime. Slunce ma —27 magnitud, Mésic v uplhku —13™?¢, nejjasnéjsi hvézdy 0™?2&
a nejslabsi hvézdy viditelné pouhym okem maji 6 magnitud.
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Zadanit uloh

Pomoci vdm muze Pogsonova rovnice, kterd porovnava magnitudy a pozorované in-

tenzity dvou objektii:
I
mq — My = —2,5log - .
I

Zamyslete se nad tim, jak se zméni feseni, kdyz budou galaxie vyzarovat rtizné mnozstvi
svétla. (Reseni str. 36)

Uloha VI.4 ... rychly proton

Jednou zaregistrovali v Utahu (USA) detektorem kosmického zafeni proton s energii
51J. Spoctéte jeho rychlost (nebo spiSe o kolik se jeji rychlost 1isi od rychlosti svétla).
Odhadnéte také zakfiveni jeho drahy v magnetickém poli 10 T. (Reseni str. 87)

Uloha VI.P ... domino

Urcité uz jste si nékdy hréali s dominem, tedy kvadry postavenymi v fadé za sebou,
které po shozeni prvniho z nich lavinovité padaji. Pokuste se odhadnout rychlost, kterou
se tato vlna §iri, a jak tato rychlost zavisi na rozmérech a hmotnosti kvadri, vzdalenosti
kvadrt . .. Popiste podrobné model, ktery ve svych tvahich pouzijete, a posudte, nakolik
odpovida realité. (Reseni str. 38)

Uloha VI.Exp ... zase domino
Promérte rychlost padani dominovych kostek z problémové tulohy pro rizné pod-
minky. Mizete napt. zmérit zavislost na vzdalenosti, hmotnosti ¢i vysce kostek. Pokud
budete fesit i problémovou ulohu, nezapomente porovnat vasi teorii s experimentem.
(Reseni str. 51)
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FYKOS, roénik XIV

Reseni teoretickych tloh

Uloha I.1 ... levitace

Predstavme si, ze elektricky naboj zemékoule zacne najednou z niceho nic riist. To
znamena, ze 1 vy se zacnete nabijet. MiiZze to dojit tak daleko, ze coulombovska sila
vyrovna gravitacni a vy se odlepite od Zemé. Vysvétlete, pro¢ neni mozné, aby se riizné
velka télesa stejné hustoty odlepila ve stejny okamzik. Pro zjednoduseni uvazujte, Ze
vsechna télesa maji tvar koule.

Téleso se zaCne vznaset pravé v okamziku, kdy se vyrovna ptsobeni pritazlivé gravi-
tacni sily a odpudivé elektrické sily. Aby se zacala vznaset vSechna télesa v jeden okamzik,
musely by se tyto sily vyrovnat pro vSechna télesa zaroven. Pro gravitacni silu ptsobici
na téleso plati:

4
Fy = gm'?’gg .

Nyni uréime, jak zavisi odpudiva elektricka sila na poloméru télesa. Zemé a téleso tvori
dohromady vodivou soustavu, na které se ndboj rozlozi tak, aby ve vSech mistech byl
stejny potencial, a tedy intenzita kolméa k povrchu. Protoze Zemé je mnohem vétsi nez
téleso, muzeme ji nahradit rovinou. Potfebujeme zjistit, jak se rozlozeni naboje na ta-
kové soustavé méni s polomérem télesa. Predpokladejme, Ze pro urcité ry vime, jaka je
v kazdém misté soustavy plosnad hustota naboje o, ve velké vzdalenosti od télesa se ve-
likost plosné hustoty naboje bude blizit hodnoté 0. Pokud pro kazdé misto na povrchu
soustavy Zemé-téleso zname o, mizeme spocitat elektrickou intenzitu v libovolném bodé

pomoci vztahu:
1 or
E=| ———dS 1
/4#50 |r|? ’ (1)

(5)
coz neni nic jiného nez Coulombiiv zdkon pro spojité rozlozeny naboj. Integruje se ptes
celou soustavu Zemé—téleso.

Zjistime nyni, jak se zméni rozlozeni nadboje, pokud zménime k-krat vSechny rozmeéry
soustavy. Naboj se zfejmé rozlozi jedinym zptsobem. Rozlozi-li se tak, ze v odpovidajicich
si mistech této a nezménéné soustavy bude plosna hustota naboje stejna, bude v odpovi-
dajicich si mistech i stejnd intenzita, to pfimo plyne ze vztahu (1). Intenzita bude tedy
opét vsude kolma na povrch a nadboj se proto rozlozi presné timto zptisobem.

Sila ptisobici na téleso se urci pomoci vztahu:

F = / cE dS, (2)
(T)

kde se integruje pres celé téleso. Jediné, na co mé v tomto vztahu zména vSech rozméri
vliv, je dS (vzroste kQ—krét), protoze E i o v odpovidajicich si mistech jsou stejné. Odpu-
diva sila tedy roste s druhou mocninou poloméru, zatimco pritazliva roste s treti, z toho
uz je vidét, ze se nemohou odlepit viechna télesa zaroveii, protoze rovnice typu Ar? =
= Br3 nejde splnit pro viechna r zaroveii (pokud se A i B zaroven nerovnaji nule, coz
neni nas pripad).
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Uloha 1.2 ... kondenzdtor v kapaliné

Do kapalného dielektrika jsou svisle ponoreny dvé ¢tvercové paralelni vodivé desky o
strané a. Nejsou-li desky nabity, vystoupi hladina mezi deskami do vysky hg (méreno od
dolniho okraje desek). O jakou vzdalenost Ah se zvysi hladina kapaliny mezi deskami,
nabijeme-li desky na napéti U? Permitivita kapaliny je ¢, hustota ¢ a vzdalenost desek
jed (d<a).

Tato tloha byla asi nejsnaze fesitelnd ptes energie. Jedna z definic rovnovahy je, ze
se systém ustali v takové poloze, v niz je jeho celkovd potencialni energie minimalni.

V pripadé nenabitého kondenzatoru ptisobi na kapalinu ve vertikdlnim sméru tihova
a kapilarni sila, které zptisobi ustaleni hladiny ve vysce hg. Kapilarni jevy zavisi pouze na
kolmém prirezu ,kapilary“, hustoté a povrchovém napéti, a ty se v nasem ptipadé neméni
(zanedbame-li zménu teploty zptusobenou prichodem proudu). Déle tedy kapilarni silu
nemusime uvazovat.

Predpokladejme, ze po pripojeni zdroje se kondenzator nabije rychleji, nez se hladina
stac¢i pohnout. Pti nabijeni se jista cast energie ztrati na odporech vodi¢t a zdroje. Od
okamziku, kdy je kondenzator nabity, jiz ale k zadnym ztratam energie nedochazi, protoze
je napéti na vodicich nulové. MuzZeme tedy spocitat celkovou potencialni energii systému,
kterad bude souctem tihové potencidlni energie kapaliny, energie nabitého kondenzatoru a
energie zdroje.
mistem, v némz zvolime nulovou hladinu této energie. Nejjednodussi pro vypocet je volit
nulovou hladinu ve vysce hg. Kapalina zaujimé objem tvaru kvadru, a ma tedy hmotnost
m = oV = odaAh. Poloha tézisté je v poloviné vysky Ah, odtud

Eq = %Qdag(Ah)2 :

Elektrostaticka energie kondenzatoru se spoéita dle vatahu Ec = CU?/2. Kondenza-
tor je tvoren dvéma nabitymi deskami, mezi nimiz je v casti kapalina a v casti vzduch.
Zanedbame-li vzajemné ovliviovani kapaliny a vzduchu jako dielektrik, mizeme si kon-
denzator predstavit jako paralelni spojeni kondenzatoru s kapalnym dielektrikem a vzdu-
chového kondenzatoru. Plocha kondenzatoru s kapalinou je a(hg + Ah), plocha konden-
zatoru se vzduchem je a (a — hg — Ah). Pro kapacitu kondenzéatoru s dielektrikem o per-
mitivité ¢, plochou S a vzdalenostmi desek d plati C' = S/d (za predpokladu, Ze jsou
rozméry desek hodné vétsi nez jejich vzdalenost). Protoze kapacita paralelniho spojeni
dvou kondenzatort je rovna souctu jejich kapacit, je celkova kapacita naseho kondenza-
toru rovna
a(ho + Ah) a (a — hy — Ah) a (ho + Ah) (6 — 60) + a2€0

+ € = .
d d d

Energie zdroje je rovna soudinu napéti a kapacity zdroje. (Kapacita zdroje je né-
boj, ktery je zdroj schopny prenést, na akumulatorech byvd uvedena v A-h.) Oznacme
Qo kapacitu zdroje pred pripojenim ke kondenzatoru a Q = CU néboj preneseny na
kondenzator. Po nabiti kondenzatoru potom pro energii zdroje plati

E.=U(Q—Q)=UQy—CU”.

C=c¢

Celkova potencidlni energie systému je tedy
1 1
E, = §gdag(Ah)2 + 5CU2 +UQy— CU? .

13
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Hladina se ustali v takové vysce, ve které je tato energie minimdlni, dosadime tedy za C"

ho + Ah) (8 — 80) + a250
d

1 1
E, = igdag(Ah)Q—ﬁUQG( +UQo

a doplnime vztah na uplny ¢tverec:

.M.Ah+M>+K:

1
E, = —odag | (AR)* —2
P 2@ ag <( ) 20d%g 40%d%g?

1 U — o)
:§gdag (Ah—M> + K,

20d%g
kde K nezavisi na Ah. Minimalni energie bude tedy pro
A — U2 (e —g9)
20d%g

Protoze € > ¢, bude Ah > 0 a hladina stoupne.

Uloha 1.3 ... sluneéni paradox

Hlavné vecer a rano miizeme nékdy pozorovat slunecni paprsky jdouci skrz mezery
v mracich. Vidime, Ze se tyto paprsky rozbihaji. Kdybychom si v jejich mysleném priise-
¢iku predstavili Slunce, vyslo by nam, Ze je nékolikrat (2-5) déle nez mraky, tzn. radové
deset kilometrii nad Zemi. Tak pro¢ nam vsichni tvrdi, ze Slunce je od Zemé 150 mil. km?

Vzhledem ke vzdalenosti Zemé od Slunce miizeme povazovat paprsky prochézejici
dirou v mraku za rovnobézné. Rozbihajici se paprsky vidime kvili tomu, Ze dira v mraku
je od nés dale nez misto, kam paprsky dopadaji (stejné tak ndm pfipada, ze se sbihaji
kolejnice).

Poznamky k doslym feseni: Lom paprski na rozhrani vakuum—vzduch mtzeme s kli-
dem zanedbat. Maximalni hodnota, o jakou se miize paprsek takto odchylit, je 35 thlovych
minut.

Mrak nefunguje jako velka rozptylka, protoze ma nepravidelny tvar a pohybuje se.
Dira v mraku je prili§ velika na to, aby mohla fungovat jako $térbina a dochéazelo k ohybu
svétla.

Rozptyl svétla na mraku by ndm nevytvoril pravidelné a intenzivni svazky paprski.
Nekteri Fesitelé uvazovali nad tim, ze paprsky prichazeji z riznych ¢asti Slunce a potom
se krizi nad mrakem, kde tvori fiktivni zdroj. I kiizici paprsky vsak spolu sviraji jen maly
uhel, coz je v rozporu s tim, co vidime.

Uloha 1.4 ... ponorka

Meéjme sirokou otevrenou valcovou nadobu o vysce h, priifezu S a hmotnosti m.
Polozime ji na hladinu a ona zaujme rovnovaznou polohu. Poté uprostred dna udélame
malou dirku o prirezu S* < S. Do nadoby zacne vtékat voda, vasim tkolem je urcit, za
jak dlouho se ponori.

Nejprve vypocteme hloubku pocate¢niho ponoteni hg. V rovnovazné poloze musi byt
tithovéa sila kompenzovana silou vztlakovou:
Voog =5 hoog = my ,
m
ho =— .
14
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Stézejni casti tlohy byla nésledujici ivaha. Do nddoby natece voda o objemu V a
tim vzroste celkova tihova sila. V disledku zachovani rovnovéhy sil vzroste o stejnou
velikost i sila vztlakova, a tak se objem ponofené Casti zvétsi rovnéz o objem V. Napii-
klad, kdyz hladina v nddobé stoupne o 1 mm, ponoii se nddoba o 1 mm hloubéji. Z toho
plyne, ze rozdil vysek okolni hladiny a hladiny v nddobé se s ¢asem neméni a odpovida
pocatecni hodnoté hg. V otvoru uprostied dna je tedy konstantni hydrostaticky tlak a
jemu odpovida rychlost, kterou voda vtéka do nadoby:

V= \/2gh0 .

Jako ,potopeni“ je nejvhodnéjsi uvazovat okamzik, kdy se horni okraj nddoby dotkne
okolni hladiny. Nadoba tedy poklesne o vysku h — hg. Nyni jiz neni problém vypocitat
cas potapéni:

‘o S h—hy SoSh-m

S* v S*\/2gmS o

Uloha I.P ... jedna pani povidala

Jeden kratkozraky kamarad mi rikal, ze kdy?z si z prstii pred okem utvori maly otvor,
tak vidi véci kolem sebe ostreji nez normalné. Je na tom néco pravdy nebo si vymysli?
Sviij nazor fyzikalné zdiivodnéte.

Podstata ostrosti vidéni je v tom, Ze bod (u vzdéalenéjsich predméti mald ploska)
pozorovaného predmétu se zobrazi na sitnici jako bod. Tedy paprsky vychazejici z pozo-
rovaného bodu jsou cockou v oku lamany tak, aby se setkavaly na sitnici opét v jednom
bodé. Je treba podotknout, ze narozdil od sklenénych cocek, oc¢ni cocka netrpi priliSnou
otvorovou vadou. Predpokladame tedy, Ze paprsky se protinaji skutecné v jednom bodé.

O EUR F’ S
A fl s — fl

1d'|\ D'

|
|
I
|
|
|
|
|
|
T
|
|
|
|
|
|
|
|

v

Obr. 3

Kratkozrakost spociva v tom, Ze cocka nedokaze pomoci akomodace posunout své
ohnisko az na troven sitnice. Pfi pozorovani vzdalenych predméti se témér rovnobézné
paprsky po priichodu ¢ockou (C) setkavaji v ohniskové roviné (F’) ve vzdalenosti f’, a pak
se dal rozbihaji nez dopadnou na sitnici (S) ve vzdélenosti s od ¢ocky, kde vytvofi misto
bodu krouzek o priméru D', ktery vyjadiuje ,neostrost® viz obr. 3. Je-li ,neostrost®
srovnatelnd s rozliSovaci schopnosti sitnice, je obraz zcela ostry. ,Neostrost® je dana
jednoduchym vztahem (z podobnosti trojihelniki).

s—f'
o

d=d
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Pokud si tedy kamardd dal pfed oko clonu v podobé otvoru z prsti (O), zmensil tak
primér otvoru d, kterym do oka vnika svétlo, a tim se i podle uvedeného vztahu zmen-
Sila ”neostrost” d’. Soucfasné vsak snizil intenzitu svétla vytvarejici obraz, coZ ale tolik
nevadi, protoze oko je schopno svoji citlivost zvysit az 10 000 krat. Toto odtivodnéni jme
povazovali za spravné (fyzikalni).

Svij vliv méd samoziejmé i soustfedénost na mensi ¢ast obrazu, jsou-li zastinény
nékteré casti zorného thlu, ale to podle odbornikt neplati jen u nékoho a jen v urcitém
vékovém rozmezi, tedy to zkratka nelze povazovat za pravidlo. Navic mame vyzkouSeno,
ze lze vytvorit clonu (ne z prstl) tak blizko oka, Ze neomezuje zorny thel, a efekt presto
funguje. Lze tak napriklad pozorovat predméty naopak pro zdravé oko prili§ blizké na
zaostieni.

Mnozi z vas také psali, ze je pricina v ohybu svétla. Ohyb svétla jisté hraje svoji
roli, sice malou, ale diky svym vlastnostem je spise nezddouci, nez aby prispél k zostfeni
obrazu.

Uloha I1.1 ... lampa na hladiné

Jdete vecer kolem reky Sitky L. Na protéjsim brehu stoji lampa ve vysce h nad hla-
dinou reky. Kdyz se podivate na hladinu, uvidite na vodé obraz lampy. Je-li hladina
rozcerena, tento obraz se "rozmaze”. Urcete tihlovou Sitku a délku pod jakou tento titvar
vidite. Predpokladejte, ze vase oci jsou ve stejné vysce nad hladinou jako lampa. Zce-
renou hladinou rozumime vinky s maximalnim naklonem « ve vsech smérech a vyskou
zanedbatelnou viici h.

L o Nejdiiv uré¢ime thlovou délku. Uva-

zujme, ze sklon hladiny vc¢i horizontalni
roviné miize byt od —a do a. Z obr. 4 vidime,
ze nejblize ke clovéku je odraz pro sklon hla-
diny a. Oznac¢me [ thel, pod kterym vidime
tento konec obrazu. Kdyz potom oznacime
uhel odrazu e, dostavame podle obr. 4 vztah
B = 90° — (¢ — ). Nejvzdélengjsi bod od-
Obr. 4 razu uréime analogicky, kdyz si predstavime

sklon o, ale v opaéném sméru. Tedy jako kdybychom zaménili L za C. Proto ahel, pod
kterym vidime nejvzdalengjsi konec odrazu, je 7. Z obr. 4 opét vidime, ze v = 90° — (¢ + )
a uhlova délka je rozdil thli, pod kterymi vidime nejvzdéalenéjsi a nejblizsi konec obrazu
ve vodé, v — 8 = 2a.

Ted spoéteme thlovou &itku. Oznaéme SOC trojahelnik,
z kterého tuto $ifku budeme pocitat, kde C je ¢lovék, S stied L
mezi Clovekem a lampou a O je bod odrazu. Vime, Ze nej-
vzdalenéjsi bod odrazu ve sméru kolmém na spojnici ¢lovéka a
lampy bude ve stejné vzdalenosti od ¢lovéka a od lampy. Takze Q
spojnice obou odrazt bude prochézet stfedem, thel OCS je po-
lovina ndmi hledané thlové sitky. Nejdrive urcime délky stran h
tohoto pravothlého trojthelniku. Z obr. 5 vidime, ze |SO| =
= htga (pozor, na obrazku je jenom primét trojuhelniku S O
SOC do svislé roviny). Vzdalenost C'S je z Pythagorovy véty

(L/2)? + h2. Potom pro tihlovou $ifku dostédvame

C

Obr. 5

|SO| htga
2arctg —— = 2 arctg .
|SC| (L/2)2 + h2
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Uloha I1.2 ... skoky do nebe

Ze strechy 10 m vysokého domu poustime s nulovou pocatecni rychlosti gumové micky
na chodnik. Micky jsou vsSechny stejné velké, maji vsak hodné rozdilné hmotnosti. Do
jaké maximalni vysky muze néktery z micki vyskocit, mame-li jich k dispozici a) 2, b)
n. Vsechny razy povazujme za dokonale pruzné, veskeré odpory prostredi zanedbejme.

Nejprve spocitejme jak se zméni rychlost micku pfi srdzce s jinym o mnoho tézsim
mickem. Oznacme vy rychlost té781 micku (ta se pfi srdZzce nezméni) ve a w3 rychlost
leh¢iho micku pred a po srazce. Pokud srazku pozorujeme ze souradné soustavy spojené
s tézsim mickem, vidime jak se leh¢i micek odrazi rychlosti vy + v1. Kdyz se vratime do
souradné soustavy spojené se zemi, musime navic k ptivodni rychlosti pficist rychlost v;.
Plati tedy, ze

v3 = 201 + v9 .

Zména kinetické energie leh¢iho micku pfi srazce je
vg, — U% = 41)% + 4v1vy .

Tedy je tim vétsi, ¢im vétsi je vy a ve, takze nejvice energie ziska leh¢i micek pokud dojde
ke srazce tésné nad zemi.
a) V tomto pfipadé je vy = v, tj. v3 = 3vy. Ze ZZE plyne, 7e vyska do které micek
vyleti je
2
v
hy = (—3> ho = 9hp = 90m .
U1
b) V tomto piipadé je nejvyhodnéjsi pustit vSechny micky spolecné, a to tak Zze
budou padat tésné nad sebou a pod kazdym mickem bude micek vyrazné tézsi. Bude
Pred kazdou srdzkou bude vzdy rychlost lehéitho micku stejnd (vq) takze pokud se srazi
(n 4+ 1)=vy a n-ty micek, bude rychlost (n + 1)-tého micku

Upt1 = 20 + V1 .

Tato posloupnost se da explicitné (tj. jako v, = f(n) a nikoliv v,41 = f(vy,)) vyjadFit
jako
Un = (2”— 1)U1 .

Maximalnim vyska do které miize vystoupit n-ty micek je tedy

hy = (2" — 1)% hyg .

Uloha II.3 ... 3roubovice

Méjme nekonecny drit stoceny do pravotocivé sroubovice (helixu). Drat je rovno-
meérné nabity a osa helixu je totozna s osou z. Do vzniklého pole posleme nabitou castici
(drét je tenky, takze do néj ¢dstice nenarazi). V jistém casovém okamziku zndame jeji p,
a L,, tedy z-ové komponenty hybnosti a momentu hybnosti. Miizeme v jiném okamziku
urcit p,, zname-li v tomto okamziku L,?

(Problém Ize vyresit zcela exaktné. Naproti tomu neni ur¢ité nezajimavé zkusit situaci
pocitacove simulovat a dostat tak hledanou zavislost v podstaté experimentalné, pripadné
oveérit teoretickou predpovéd.)
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Tato tloha méla za cil demonstrovat postup feSeni fyzikalni tlohy na zakladé symetrie.
Toto ¢asteéné vsichni FeSitelé pochopili (mimo jiné proto, Ze se to zda velmi pfirozené).
Bohuzel nikdo nenasel symetrii tlohy zadané, ale jen tlohy zjednodusené, kde vznika
symetrie daleko napadnéjsi. Slo o zanedbani vlastni vlastnosti spiraly — toho, jak vlastné
vypadd — ma zavity. Vétsina z vas z ni totiz udélala symetricky nabity valec (jakoby
velice hustd spirdla), u kterého se pak z divodu, ze budi pékné radidlni pole nezavislé na
z-ové soutfadnici, zachovava nezavisle p, i L, (podél osy z neptisobi na ¢astici zadn4 sila,
zachovava se p,; sila pisobici na ¢astici mifi vzdy ve sméru prochazejicim osou, ma tedy
nulovy moment vidi ose, coz znamend zachovani L,).

Pro nasi zadanou tlohu bylo podstatné si vSimnout nasledujici symetrie. Kdyz jsme
v néjakém bodé a posuneme se o jisty ahel ¢ (pro jednoduchost v kladném smyslu) okolo
z-ové osy (zachovavse vzdalenost od osy) zaroven s tim, Ze se ve shodé se stoupanim
spiraly jesté posuneme mirné nahoru (pro pravotocivou spiralu), dostaneme se do bodu,
ve kterém vse vypada stejné, jako v bodé ptivodnim. Tim myslime to, ze se pii takovém
posunuti nezménil potencial. Ale to také znamend, ze podél sméru ,,dokola Sikmo nahoru*
nepusobi sila! Kdyby ptsobila a my se posunuli popsanym zptisobem, konali bychom
praci, coz by bylo v rozporu s konstantnosti potencidlu. A toho ted vyuzijeme, napiSeme
kolmost sily na nas smér matematicky.

Silu pisobici na ¢astici v uréitém bodé (oznaéme vzdalenost ¢astice od osy ) mtizeme
rozlozit na slozky ve valcovych soufadnicich Fy., F, a F, (F; je slozka sily ve sméru kolmo
od osy, F, lezi stejné jako F,. v roviné kolmé na osu a je na F, kolma, obihajice osu v
kladném smyslu, F, je slozka rovnobéinéd s osou). V téchto souradnicich miizeme nas
smér ,dokola Sikmo nahoru“ psat v daném bodé jako vektor s valcovymi souradnicemi
(0,277, h) (h je stoupéni spirdly; to, Ze je to spravny vektor pozndme z toho, co fikd —
kdyz piijdete kousek podél mé, zvednete se na tomto kousku o spravnou vzdalenost, ktera
odpovida faktu, ze jednou dokola musi znamenat zdvih h). Na§ zavér o kolmosti sily na
tento smér vyjadrime nulovosti skalarniho soucinu:

(Fy, Fy, F,) - (0,2, h) =0 .

Déle si uz jen uvédomime, 7e plati F, = dp,/dt a rF,, = M, = dL,/dt. Pak se ptedchozi

rovnice pise

1dL d
Zory i Pz

- h=0.
r dt dt 0

Dostavame tedy

coz je nami hledana souvislost mezi L, a p,.
Pokud by se tedy nékdo pokusil tlohu tspésné modelovat (simuloval by let ¢astice a
kreslil by v rtiznych ¢asech graf napt. L, proti p,), mél by dostat body okolo pFimky.

Uloha IT.4 ... the wall
Kolmo proti sténé je postaveny reproduktor, ktery vydava zvuk, jehoz frekvence rov-
nomérné roste v case. Mezi sténou a reproduktorem je pozorovatel. Co uslysi?

To, co pozorovatel uslysi (pokud neni hluchy, pfipadné pokud se to vSechno neode-
hrava ve vakuu) je vysledek interference dvou vilnéni. Prvni k dotyénému pfichézi piimo
z reproduktoru, druhé od stény. Pro thlovou frekvenci vinéni od reproduktoru plati:

w1 = kt .
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Pro druhé vlnéni, odrazené od zdi, plati:

2dk
Wy =w) — — .
v
Kde d je vzdalenost pozorovatele od zdi a v rychlost zvuku. Vyslednou amplitudu miizeme
napsat napriklad ve tvaru:

A = Ag(cos(wi.t) + cos(wa.t)) .

Pokud tento vyraz, ze kterého o tom, co pozorovatel uslysi, jeSté moc nepozname, upra-
vime do srozumitelnéjsiho tvaru, dostaneme:

A =2Acos (%t) cos (%t)

Coz, pokud si uvédomime, Ze wi a ws jsou si velice blizké, je zvuk s frekvenci prakticky
stejnou jako, ma zvuk vysilany reproduktorem. Amplituda tohoto zvuku se méni frekvenci
rovnou rozdilu frekvenci zvuku od reproduktoru a od zdi (tento rozdil se s ¢asem neméni,
mé konstantni velikost 2dk/v). Pozorovatel tedy uslysi razy, jejichz razova frekvence bude
linearné rust se vzdalenosti od stény, frekvence vlastniho zvuku poroste linedrné v cCase.

Uloha II. P ... problémovka z vody

O prazdninach byli nékteri organizatori Fykosu sjizdét Vitavu a pri této prilezitosti
je napadlo nékolik problémkii, se kterymi by od vas potrebovali poradit.

a) Za jak dlouho dotece voda 7z Ceského Krumlova do Prahy?

b) Na jakou stranu alumatky (hlinikové karimatky, kterd ma z jedné strany hlinikovou
folii a z druhé izolacni pénu) je vyhodné si lehnout?

c) Jak se v makardnech délaji diry?

a) Vasek Cvicek: VEdét by to snad mohli v Temeling, za jak dlouho od nich voda
(obohacené tritiem) doteCe do Prahy.

Karel Zidek: Stacilo by, aby se protrhla prehrada Lipna, a voda by v Praze byla
driv, nez by kdo cekal.

Zdenék Cejnar: A jak rychle by se do Prahy mohla jednotliva molekula. Nékdo by
se mohl napit vody z feky (fuj), nasednout do letadla a v Praze by byl tak za hodinu,
mozné i diiv, kdyby mél po kapsach néjakou tu F16.

b) Iva Koufilova: Vyhodnéjsi je lehnout si na stifbrnou stranu. Clovék pak ptisobi
jako désnej bohac, kdyz si jenom tak lezi na stiibre.

c) Nina BeneSova: Nejlepsi myslenka, kterd nas napadla byla o éervotocdich za-
mérenych misto na dfevo na Spagety. Takovy SpagetotoC se na svoji pochoutku vrhne,
prodéravi ji a ze Spagety tak vyrobi makardn.

No dobre, a ted tedy vazné. Po rozvéazeni vSech pro a proti jsme si z vasich rad odnesli
néasledujici:

a) Otazka, za jak dlouho doteCe voda z Krumlova do Prahy, je jisté znacné nejed-
noznacna. Z teky se muze voda v pribéhu cesty vyparit a nedorazit do Prahy vibec.
Zabyvejme se ovsem jakymsi primérnym pripadem. Predpokladejme, Ze pro kazdy usek
feky plati, Ze nejdfive z néj vytece voda, kterd do néj nejdiive vtekla (o opravnénosti
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takového predpokladu pozdéji). Pokud bychom znali objem vody v fece V' mezi Krumlo-
vem a Prahou a primérny pritok v tomto tiseku @), mizeme dobu, za kterou voda dotece
do Prahy spocitat jako T = V/@. Pokusme se tedy odhadnout objem vody ve Vltavé.
Odhadnéme, ze na délce asi 200 km ma Vltava hloubku 2m a sitku 20 m, tj. objem 8
miliont m?. Zapomnéli jsme oviem na Vltavskou kaskadu, jenom piehrady Orlik a Slapy
maji dohromady objem témé&f 1000 milion® m3. Objem zbytku Feky je proti tomu tedy
zanedbatelny. Pratok Vltavou pred soutokem se Sdzavou (tj. v misté téchto prehrad) je
primérné 80 m? - s~! a tedy doba, za kterou dotece voda do Prahy je asi 5 mésicti. Nebyt
vitavskych ptrehrad, voda by do Prahy dotekla asi za 2-5 dni, udaj, ktery jsme spoci-
tali my, v podstaté rika, jak dlouho se voda zdrzi v prehradach. Predpoklad uvedeny na
zacatku, ale viibec nemusi byt splnén, znamenalo by to totiz, ze v takové prehradé se
pohybuje vSechna voda, coz jisté neni pravda. V redlu spise potecCe jen voda ve stredu
prehrady, tudiz jakysi efektivni objem prehrady (ktery vtékajici voda musi opravdu pro-
téct) bude mnohem mensi nez je vyse uvedeny udaj. Tedy vysledek 5 mésici je spiSe
horni odhad pozadované doby.

b) Obé varianty maji své pro a proti. Hlinikova félie je na karimatce zejména proto, ze
odrazi zpét tepelné zafeni (stejné jako zrcadlo odrazi svétlo). Tento efekt je samoziejmé
ucinnéjsi, je-li félie nahote. Na druhou stranu je hlinik velmi dobry tepelny vodic, takze
zatreni, které pohlti odvede rychle do okoli a na dotyk se mtze zdat neustale studeny. Je-li
navrchu izolacni félie, pohlti vétsinu vyzareného tepla a odvadi ho velmi pomalu,takze
se na dotek zda teplejsi nez hlinik, a¢ teplo nevraci zpét. Podivame-li se na situaci z
praktického hlediska, spacak klouze mnohem vice po félii nez po izolac¢ni péné a mnozstvi

vyzareného tepla je v porovnani s odvadénim jimymi cestami malé.

c¢) Diry v makardénech vznikaji tak, Ze tésto je protlacovano zafizenim, které si mizeme
predstavit jako mlynek na maso. Na konci tohoto "mlynku” je sito z trubicek, uvnitf
kterych je pevny stied, kolem kterého je tésto natlaceno. Je pfitom zahtivano, aby uschlo,
a pak ukrojeno na patfi¢nou délku. Otazkou ziistava, jak je onen pevny stied v trubickach
uchycen. Navrhovali jse dvé dle nas realizovatelné moznosti. Bud jsou stfedy uchyceny
na zaCatku sita (jednoduché na realizaci, tésto uchyceni obtece, ale problém mize byt v
udrzeni dratkd uprostied trubicky) nebo se od pevného stiedu rozbyhaji tenkd vldkna a
mezery v lepivém tésté po nich se po protlaceni raznici spoji.

Uloha III.1 ... rotujici koule

Nad vodorovnou podlozkou se nachazi homogenni koule o poloméru R, ktera rotuje
tthlovou rychlosti wy kolem vodorovné osy. Jakou rychlosti vy ji musime vrhnout ve vo-
dorovném smeéru kolmém na osu rotace, aby se po sérii dopadii na podlozku zastavila?
Valivy odpor je nulovy, nikoliv vSak smykové treni.

Z prvni a druhé véty impulsové plyne

dv dw
F=m— M=J—,
dt dt
kde F' je treci sila, kterou ptisobi podlozka na kouli, M je jeji moment viici ose prochazejici
stfedem koule. Moment setrvacnosti koule vii¢i ose prochazejici stfedem koule je J =
= 5/2mR?. Déle vime, 7e M = FR. Z téchto vztahti ziskdme rovnici

dv . 5Rdw

dt 27 dt
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Jejim feSenim je v = 5/2Rw + C, konstantu C' uréime z pocétecnich podminek C' =
= vy — 5/2Rwy. Ziskdme tedy v — vg = 5/2R(w — wyp). Jelikoz chceme, aby se koule
zastavila, tak musi byt velikost rychlosti a uhlové rychlosti nulova. MiiZeme tedy frici, ze
koule se zastavi pokud bude mit na pocatku rychlost vg = 5/2Rwg. Pocatecni rychlost
ma stejny smér jako bod, ktery je nejblize podlozce.

Uloha III.2 ... interference na zrcadlech

Méjme bodovy zdroj (Z) monochromatického svétla umistény prede dvéma rovinnymi
zrcadly (obr. 2). Vzdalenost zdroje od bodu dotyku zrcadel je r a vzdalenost tohoto bodu
od stinitka (S) je l. Na stinitku se zobrazuji svétlé a tmavé prouzky. Dva sousedni svétlé
prouzky jsou od sebe ve vzdalenosti d. Spoctéte iihel ¢ mezi zrcadly, miizete predpokladat,
ze je velmi maly. Predpokladejte téz, ze ze zdroje nedopada zadné svétlo primo na stinitko.

Interferenci svétla odrazeného od zrca-
del si miizeme predstavit jako interferenci
ze dvou zdroju, které vzniknou zobrazenim
zdroje Z obéma zrcadly. Jak je vidét z ge-
ometrie na obr. 6, tyto dva zdanlivé zdroje
budou od stinitka vzdaleny oba dva stejné.
Protoze je thel ¢ maly, vzdalenost obrazi
zdroje od sebe je 2a = 2ryp. Obdobné vzda-
lenost téchto obrazii od stinitka je rovna I’ =
=l+r.

Pti interferenci se scitaji dvé harmo-
nické vlny, které maji vii¢i sobé posunutou
fazi. Maximéalni intenzita (svétlé prouzky)
je v mistech, kde je tento posun faze roven sudému nasobku m, tedy kdyz je drdhovy
rozdil paprski roven celému nasobku A. Naopak minimalni intenzita (tmavé prouzky) je
v mistech, kde je drdhovy rozdil paprski roven lichému nasobku vinové délky svétla \/2.

V nasem pripadé staci urcit vzdalenost maxima, které vznikne v bodé O, a dalsiho
nejblizstho maxima, nebot vzajemné vzdalenosti dalsich prouzku jsou ptiblizné stejné.
Prvni maximum je tedy od bodu O ve vzdalenosti d, kterou hleddme. Vzdalenosti tohoto
maxima od jednotlivych zdroju jsou:

Obr. 6

di =17+ (d—a)?,
3 =17+ (d+a)*.

Z toho plyne d% — d% = 4da a protoZe a a d jsou mnohem mensi nez [ plati dy + dy = 21'.
Tedy:

2da  2drye
h-d ==

Aby v tomto bodé vzniklo maximum musi byt tento drahovy rozdil roven . Tedy

r+1
=
v 2rd

je hledany thel mezi zrcadly.
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Uloha II1.3 ... dnem vzhiru

Ve velké nadobé s vodou je ¢astecné ponorena dnem vzhiiru valcova sklenice. Hladina
vody v nadobé i ve sklenici je stejna a je vzdalena | = 10cm ode dna sklenice. Teplota
vzduchu je tg = 20°C a atmosféricky tlak je pg = 100kPa. O jakou vysku h stoupne
hladina vody ve sklenici, jestlize se teplota snizi o At = 10°C a tlak stoupne o Ap =
=2,0kPa ?

Tlak plynu ve sklenicce je roven vnéjsimu tlaku, coz 1ze nahlédnouti nasledujici iva-
hou. V kapaliné je vSude stejny tlak, ponévadz ji povazujeme za nestlacitelnou. V jistém
bodé pod sklenickou bude tlak roven tlaku plynu ve skleni¢ce plus hydrostatickému, ale
ten se musi rovnat tlaku atmosférickému plus stejny hydrostaticky tlak, ponévadz jsou
hladiny vyrovnany. Tady si nékteri resitelé uvédomili, Ze sklenice neplave ve vodé, nybrz
musi byti néjak upevnéna. Vztlakova sila by sklenénou nddobu neudrzela nad vodou,
kvili mensi hustoté vody, a tlakova sila plynu uvnitt je stejna jako tlakova sila atmosfé-
rického tlaku. Za toto povSimnuti jsem udéloval bonus jeden bod. Ted se miiZzeme zabyvat
plynem ve sklenici, ktery budeme povazovat za idedlni. MiZeme tvrdit, Ze pro néj plati
stavova rovnice ve tvaru

pV
T

Pti zméné vnéjsiho tlaku na tlak p; = po+Ap = 102 kPa a teploty na 77 = Ty + AT =
= 283,15 K se budeme zajimat o ustaleny stav, kdy se teplota plynu ve sklenicce vyrovna
s okolni. Pak pro tlak ve sklenici bude platit

= konst. (3)

p2 = p1 — hog ,

kde g = 9,81 m - s~ 2 je tthové zrychleni a h je vyska sloupce vody, o kolik stoupla hladina
ve sklenicce. Mnoho fesiteli zapomnélo vzit do uvahy hydrostaticky tlak vystouplého
sloupce vody ve sklenici. Nadobu s vodou povazujeme za velkou, proto pokles hladiny
v nadobé zanedbame. Pak si objem plynu vyjadrime jako Vy = IS pro teplotu Ty a pro
teplotu 77 jako Vi = (I — h)S, kde S je plocha podstavy sklenic¢ky. Dosazenim do (3)
ziskdme kvadratickou rovnici ve tvaru

polAT

0= hQQg— h(log + po + Ap) + Apl — T

Reseni jsou dvé hy = 10,3 m, které zjevné nevyhovuje a hy = 5,3 mm.

Uloha III.4 ... vypar vody
Za jak dlouho se vypari voda ze sklenice o vysce h = 10 cm za normalnich podminek?
Predpokladejte, ze vlhkost vzduchu tésné nad hladinou je neustdle 99%.

Predstavte si, ze by pfi odparovani na hladinu vody foukal ventilator. Pak by se voda
urcité odparila mnohem rychleji, nez v zadaném pripadé. Naopak kdybychom stejné vel-
kou vrstvu vody umistili do dlouhé tenké trubice, ve které by vzduch prakticky neproudil,
pak by se voda témér neodparovala. Z téchto prikladd mtuzeme usoudit, ze rychlost vypa-
fovani zavisi na rychlosti difuze molekul vodni pary z tenké vrstvicky témér syté pary nad
hladinou *) do takové vzdalenosti od hladiny, kde je rychlost proudéni okolniho vzduchu
srovnatelnd s rychlosti difuze molekul pary (tenkd vrstva vzduchu nad hladinou je diky

*) V zadani bylo uvedeno Ze vlhkost vzduchu v této vrstvicce je 99%, coZ je nepfesné. Ve skutednosti se vlhkost

vzduchu v této vrstviéce mnohem vice blizi ke 100%.
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viskozité vzduchu v klidu). Vypodet této rychlosti je v8ak natolik slozity, Ze je prakticky
neproveditelny.

Pozn. Nékteri z vas nasli feseni této tlohy v knize Feynmanovy prednasky z fyziky
(pt. 1.3, feSeni na str. 713, vydani z roku 2000):

Je vyhodné uvazovat rovnovazny stav v uzaviené nadobce, kdy pocet molekul odpa-
rujicich se z vody je roven poctu molekul kondenzujicich zpét do vody. Bude-li nadobka
otevrena, uplatni se jen proces odparovani. Pocet molekul kondenzujicich do vody zavisi
jen na koncentraci n v tenké vrstvé o vysce rovné stredni volné draze nad hladinou a
na stfedni rychlosti v. Za 1s kondenzuje do vody povrchem o obsahu S celkem nSv/6
molekul (1/6 molekul se pohybuje smérem k hladiné). Oznacime-li ng koncentraci mo-
lekul vody ve sklenici a h vysku hladiny, vSechna voda se vypari za dobu t = 6ngh/nv.
Odhadneme-li ng = 3,3-102m™3 h =10cm, n = 10 m™3 a v = 600 m-s~!, dostaneme
t=33-10%s, tj. asi 1 mésic.

Podle naseho nazoru je tento vysledek nespravné. Autor zde totiz néjakym zdhadnym
zpiisobem odhaduje koncentraci molekul vodni pary nad hladinou na 1-10' m~3. Pokud
si v8ak v tabulkach najdete tlak syté pary vody pii pokojové teploté (asi 2 kPa), snadnym
vypoctem si ovérite, Ze tato koncentrace je o Ctyri rady vyssi.

Uloha III.P ... obéasny pramen

Na Slovensku ve Slovenském krasu je zajimavy pramen. Vétsinu casu tento pramen
vypada, jako by byl vyschly, a potom z néj najednou zacne po néjakou dobu vytékat
voda, a poté opét nic. Toto se stale opakuje. Jednotlivé intervaly jsou docela pravidelné
(a dlouhé). Jak to funguje?

Vzhledem k tomu, Ze obéasny pramen funguje uz pomérné dlouho (jinak by si ho
nikdo ani nev§iml, a tudiz by ani nemohl dostat jméno) a navic ziejmé vznikl samovolné,
je tfeba hledat co mozna nejjednodussi feseni problému, jak Ze to vlastné je zafizené,
coz nam z uvah vylucuje vSsechny modely obsahujici néjaké pohyblivé ¢asti, pohadkové
bytosti, pripadné vodovod...

Jako nejjednodussi a tedy i nejpravdépodob-

néjsi se jevi reSeni schematicky znazornéné na

/\ obr. 7. Voda pritéka ze zcela normélniho pra-

2 — A mene do skalni jeskyné (ta klidné muze exis-

h tovat, je to krasova oblast) a pomalu ji napl-

nuje. Az hladina dosdhne vysky h voda pretece

a zacne odtékat, pokud je prirez spary, nebo

pukliny, kterou voda vytékd dostatecné (ale ne

prilis) velky, odtéka voda rychleji, nez se staci

doplhovat z pramene. Protoze ale spara konci

Obr. 7 niz, nez je misto, ve kterém do ni voda z jeskyné

vtéka, odtékajici voda ”vysaje” celou jeskyni, ta se potom zase pomalu naplni a déj se
opakuje.

Uloha IV .1 ... vesmirnd strikacka

Predstavte si, Zze ve vakuu mimo gravitacni pole strikame vodni paprsek. Kromé
tohoto paprsku je zde kolmo (mimobézné) k jeho piivodnimu sméru umistén nabity ne-
konecny drat s délkovou hustotou naboje A. Voda je strikana z velmi velké vzdalenosti
s pocatecni rychlosti v. Vzddlenost primky, ve které je stiikana voda (ve které se na
zac¢atku pohybuje vodni paprsek) a dratu je d. Spoctéte tihel, o ktery se odchyli vodni
paprsek od piivodniho sméru. Molekuly vody si predstavte jako elektrické dipdly, jejich

23



FYKOS, roénik XIV

vzajemné piisobeni zanedbejte a také zanedbejte jejich moment setrvacnosti (tj. pred-
stavte si, ze vSechna hmotnost molekuly je soustredéna uprostred mezi naboji, které jsou
nehmotné).

vody. K tomu je potfeba ur€it elektrické pole dratu — viz obrazky (8) a (9).
Nejdfive uvazujme p¥ipad, kdy je drat nabity kladné (pro tento p¥ipad jsou
obrazky (8) a (9) nakresleny). Vysledné pole E v bodé A je ddno sectenim
prispévki AE od jednotlivych bodt dratu. Celkovy prispévek AE od bodu B
[ a C, které jsou symetrické vii¢i bodu S, lezi v roviné kolmé na drat a ma smér
spojnice bodi A a S. Tuto vlastnost méa i vysledné pole E v libovolném bodé,
- coz je disledkem nekonecnosti dratu. Zbyva tedy urcit velikost E tohoto pole.

~

/g Nejprve musime vypocitat silu, kterou nabity drat ptisobi na jednu molekulu
N

4

\T_/ To lze udélat seCtenim (v tomto piipadé integraci) ptispévki od jednotlivych

bodi dratu. V nasem piipadé lze uzit také Gaussovu vétu, kterd 1ika, ze celkovy
tok elektrické intenzity E uzavienou plochou S (integral na levé strané) je pfimo
umérny celkovému naboji () v prostoru vymezeném plochou S:

fE-dS:Q.
S €0

Uvazujme véalec o poloméru r a vysce [, jehoz osa splyva s dratem (viz obrazek (77)).
Celkovy naboj @ uvnitt valce je roven Al. Tok elektrické intenzity podstavami plasté je
nulovy, nebot vektor E lezi v roviné podstav. Protoze je elektrickd intenzita E kolméa na
plast valce ve vsech bodech a jeji velikost je na celém plasti stejnd, je tok plastém valce
rovny soucinu povrchu plasté a velikosti elektické intenzity E. Gaussova véta ma tedy
tvar:

Obr. 8

27rrlE:¥ = F= A )
€0 2mweqr

Pokud by byl drat nabity zaporné, potom se zméni pouze smér
elekrického pole na opacny.

Ze znamého elektrického pole dratu jiz muZzeme urcit silu
ptsobici na jednu molekulu vody (neuvazujeme vzajemné pii-
sobeni molekul vody). Ozna¢me r vzdalenost stfedu molekuly
od dratu. Molekulu si mtzeme predstavit jako dva pevné spo- B
jené naboje opacného znaménka o velikosti ), jejichz vzdjemna
vzdalenost je [. Nejprve opét uvazujme pripad, kdy je drat na-
bity kladné. Pokud je moment setrvacnosti dostatecné maly, Obr. 9
potom je spojnice obou naboji v kazdém okamziku rovnobézna s vektorem E elektrické
intenzity — viz obrazek (10). Blize k dratu je vzdy zaporné nabitd ¢ast molekuly, nebot
tato poloha je narozdil od opacné (ta je také rovnovaznd) stabilni. Molekula vody je tedy
k dratu pritahovana silou F, pro kterou plati:

AQ 1 1 AQL 1
F:Q(E—l/2_E+Z/2): I [ T 2
" " 2meg \r—5 43 2me 2 — &

Soucin QI je roven velikosti elektrického dipdlového momentu p jedné molekuly vody.
Vzdéalenost ndbojli [ je mnohem mensi nez vzdalenost r» molekuly od dratu. Na jednu
molekulu vody tudiz piisobi pritazliva sila o velikosti:

_

- 2megr?
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Snadno nahlédneme, Ze v pripadé zaporné nabitého dratu je vysledna sila stejna vcetné
sméru pusobeni.

Protoze zanedbavame vzajemné ptisobeni molekul, bude vy- [
sledny pohyb vodniho paprsku stejny jako pohyb jedné molekuly.
(Molekuly mezi sebou ptisobi pomérné zna¢nymi silami a pohybuji
se velkymi rychlostmi v disledku tepelného pohybu. Vyslednice T
mezimolekulovych sil pisobicich na jednu konkrétni molekulu je Obr. 10
vsak prakticky nulova, nebot mezimolekulové sily maji rizné sméry. Tepelny pohyb mo-
lekul je chaoticky, a proto k pohybu kapaliny jako celku nepfispiva. To znamena, ze
pokud bychom chtéli zpresnit nas vypocet uvazovanim vzajemného ptisobeni molekul,

vvvvvv

v dutsledku ptsobeni vnéjsiho pole (pole dratu) orientuji. Nami pouzitd aproximace ma
tedy oprévnéni.)

Vzhledem k pocatecnim podminkdm pohybu a charakteru silového ptisobeni dratu na
molekuly bude pohyb vodniho paprsku rovinny. (Pro obecnou poéateéni rychlost to ale
neni pravdal!) Sila ptisobici na molekuly v této roviné klesa s druhou mocninou vzdalenosti
od dratu. Pohyb molekul v tomto poli bude tedy stejny jako pohyb hmotného bodu
pohybujiciho se v gravitacnim poli zptisobeném bodovym télesem umisténym v priiseciku
dratu a roviny pohybu vodniho paprsku. Vodni paprsek se tedy bude pohybovat po
hyperbole. Zbyva urcit parametry této trajektorie. To stejnym zptisobem jako v tloze ze
ITI. dilu serialu.

Délku hlavni poloosy hyperboly oznacme a a délku vedlejsi poloosy b. Z geomertie
hyperboly plyne b = d a podle seridlu plati

k

a=—-.
mu?

Uhel 9 je tihel, o ktery se vodni paprsek odchyli od pivodniho sméru. Mezi tihlem ¢ (tihel
asymptoty a hlavni osy) a thlem ¢ plati vztah ¥ = 7 — 2¢. Dostavame tedy:

tgl =t (2 — ) =cotgp = = = "
Vodni paprsek se tedy odchyli od pivodniho sméru o thel:
Ap
¥ =2arctg ————— .
arcte 2megmu3d

Hmotnost jedné molekuly vody lze snadno urcit z Avogadrovy konstanty a z molarni
hmotnosti vody (uréi se z relativnich atomovych hmotnosti vodiku a kysliku). Velikost
elektrického dipélového momentu jedné molekuly vody lze napriklad urcit méfenim sta-
tické elektrické permitivity vody. Nami odvozeny vztah pro odklon vodniho paprsku bude
se skutecnosti souhlasit tim vice, ¢im mensi bude teplota vody (musi ale ztstat kapalnd).
Je to zplisobeno tim, ze pri vyssi teploté je energie tepelného pohybu vétsi. Tepelny pohyb
se totiz netyka pouze translac¢nich stupni volnosti ale i vnitinich stupni volnosti molekul
(napf. rotacnich a vibraénich). Vzhledem k tepelné energii v rota¢nich stupnich volnosti
nedojde k tplné orientaci elektrického dipdlu do sméru vnéjsiho elektrického pole. Di-
sledkem je pak mensi pritazliva sila a tedy i mensi odklon vodniho paprsku. Nase reseni
rovnéz neuvazuje skutecnost, ze vlivem vnéjsiho pole dochazi k polarizaci molekul vody
(zvétsuje se velikost jejich elektrického dipélového momentu). V tomto piipadé tento jev
neni pfili§ vyrazny (narozdil od jinych kapalnych dielektrik), nebot velikost permanent-
niho dipoélového momentu molekul vody je pomérné velka.
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Uloha IV .2 ... ropnd skvrna

Méjme na vodni kaluzi kruhovou skvrnu od oleje o poloméru 1 m a tloustce 10 um. Na
tuto skvrnu se divame z jeji osy z vysky 1 m. Skvrna je osvétlena bilym svétlem ze vSech
stran. Svétlo z jednoho sméru miizeme povazovat za koherentni. Jaké barvy na hladiné
uvidime?

Uvazujme misto, kde svétlo na vrstvu dopada pod
thlem o (tthly méifme od kolmice k vrstvé). Cast viny
se odréazi na rozhrani vzduch—olej (paprsek i na obr. 11),
zbytek projde a opét se odrazi (¢i projde) od rozhrani olej— 1
voda. V bodé C se opét vina Castecné odrazi a castecné
projde atd. Néas zajimaji zejména viny odrazené zpét do
vzduchu. Tyto vlny se spolu sklddaji, v béznych pripadech
staci uvazovat prvni dvé odrazené vlny 7 a vi, ostatni maji
zanedbatelnou intenzitu. Pti sklddani vin 7 a vi hraje sté-
zejni roli rozdil optickych drah A obou vIn. Spo¢téme ho tedy nyni. Index lomu vody
je mensi nez index lomu oleje, tedy pfi odrazu v bodé A dochéazi ke zméné faze vinéni
(dréhovy rozdil A\/2), kdezto pfi odrazu v bodé B se faze neméni. Drahovy rozdil tedy je
A = 2n|AB| —|AD|+ A/2. Nesmime zapominat na to, Ze vlnoplocha je kolma k paprsku,
tudiz odec¢itame vzdalenost |AD|. Indexem lomu nésobime, nebot do opticky hustého
prostiedi se vejde n-krat vice vinovych délek nez do vakua (frekvence vinéni je stejna,
ale rychlost je mensi). Z geometrie na obrazku a zdkona lomu sin @ = nsin 8 dostavame
postupné

2nd . A 2dn? 2dsin? o A
—2dtanfBsina+ = = — + =,
cos 3 2 n? —sin® a n? —sinfa 2

A =

A =2d n2—sin20z+g.

Aby interference byla konstruktivni, musi byt drahovy rozdil celo¢iselnym nasobkem vl-
nové délky ve vakuu. Tedy podminka pro zesileni urcité vinové délky v urcitém uhlu

je
4dv/'n? —sin®a = (2k — 1)\ .

Rozdil dvou sousednich vlnovych délek, které se zesili je

8d\/n? — sin’ a B A1 2

Al — A2 = ,
4k* -1 2dv/n2 — sin? o
\2
Al < <
2dv/n? — 1

Pro A\¢ = 800nm, n = 1,5 je AX < 30nm. Viditelné spektrum je Siroké asi 500 nm, tedy
v kazdém misté se zesiluje alespon 16 riznych vinovych délek. Na hladiné tedy uvidime
opét bilé svétlo, abychom vidéli duhové barvy, musela by vrstva byt uzsi.
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Uloha IV .3 ... médény drdt

Mame 50 kg médi. Jaky nejdelsi drat z tohoto mnozstvi materidlu Ize vytvorit pro
prendSeni elektrického proudu 1 A, je-li okolni teplota 20 °C 7 (Tepelnou kapacitu okolniho
vzduchu a prirody povazujte za nekonecnou.)

V dtisledku vnitfniho odporu médéného dratu (s kruhovym prifezem) vznikd pri
prichodu elektrického proudu vykon, ktery se projevuje jako Jouleovo teplo a drat se
zahtiva. Jedinou podminkou je, aby se drat neroztavil. Uvniti dratu vznika tepelny vykon
P dany vztahem P = RI?, kde I je konstatni proud 1 A a R je elektricky odpor dratu
dany vztahem vyjadfujicim zaroven zavislost el. odporu na termodynamické teploté 7"
R = 0o[1+ B(T — Ty)]1/mr? , kde Ty je teplota, pii niz ma méd mérny el. odpor gg, /3 je
teplotni soucinitel el. odporu médi a r je polomér dratu.

Drat se na povrchu ochlazuje tepelnou vyménou s okolim a tepelnym zarenim. Protoze
ze zadani uvazujeme okoli s nekonecné velkou tepelnou kapacitou, vyménu tepla bude
charakterizovat pouze prestup tepla na rozhrani méd-vzduch dany vztahem Q1 = v(T —
Ty) 2w rl, kde Q1 je tepelny vykon pfestupu tepla, T, je teplota vzduchu a + je pFislusny
koeficient.

Budeme-li povazovat drat za absolutné cerné téleso, bude tepelny vykon zarenim
Q> dany Stefan-Boltzmannovym vztahem Qs = o(T* — T}) 2771, kde o je Stefan-
Boltzmannova konstanta. Celkovy ochlazujici tepelny vykon je tedy Q@ = Q1 + Q2. Mezi
vykony P a () musi nastat rovnovaha pfi teploté T, ktera lezi tésné pod bodem tani médi,
z cehoz ziskame minimalni polomér dratu r,,,.

oo[l + B(T — Ty)] L I?

= T -T,) +o(T*" - T)))2rrl,

mr2
vyjadienim r:
T‘3~ _ g0[1+ﬁ(T—T0)]I2
man [Y(T —Ty) +o(T*—TH] 272

Uvéazime-li navic teplotni roztaznost médi, zkorigujeme polomér i jednotku délky faktorem
[1+ a(T —T,)], kde « je soucinitel délkové roztaznosti:

7’3 _ g0[1+ﬁ(T—T0)]I2

min V(T —T,) + O'(T4 _ T;)L)] 1+ (T — Tv)]3 272

Nyni, zndme-1i 7p,;, vypocteme maximalni délku dréatu L (za normdlni teploty) takto
tenkého dratu o hmotnosti m = 50kg. Ziejmé plati L = m/onr2 . a tedy

min

L _ mrBl+aT - TP ([27<T—Tv>+a<T4—T3>1>2/3
- 0 o[l + B(T — Tp)] I* .

Po dosazeni tabulkovych hodnot @ = 17-107%°C™1, g =4.103 °C7!, v =
= 10W-m2- K1, T = 1356 K, Ty = 273K, 0 = 8930kg - m~3 a nami dané teploty
vzduchu T, = 293 K a hmotnosti m = 50 kg 1ze ziskat odhad L ~ 2200 km.

Proto, abychom mohli spojit vznik tepla uvnitt vodice a jeho ochlazeni na povrchu, je
tfeba uvazit tepelnou vodivost dratu, diky niz se dostane teplo k povrchu. Aby tomu tak
bylo, musi byt ale urc¢ity rozdil teplot mezi stfedem a povrchem dratu, ¢imz ale vznikne
i rozdilny mérny el. odpor a tim i nizsi vykon uprostied dratu, ktery tak castecné zpétné
reguluje zvysenou teplotu.
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Samoziejmé lze problém fesit diferencidlni rovnici 2.fddu v polarnich souradnicich,
kterad vsak nakonec ukaze, ze diky velmi dobré tepelné vodivosti médi a velmi malé za-
vislosti odporu na teploté bude rozdil teplot zanedbatelny. Navic relativné Spatné ochla-
zovani na povrchu limituje teplotni spad uvniti dratu.

Dalsi problémy s feSenim se objevily v souvislosti s konstantou prestupu tepla. Jednak
byl problém ji najit a jednak tato konstanta uz zahrnuje vyménu tepla zarenim. Ale lze
tedy predpokladat, ze plati pro malé teploty a tim padem pri vysSich teplotach, kdy tok
zafenim roste se Ctvrtou mocninou, ptrejde linearni vztah pouze ve vztah pro vymeénu
tepla vedenim.

Uloha IV .4 ... zviFdtko

Predstavte si zviratko, jehoz charakteristicky rozmér je L. Odhadnéte, jak na L zavisi
vzdalenost, kterou je schopné urazit po pousti.

A jak zavisi na L jeho rychlost béhu po roviné a do kopce? Urcete také, jak zavisi na
velikosti zviratka vyska jeho vyskoku.

Napovéda: Uvazte, ze s = vt. Déale napr. uvedme, jak zavisi hmotnost zviratka na L:
Vime, 7e m = oV, kde p uvazujme konstantni a V je amérné L3, tedy m ~ oL® ~ L3,
hmotnost zvitatka tedy zavisi piimo imérné na L>.

Predpokladejme, ze zviratko je savec, dale predpokladejme, Ze frekvence krokt zvi-
ratka, pri klidné chiizi, nezalezi na jeho velikosti (tj. na L), a Ze zvifatka se nelii v télesné
stavbé, ale pouze ve velikosti.

Nejdrive se zabyvejme otazkou, jak daleko je schopno dojit na pousti. Pravdépodobné
nejvice limitujicim faktorem pro zvifatko je voda (naptiklad ¢lovék bez jidla vydrzi asi
tak mésic, bez vody nanejvys pét dni), tu zvifatko jdouci po pousti spotieboviva hlavné
na ochlazovani svého organismu. Mnozstvi vody v téle zviratka je tmérné jeho objemu,
tedy: Myoq ~ L?. Hlavnim zdrojem ohfevu organismu zvifatka je teplo, které se v ném
uvoliiuje (pokud zanedbdme slunce — jeho vliv se da tézko popsat, nevime, kde poust
je, jak dlouho tam trva den...), mnoZstvi uvolnéného tepla je ziejmé tmérné objemu
organismu a tudiz dostavame vztah: Q ~ L3. Toto odpadni teplo je tieba odvést praveé
pomoci vody. Pro hmotnost ztracené (vypocené) vody za jednotku ¢asu tedy dostavame:
Myyp ~ L3.

Vidime tedy, Ze doba, po kterou je zvirfatko schopno jit po pousti, nezavisi na L
(zésoby vody jsou tmérné L3 a rychlost, s jakou je zvifatko ztraci, také).

Jediné, v cem se tedy zviratka budou lisit, je délka kroku, ta je imérna L. Pro celkovou
vzdélenost tedy mizeme psat: s ~ L (vSechna zvifatka udélaji stejny pocet krokt, které
maji délku pfimo Gmérnou L).

Nyni se zabyvejme tim, jak rychle je zvifatko schopno bézet. Pravdépodobné nejvy-
raznéjsi vliv na rychlost zvifatka ma maximalni frekvence kroki (nezaméfiovat s frekvenci
kroki pri klidné chizi) zviratka. Pokusme se uréit, jak zavisi na L.

Na to, aby zviratko udélalo krok, musi posunout koncetinu smérem dopredu, tento
pohyb je obecné nerovnomérné zrychleny. Hmotnost konéetiny je tmérna L3, sila, ktera ji
urychluje, je tmérna L? (sila svalu zavisi na poctu svalovych vldken, a tedy na jeho pri-
fezu), celkové tedy pro zrychleni mame: a ~ L~!. Pokud pouzijeme vztah pro rovnomérné
zrychleny pohyb (feknéme, Ze si pohyb koncetiny "rozsekdme” tak, ze v jednotlivych ¢és-
tech celkového pohybu se pohybuje rovnomérné zrychlené) ¢ = {/2s/a a uvédomime si,
ze s ~ L, dostaneme pro délku trvani kroku 7" ~ L a protoze délka kroku je rovnéz piimo
umeérnd L, zjistujeme, Ze z tohoto pohledu rychlost nezavisi na L.
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Pokud zapocitavame odporovou silu, musime si uvédomit, ze Fq, ~ L?.v? pro silu,
kterou je schopno ptisobit zviFatko plati F' ~ L? a tedy dostavame, Ze rychlost nezavisi
na L.

Pti béhu do kopce se ve vyjadreni odporové sily objevi dalsi ¢len popisujici sklon
kopce, dostaneme tedy F,q, ~ L?v? 4+ L3sina pro rychlost mame v ~ k1 — ko Lsin a,
kde ki, k2 jsou konstanty.

Pti vyskoku musi platit zakon zachovani energie, tedy to, ze prace vykonana zviratkem
se spotfebuje na jeho premisténi do vétsi vysky. Pro praci mame: W = F.s a tedy
pii uvazeni F ~ L? a s ~ L (s je drdha, po které muzou svaly zvifadtko urychlovat,
nezaménujte ji s vysledkem prvni ¢asti — jak daleko dojde zvifatko na pousti) dostaneme
W ~ L3. Pro zménu potenciilni energie zvifatka mame AE = mgh, vime, ze m ~ L3,
celkové tedy opét dostavame, ze vyska vyskoku nezavisi na L.

Pokud se vam vysledky zdaji podivné, neni to nic zvlastniho, aby se tato tloha dala
vibec néjak resit, musime zanedbat spoustu podstatnych vlivii, které neumime jednoduse
popsat.

Uloha IV . P ... micek ve vodé

Mame trubku ve tvaru pismene V, jedno rameno je svislé a na konci otevrené, druhé
s nim svird ostry thel a je na konci (nahote) zatavené. Trubka je témér plna vody a
v zataveném rameni nahore plave micek. Vymyslete zpiisob, jak dostat micek ven tak,
aby voda nevytekla. Nesmite ji vypustit, svislé rameno musi zistat porad svislé a do
trubky nesmite nic strkat.

Vyskytlo se nékolik zajimavych navrhi. Ale fungovaly jenom dva. Oba vyuzivaly
setrvacnych sil. Staci si uvédomit, ze vztlakova sila pusobi opaénym smérem nez sila
pusobici v systému (vyslednice tihové a zdanlivych sil F' = Fg + Fz). Uvazujme, Ze se
sila moc neméni na rozmérech micku, potom si to mtizeme predstavit jako ekvivalentni
k normalni vztlakové sile v kapaliné, jenom misto tithového zrychleni vezmeme zrychleni
g = F/m. Takze vztlakova sila bude ptisobit opanym smérem nez F'. Sta¢i ndm tedy
najit takovou zdanlivou silu, aby vyslednice smérovala do stifedu zkumavky.

Prvni navrh: Setrvacnou silu vytvorime pohybem zkumavky smérem dold vétsim
zrychlenim nez tthovym. Potom vysledna sila v soustavé zkumavky bude piisobit smérem
nahoru a micek se bude pohybovat opacnym smérem — ke spojeni trubek, potom bychom
zastavili a kulicka by vyplavala spravnou trubkou. Toto feSeni mé trochu technické pro-
blémy, protoze je celkem tézké pohybovat se velkym zrychlenim dost dlouho.

Druhy navrh: Jako setrvacnou silu vezmeme odstiedivou. Tteba kdyz jedete v auté
v zatacce, tak na vas pusobi odstrediva sila. V tomto ndvrhu potfebujeme, aby projekce
sily na smér stény trubky ptisobila smérem nahoru (vyslednd sila na micek potom pu-
sobi opa¢né — smérem dolu k spojnici): Fy > Fgtga. To mizeme dosdhnout velkymi
otackami, nebo velkou vzdalenosti osy rotace od zkumavky.

Vtipné, ale Spatné feseni bylo, Ze uzavieme zkumavku a ohfejeme az se vSechna voda
vypali, a potom micek spadne dolii. M4 to vSak problém, Ze hustota té pary bude stejnéa
jako vody, takze vztlakova sila stejna jako u vodé.

Uloha V.1 ... o3klivd sonda

Predstavte si rovinny povrch néjakého materidlu, zavedme souradnou soustavu tak,
ze povrch splyva s rovinou z = 0. Kazdy bod povrchu popisme odrazivosti R, coz je
pomér odrazené a dopadajici intenzity zareni. Vime, zZe ve sméru osy x je R konstantni a
ve sméru osy y je R(y) periodickou funkci s periodou P. Mdme k dispozici sondu, ktera
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sviti na povrch a zpétné snima odrazenou intenzitu. Miizeme s ni pohybovat ve sméru
osy y. Sonda vSak neni nekonecné ”jemna”, svazek nemiizeme zaostrit do jednoho bodu,
vzdy budeme mit stopu o nenulové sitce D. Sonda tedy snima primér odrazené intenzity
z oblasti, na kterou sviti. Vasim tikolem je napsat, jak pomoci takové sondy zjistit periodu

odrazivosti P. Lze to pro vSechny rozméry sondy?

ProtozZe sonda neni schopna zaosttit svételny svazek do jednoho bodu, odpovida na-
mérend odrazivost R, primérné hodnoté odrazivosti R v oblasti, na kterou sonda sviti.
Funkce R(y) mé periodu P (zékladni perioda), a proto bude mit i naméfend odrazi-
vost Ry,(y) periodu P. Tato perioda vSak nemusi byt zdkladni. To znamend, Ze pro
zékladni periodu P, naméfené odrazivosti plati: P, = P/n, kde n je pfirozené (islo,
nebo naméfend odrazivost je konstantni funkce. O tom, ze periody P a P, se obecné
nerovnaji, se muzeme jednoduse presvédcit v pripadé, kdy méa stopa tvar ¢tverce o strané
délky D. Pokud je totiz rozmér sondy D roven celoc¢iselnému nasobku periody P, potom
je naméfend odrazivost Ry, (y) vzdy konstantni funkci a nemizeme tedy urcit periodu
odrazivosti P.

Perioda P,, naméfrené odrazivosti je tudiz dolnim odhadem periody P odrazivosti
povrchu. Odhad periody P lze zlepsit, pokud pouZijeme rtzné rozméry a tvary stop
(zménu tvaru nebo rozméru stopy lze docilit pouzitim clon).

Pokud bude rozmér sondy mnohem mensi nez je perioda odrazivosti povrchu, potom
namétend odrazivost Ry, (y) bude mit prakticky stejny tvar jako odrazivost povrchu R(y).
V tomto pripadé se tedy periody P,, a P budou rovnat. V opa¢ném pripadé, kdy bu-
dou rozméry sondy mnohem vétsi nez je perioda odrazivosti, bude namérena odrazivost
prakticky konstantni funkce a periodu odrazivosti povrchu nebude mozno urcit.

Abychom mohli uréit periodu odrazivosti povrchu, je tedy nutné, aby tato perioda
nebyla mnohem mensi nez rozmér stopy sondy. Dolnim odhadem periody odrazivosti po-
vrchu je perioda namérené odrazivosti. Odhad lze zlepsit pouzitim rtznych tvart a roz-
mért sond. Pokud se tvary naméfenych odrazivosti R, (y) od sebe pfilis nelii a vechny
maji stejnou periodu, potom je velmi pravdépodobné, Ze je tato perioda rovna periodé
odrazivosti povrchu. V pripadé, ze vSechny namérené odrazivosti jsou konstantni funkce,
je ziejmé perioda odrazivosti povrchu mnohem mensi nez je rozmér stop.

K provedeni dtkladnéjsi analyzy problému ,o8klivé sondy“ je potfeba uzit trochu
,Slozitéjsi“ matematicky aparat. Uvazujme tvar stopy, ktery je osové symetricky vzhledem
k osdm z a y. Tento tvar popiSme sudou funkeci f(z) definovanou na intervalu (—1,1).
Funkce g¢(z), kterd popisuje stopu, jejiz rozmér ve sméru osy y je roven 2D, je déna
vztahem g(z) = Df(z/D). Pro naméfenou odrazivost potom plati:

D 1
/2g(z)R(y+z)dz /f(z)R(y—l—Dz)dz
Rin(y) = ==
/ 29(2) dz / f(2)ds
-D -1

Pokud je odrazivost R(y) dostatecné hladka funkce, potom lze uzit rozvoj do Fourie-
rovy fady, nebot R(y) je periodickd funkce s periodou P:

)= 3 s (220

neZ
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Je-li R(y) dostatecné hladkd, potom je mozno zaménit pofadi sumace a integrace (Fadu
je mozno integrovat ¢len po ¢lenu). Koeficienty A, jsou jednoznalné uréeny funkci R(y),
nebot plati:

/PR(y)eXp ( 2mmy> Z A, /exp <M> dy =" ApnPbpmn = PAp,
0

neZ

kde .., je Kroneckertiv symbol, ktery je roven jedné pro m = n a nule pro m # n. Pro
koeficienty Fourierovy fady tedy dostavame vztah:

p
1 2mi
-5 /R(y) exp (— 71'}1371@/) dy .
0

Pokud je funkce R(y) redlnd, potom plati: A, = A*
Uzitim Fourierovy rady dostaneme:

1 1

/f(z)R(y +Dz)dz =Y Ay exp <2”;"y> /f(z) exp <2”’;DZ> dz .

-1 neZ -1

Ze sudosti funkce f(z) plyne:

1

1 1
/f(z)eXP<2m;Dz>dz = /f(z) <cos 27r7113Dz +1isin 27”;3Dz>dz = Q/f(z) oS <27T7;3D2>dz )

-1 -1 0

Definujme novou funkci F(w):

/1]” ) cos(wz) dz
F(w) =2 N .
JECLE
0

Namétenou odrazivost R, (y) je tedy mozno vyjadrit jako nésledujici Fourierovu fadu:

Rl) = AnF<27r]7DzD> exp <27r1i3ny> .

nel

Vlivem konec¢nych rozméra stopy sondy dojde ke ,zkresleni pribéhu odrazivosti.

Je-1i hodnota w blizka nule, potom je hodnota F(w) blizka jedné. To znamend, Ze
v pripadé P > D ma namérend odrazivost prakticky stejny tvar jako odrazivost povrchu
anaméfend perioda odrazivosti tedy odpovida skuteéné periodé. Prow — 0o je F(w) — 0.
Pokud tedy plati P < D, potom je naméfend odrazivost prakticky konstantni funkci a
nelze tudiz urcit periodu odrazivosti povrchu.
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K tomu, aby se perioda namétfené odrazivosti rovnala periodé P nezavisle na tvaru
funkce R(y), je nutnou a zarovéi postacujici podminkou nenulovost funkce F'(w). (Po-
kud mé funkce F(w) nulovy bod, potom existuje rozmér stopy D, pfi kterém se ,smaze
alespon jedna Fourierova frekvence v rozvoji odrazivosti“, coz pro urcity tvar odrazivosti
povrchu zptsobi zmens$eni periody naméfené odrazivosti.) Tuto nepiijemnou vlastnost
mé napiiklad tvar ¢tverce nebo kruhu. Existuji vSak tvary, pro které je F(w) nenulova.
Piikladem je tvar popsany funkci f(z) = (1 — 2)2, pro kterj dostaneme:

w — sinw

Flw)=6 R
coz je nenulovd funkce. V tomto pripadé je perioda namérené odrazivosti vzdy rovna
skutecné periodé P. To vSak plati pouze v pripadé, kdy méfime nekonecné presné. Pokud
mérime s konec¢nou presnosti, potom pro D > P nebo pro ,maélo zvlnénou“ odrazivost
povrchu bude namérend odrazivost konstantni funkci a nebudeme tudiz schopni urcit
periodu odrazivosti.

V nasem teseni jsme predpokladali rovnomérné osviceni povrchu v osvétlené oblasti.

Pokud bychom uvazovali nerovhomérné osviceni, potom by byl postup reseni obdobny,

vvvvvv

Uloha V.2 ... délo na lodi

Déla na bitevnich lodich se nabijeji nasledujicim zpiisobem: do hlavné se da strela o
hmotnosti M a za ni uré¢ity pocet baliku s vybusninou (objem jednoho baliku je Vj), podle
toho jak daleko chceme strilet. Kolikrat se zvétsi dostrel takového déla, kdyz nabijeme
dvojnasobné mnozstvi vybusniny? Vybuch si predstavujte tak, ze najednou se misto
vybusniny objevi dvouatomovy plyn o teploté Ty a tlaku py. Raze déla je deset palcii.
Odpor vzduchu zanedbejte.

Nejdrive urcime, jak daleko je vlastné mozné dostrelit, pokud je pocatecni rychlost
stfely v, maximalniho dostelu dosdhneme, pokud vystrelime pod thlem 45° k vodorovné
roving, stiela poleti po dobu t = 1/2v/g a dopadne do vzdalenosti s = v2/g. Tedy dostiel
je pfimo imérny pocatedni energii naboje (s ~ E = 1/2mo?). Nyni uréime jakou energii
ziskd ndboj v hlavni. Vybuch je véc pomérné rychld (kazdy, kdo uz néjaky vidél, jisté
souhlasi), takZze nejlepsi pfiblizeni toho, co se dé&je s plynem v hlavni pfi vysttelu, je
adiabaticky déj.

Predpokladejme, Ze hlaven ma délku [ prirez S a ze jeden balik vybusniny ma délku
xg. Na stfelu v hlavni pisobi sila F' = pS, pro tlak mame z rovnice pro adiabaticky déj
vztah: p = poVj*/V". Pokud jesté oznaCime = vzdalenost zadni strany stfely od zacatku
hlavné, muzeme pro silu ptisobici na strelu psat:

F=S5

PoTg
xk

Energii stfely dostaneme jednoduchou integraci E = f;o F dz. Takze energie strely,
pokud dame do hlavné jeden balik vybusniny je:

1 1— 1—
E1 = mSpoxS (l ko Ty Kl)
a pokud tam dame dva:
1 _ _
E2 = ESpO(on)K (ll k_ (2.'170)1 K) .
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Takze pro pomér dostrel mame:

52 _ ) — 2;@[1_” — (2z0)' "
st By R

coz uz je pozadované reseni.

Jesté par poznamek na zavér:

1. Vybuch neprobih4, tak jak se s nim tady pocitalo, ve skutec¢nosti hoti smés celou dobu,
po kterou je ndboj v hlavni. Pokud bychom délo nabili néé¢im, co vybuchuje takto (tj.
vSechna vybusnina se najednou zméni v plyn), délo by se s nejvétsi pravdépodobnosti
roztrhlo, coZ je efekt, ktery pfi ndmoini bitvé nepotési (samoziejmé za predpokladu,
ze nastane na nasi lodi, na neptatelské je vitan).

2. Pfi vybuchu je tlak plynu v hlavni radové vétsi nez atmosféricky, takze ten se muze
s klidem zanedbat.

3. Jesté asi nikdo nevyrobil tak dlouhé délo, aby tlak v hlavni pti vystielu poklesl
na hodnotu srovnatelnou s atmosférickym, i tenhle jev se da s klidnym svédomim
zanedbat.

4. Lod s desetipalcovymi dély neni lod bitevni, ale kiiznik. Za toto pochybeni se vam
vsem omlouvadme a dékujeme Vladimiru Fukovi, za to Ze nds na néj upozornil.

Uloha V.3 ... rozlideni radaru

Meéjme radar, ktery je schopny rozlisit téleso s priimérem 10 km ve vzdalenosti Mésice.
Jak velké téleso je schopen rozlisit ve vzdalenosti Slunce? Jaka je teoreticka vzdalenost,
do které je radar schopny ”vidét”?

Jsou dvé moznosti, jak nahlizet na pojem rozlisitelnosti. Uvazujeme-li, Zze u radaru
existuje mezni thlové rozliseni, pak téleso u Slunce a u Mésice musi byt vidét pod stejnym
thlem. Potom z podobnosti trojihelniku mame:

rg=-2LRg=39-10"km
Ry
kde velkymi pismeny jsou oznaceny vzdalenosti a malymi poloméry téles.

Pojem rozliseni taky muzeme chapat, jako existuje minimalni odrazend intezita, kte-
rou miize radar zachytit. Vime, Ze intenzita, kterd dopadne na téleso, je tmérna mr?/R?,
kde 772 je plocha télesa zachycujici za¥eni. Tam uvaZujeme, Ze se intenzita rozptyli viemi
sméry a téleso se tak stane zaricem. Intenzita, kterd potom dojde z télesa na radar je
tedy amérna 1/ R?. Takze pomér intezity, kterd se vrati na radar k radarem vyslané je
amérny 7r2/R*. 7 predpokladu vime, #e minimélni intenzita je potom

2
o,

C——Fr—
R4 )
m

kde ¢ je néjakd konstanta tmeérnosti. Minimalni polomér, ktery je u Slunci vidét:

Imin -

Imin R4 R?

——— rngn = 1526 km.

Trs =

A tadovy odhad viditelnosti dostaneme, kdy# za mr?, nahradime plochou celé koule ve
vzdalenosti R, 47 R?. Potom dostdvame pro tuto vzdalenost

I A7 R?
min — R4 .
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Odtud pro R vyjde:
2
R—ofm _ 1,475 - 10 km .

Tm

Ve vétsi vzdalenosti uz radar jakkoli vétsi téleso neuvidi.

Uloha V .4 ... rychlejsi nez smrt

Ve Svycarsku planuji vybudovani celostatniho ,metra“. Vlaky maji jezdit na magne-
tickém polstari tunelem, ze kterého je castecné vycerpany vzduch, a dosahovat rychlosti
kolem 500 km-h™1.

Tunel vsak nelze dokonale utésnit. Predpokladejme, Ze chceme udrzet tlak na hod-
noté 0,05 p,, ale bez neustalého odcerpavani by za 1 den vzrostl na 0,5 p,. Spoctéte vykon,
jaky je nutny na odcerpavani vzduchu ze 100 km tohoto tunelu, je-li jeho priimér 5m,
i¢innost odcerpavani oproti idedlné pracujicimu stroji je 10% a teplota 6° C. S ¢im Ize
takovy vykon porovnat?

Abychom spocitali vykon cerpadla, musime vypocitat, rychlost, kterou do tunelu
pronika vzduch, a minimalni praci potfebnou k od¢erpani 1 molu plynu z tunelu.

Nejprve spocitejme praci. Tlak uvnitt tunelu ozna¢me p;, tlak vné ps. Nejmensi
praci ziejmé vykondme, postupujeme-li takto: Nejprve ve valci o objemu Vj izotermicky
stlacime plyn na objem V5, tak aby jeho tlak vzrostl na hodnotu py. Ptfi tom vykoname
praci

V1 Vl
RT
Wi = /Apclv:/<”7 —p1> AV ==nRTIn 2 —pi(Vi ~ V)
V2 V2 1

kde Ap je rozdil tlakd v pistu a v tunelu.
Déj je izotermicky takze plati p1V7 = paVs. Potom spojime vélec s okolim a plyn
vytla¢ime z valce ven. Vykonand prace bude

Wy = (p2 — p1)Va = p1(V1 — Va) .

Celkova prace potiebnd k vytlaceni n mola plynu je tedy

W =Wi+ Wy =nRTIn 22
b1

Musime jesté spocitat jakou rychlosti pronika vzduch do tunelu. Uvazujme takto: pokud
bychom prestali vzduch z tunelu odcerpavat, tlak v tunelu by zacal rist. Rychlost, jakou
by vzduch do tunelu proudil, by byla amérna rozdilu tlakt v tunelu a v okoli. Platilo by
tedy

d(Ap)

dt

kde Ap je rozdil tlakt a k je néjaka konstanta. Resenim této diferencilni rovnice je funkce

= _kAp )

Ap = Apge™Ft .
Ze zadani vime, Ze za jeden den by bez odCerpavani vzrostl tlak na py/2. Plati tedy

05 i,
0,95 ©
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kde t; je doba jednoho dne. Konstantu k tedy spocteme jako

I — In1,9 .
ta

Rychlost pronikani vzduchu do tunelu bude ¢asova derivace tlaku pti ¢ = 0. Tedy

| __d@n)|
dt |, dt | b
Podle stavové rovnice je
o
- RT’
tedy
dn _ V dp
dt  RT dt

Praci potfebnou na odcerpani n molt jsme ale spocetli uz nazacatku. Po dosazeni tedy
pro vykon dostavame

1
P = "VikApgIn 22
n p1

kde V; je objem daného useku tunelu a Apg = 0,95 p2. Po dosazeni zadanych hodnot a
vydéleni teoretického vykonu tucinnosti dostaneme P = 13,2 MW.

Uloha V. P ... upiri
Fyzikalné zdivodnéte, proc¢ neni upir vidét v zrcadle, a taktéz navrhnéte vynalezy,
které by této skutecnosti mohly vyuzit.

Na zacatku mald omluva tém, kterym pripada, ze takova tloha nema v seminéafi co
pohledavat. A pro ty ostatni: Jsme radi, ze fantazie je néco, co vdm neni cizi. Nebyt vas,
byl by svét plny brucount. A nyni nékteré napady z vasich feSeni.

Podle Ivy Koufilové neni upir vidét v zrcadle, nebot se pohybuje za zrcadlem (viz
Alenka v fi8i divll) nebo proto, Ze pouZiva generdtoru pole 'problému nékoho jiného’ a
zvlastni lidské vlastnosti si problému nékoho jiného neviimat. Casto jste uvadéli proza-
v zrcadle pochopitelné neuvidime.

Z napadt inspirovanych fyzikou: T€lo upira je slozeno z anizotropnich krystalk, které
se nataci tak, aby ve sméru k zrcadlu byly propustné. Existence takovych krystalkt je
vcelku pravdépodobné, mozna by ale neslo zaridit, aby v pfimém pohledu nebyl upir
zdeformovéan. Pokud by se divali dva lidé z rtznych hld, mél by upir problém.

Jiné vysvétleni je, ze upir je pro bézné zareni pruhledny. Vydava své vlastni specidlné
upiti viny, které se v zrcadle absorbuji, oko ale oklamou, takze v pfimém pohledu upira
vidét 1ze.

Nékoho (Lukase Chvatala) prekvapilo, Ze upir v zrcadle vidét neni. On se pry, kdyz
si kazdé rano cisti zuby, v zrcadle vidi celkem dobre.

A co se vyuziti upirt tyce - Neni-li upir vidét v zrcadle, mél by s jeho rozpoznanim
problémy i radar ¢i fotobunka. Americkd armada by tedy za upira dala jméni, na druhou
stranu by mél chuddk problémy na WC, které je splachovino fotobuiikou (nédpad Vitka
Sipala).
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Uloha VI.1 ... dielektrikum

Meéjme deskovy kondenzator a uvnitr néj dielektrickou desku s relativni permitivitou
g, = 6. Na kondenzator privedeme napéti U = 10kV a nechame systém ustalit. Poté
desku vyndame a kondenzator zkratujeme. Jaké napéti nameérime na kondenzatoru po
vraceni desky? Material desky BaTiOs je feroelektrikum, ziistane zelektrizovany!

Oznacme E, intenzitu elektrického pole, kterd bude mezi deskami kondenzatoru po
nabiti. E, je souctem intenzity Ep, ktera by byla mezi deskami kondenzatoru v pripadé,
ze by mezi nimi bylo vakuum, a intenzity E;, kterd vznika diky polarizaci naboji v die-
lektrické desce. Pro velikosti plati E, = Ey — FE;. Permitivita prostiedi udava, jak moc
se nadboje ve vnéjsim poli zpolarizuji, konkrétné E; = (¢, — 1)E,. Pfed vytazenim desky
bude na kondenzatoru napéti Uy = E,d, kde d je vzdalenost desek kondenzatoru. Po vy-
tazeni desky, vybiti (zkratovani) kondenzétoru a opétovném vraceni desky bude intenzita
pole v kondenzitoru E; (ndboj na samotnych deskdch kondenzatoru bude nula) a napéti
U, = E;d. Po dosazeni tedy U, = UyFE;/E, = Up(e, — 1) = 50kV.

Nejcastéjsimi chybami, které se vyskytovaly ve vasSich feSenich, bylo nespravné uziti
vztahu pro napéti Uy = Eyd, coz samoziejmé neni, musime dosazovat celkovou intenzitu
E,. Déle pak vyuzivani zdkona zachovani energie pied a po vytazeni desky, k ¢emuz jste
ovSem nepfipocetli to, Ze pfi vytahovani desky kondme praci (oddalujeme opa¢né naboje).

Uloha VI.2 ... elektron u desky

Méjme nekonecnou vodivou uzeménou desku. Ve vzdalenosti h od ni je umistén na-
boj Q). Spoctéte, jakou silou je naboj pritahovan k desce.

Protoze je deska vodiva a uzemnénd (resp. spojend s nekonenem), musi na ni byt
potencidl neustale roven nule (pfedpoklddame-li nulovou hladinu potencilu na zemi resp.
v nekonec¢nu). Okrajovd podminka pro rozlozeni potencidlu v nasem systému je tedy jeho
nulovost na desce. Je-li u desky umistén bodovy ndboj @ ve vzdalenosti h, rozlozi se
na ni naboj tak, aby jeho potencidlovy prispévek presné vyrusil prispévek od Q). Kdyby
se na desce zadny naboj neindukoval, ale jen bychom za ni, zrcadlové ke @, umistili
naboj —@Q, byl by potencial na desce také roven nule, tedy byla by splnéna nase okrajova
podminka. Z vlastnosti elektromagnetického pole se d4 matematicky odvodit, ze vytvorili-
li jsme néjakym zptisobem pied deskou potencidlové pole spliujici okrajovou podminku
(v nasem pripadé soucet pole od @ a —@Q), neexistuje jiné rizné pole, které by ji spliiovalo
také. Tedy pted deskou bude prispévek naboje naindukovaného na desce stejny, jako by
byl od tzv. zrcadlového naboje —(@) za deskou. Tedy i sila, kterou bude k desce pritahovan
naboj ) bude mit velikost:

1 Q?
~ dme (2h)%

Uvédomime-li si, ze vzhledem k osové symetrii prispévku naidukovaného naboje, se jeho
pole za deskou presné vyrusi s polem od @, dostavame mimodék vysvétleni principu
Faradayovy klece — dokonalé vodivé bedny, kterd odstini veskeré elektromagnetické pole
zvenku (v kovovém vytahu by mobilni telefon nemél mit signal apod.)

Uloha VI.3 ... galaxie

Zacatkem stoleti existoval kosmologicky model vesmiru, podle kterého byl vesmir
homogenni (v kazdém misté stejny) a izotropni (v kazdém sméru stejny). Takovy vesmir
v sobé zahrnoval rovnomérné rozmisténé galaxie.
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Predpokladejme, zZe vSechny galaxie jsou co do mnozstvi vyzarovaného svétla stejné.
Spoctéte, kolikrat vice galaxii uvidime, jestlize se misto pouhym okem budeme divat na
oblohu triedrem, kterym lze pozorovat objekty s magnitudou az 8,5.

Magnitudou se v astronomii méif jasnost objektu. Cim vétsi magnituda, tim slabsi
objekt vidime. Slunce ma —27 magnitud, Mésic v upliku —13™2¢, nejjasnéjsi hvézdy 0™?&
a nejslabsi hvézdy viditelné pouhym okem maji 6 magnitud.

Pomoci vam miize Pogsonova rovnice, ktera porovnava magnitudy a pozorované in-

tenzity dvou objektii:
I
m; —my = —2,5log <—1> .
Iy

Zamyslete se nad tim, jak se zméni reseni, kdyz budou galaxie vyzarovat rizné mnozstvi
svétla.

Jestlize dosadime do vzorecku v zadani za rozdil magnitud 2,5™28 (oko vidi do 6™2€,
triedr do 8,5™2€)

I
2,5M%8 = _2 5log 22 |
Ig
dostaneme pro podil intenzit
Iss5 _
Is

Triedrem uvidime tedy objekty desetkrat slabsi. Intenzita klesd s druhou mocninou
vzdalenosti,

0,1.

Ig 5 7’2 r

) 6 8,5 /1A
—_— = -5 = O,]_ = — = ]_O ,
Ig 35 rg

uvidime jim tedy objekty v/10 krat vzdalené&jsi. Jestlize jsou galaxie ve vesmiru rovno-
meérné rozdéleny, potom pocet galaxii, které vidime, je prfimo imérny té casti vesmiru, ve
které je mizeme vidét.

Tedy pomér poctu galaxii je

Va5 rs ) °
p=n (TG ,

Pokud by kazda galaxie vyzarovala rtizné mnozstvi svétla, feseni se nezméni. Roz-
délme si vSechny galaxie do prihradek, kde v kazdé budou jenom galaxie se stejnou (OK,
prakticky se stejnou) jasnosti. Pak v kazdé piihraddce uvidime triedrem 31,6-krat vice
galaxii nez volnym okem. Protoze toto plati pro kazdou prihradku, bude to platit i pro
vSechny dohromady.

Uloha VI.4 ... rychlyj proton

Jednou zaregistrovali v Utahu (USA) detektorem kosmického zareni proton s energii
51J. Spoctéte jeho rychlost (nebo spiSe o kolik se jeji rychlost 1lisi od rychlosti svétla).
Odhadnéte také zakriveni jeho drahy v magnetickém poli 10 T.

Energie protonu je dana relativistickym vztahem
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z ¢ehoz dostaneme ptfimo vztah pro rychlost

2.4
mgC

- B2 (4)

v=1/1

Po pouziti pfiblizného vzorce /1 —e ~ 1 — 1/¢, ktery plati tim lépe, ¢im mensi je ¢,
dostaneme, 7e se rychlost protonu lisi od rychlosti svétla o 4 - 10724m - s~ 1,
V magnetickém poli se proton pohybuje po kruznici, v rovnovize je magnetickd a

odstrediva sila:

?}2

evB =m—
r
2
mo v
evB = ——

)
_u2r
c2

kde za v dosadime z (4) a vyjadiime polomér r

E2—m%c4
r=—————,

Bec

pricemz plati m%c4 < E? a mizeme tedy psat r = % , Ciselné r = 1,1 - 10" m, coz je

priblizné 1,4 nasobek vzdéalenosti Zemé od Slunce.

Uloha VI.P ... domino

Urcité uz jste si nékdy hrali s dominem, tedy kvadry postavenymi v radé za sebou,
které po shozeni prvniho z nich lavinovité padaji. Pokuste se odhadnout rychlost, kterou
se tato vina Siti, a jak tato rychlost zavisi na rozmérech a hmotnosti kvadrii, vzdalenosti
kvédrii . . . Popiste podrobné model, ktery ve svych tivahach pouzijete, a posudte, nakolik
odpovida realité.

Reseni této alohy bychom asi tézko hledali v néjaké bézné sbirce piikladi z fyziky.
Uspokojivé, vycCerpavajici a dostatecné jednoduché reseni totiz zfejmé neexistuje. Toto je
bohuzel castym rysem tloh vychéazejicich z praxe. Nicméné je treba se umét i s takovymi
ulohami vyrovnat a v nasledujicich odstavcich se o to pokusime.

Nejprve uc¢inime nékolik pozorovani, kterd lohu ponékud zjednodusi. Predné, pokud
(jak predpokladame) stoji kostky ekvidistantné, v jedné pfimce a jednotlivé kostky nejsou
vuci této primce natocené, l1ze tlohu fesit jen jako rovinny problém, na rozméru kostky
ve sméru kolmém na tuto rovinu nezalezi.

Déle zfejmé nezalezi na hmotnosti kostek (pochopitelné predpokladame, ze kostky
jsou homogenni, a ze hmotnost vSech je stejnd). To plyne naptiklad z rozmérové analyzy.
Vstupnimi parametry tlohy je jisté tithové zrychleni g, vyska kostek h, pomér mezi tloust-
kou kostky b a jeji vyskou S = b/h, pomér mezi vzdéalenosti tézist sousednich kostek a a
vyskou kostky o = a/h, hmotnost kostky m, a pak fada bezrozmérnych parametri popi-
sujicich interakci podlozky a kostek a jednotlivych kostek mezi sebou (vlastnosti narazt
a tfeni).

Jaké budeme uvazovat tfeni a narazy upresnime pozdéji. Nyni tedy mame k dispozici
¢isla g, h, a, £, m a nasim cilem je spocist ustdlenou rychlost Sifeni viny v. Snadno
rozmyslime, 7Ze jedind moznost, jak to zaridit, je

V= f(a’ﬁ)\/ﬁ
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Nadale tedy uvazujme h = 1,9 = 1, m = 1 a hledejme rychlost sifeni vlny v zavislosti na
tloustce kostky [ a vzdalenosti kostek a.

Nejschiidnéjsi cesta k vysledkim vede pres energetické avahy (abych byl upfimny,
nic jiného mé nenapadlo). Pfedpokldddme ustaleny stav, tedy velmi dlouhou fadu, ve
které Sitici se vlna uz nezrychluje ani nezpomaluje. Uvazme déj od okamziku, kdy do
dosud stojici kostky narazi vina, do chvile, kdy tato kostka narazi na dalsi stojici kostku.
Pii tomto déji se potencidlni energie systému v disledku poklesu tézist kostek snizila
o hodnotu, kterou ozna¢ime AFE. Pro jeho vypocet nastésti nemusime pocitat zménu
polohy vsech kostek, uvédomime-li si, ze ke stejnému poklesu potencialni energie dojde,

nahradime-li jednu stojici kostku lezici kostkou. Plati

1 1 1
AE:———sintpoo—écosgooo:——ﬁ(l—i-\/az—ﬁz),
2 2 2 2 2«

kde ¢ je sklon lezici kostky viici podlozce.

Protoze predpokladame ustaleny stav, musi byt kinetickd energie na konci uvazova-
ného déje stejna jako na zacCatku, a tedy se nékde béhem déje musi odevzdat teplo AE.
U¢inime prvni speciélni predpoklady (dosud jsme délali jen naprosto obecné uvahy) a
prohlasime, ze veskeré toto teplo se odevzda pri narazu na stojici kostku, vliv tfeni mezi
jednotlivymi kostkami povazujeme za zanedbatelny. Dale prohlasime srazky za nepruzné,
tedy Ze po narazu jsou jiz kostky v trvalém kontaktu, a do tfetice uvazujeme, ze hrubost
podlozky je dostatecnd, aby hrany, kolem kterych se kostky otaci, ztistaly stale na misteé.
Uvahu o tom, nakolik jsou takové predpoklady opodstatnéné, pfenechame laskavému ¢te-
nari.

Necht se dopadajici kostka otaci s ithlovou rychlosti wq. Po nepruzném nérazu stojici
kostka ziska thlovou rychlost, kterou oznacime wg. Podari-li se nam vyjadrit pomoci wy
ubytek kinetické energie soustavy pri narazu, budeme schopni srovnanim tohoto tbytku
s AFE dopocist wg, pomoci kterého jiz budeme primo moci soudit na rychlost Sifeni viny.

Po této ponékud obsahlejsi piipravé se konec¢né pustime do vypoctu. Splhuji-li kostky
podminky, Ze sousedni kostky jsou neustadle v kontaktu, a Ze hrany, kolem kterych se
otaceji, jsou neustale v kontaktu s podlozkou a sousedni maji vzdalenost «, plati pro tihel
sklonu jednotlivych kostek vici podlozce ze sinové véty

©n+1 = pn — arcsin (asin @, — §) .

Pritom oo = 7/2 je thel sklonu stojici kostky, do které pravé narazi vina.
Nyni pomoci wy vyjadiime kinetickou energii kostek tésné pred narazem. K tomu
nejprve vyjadiime pomér mezi thlovymi rychlostmi sousednich kostek.

deni1
W41l (;5 o dpn+1 o a COS pn

Ap = L - 1 .
don
wn ai d¢n \/1 — (asin g, — B)?

Daéle vyjadiime moment setrvacnosti kolem hrany, kolem které se kostky otaci.
Nahlédneme-li do posledni kapitoly seridlu, mtzeme po kratké ivaze bez potieby slozi-
tych vypocti psat I = (14 32)/3. Nyni jiz snadno vyjadiime kinetickou energii.

1 1 1
T=:I (WI+wi+wd+.) = ilw% L+ M+ A3+ AN +--) = 5AJW%.
Vypocet A je technicky nejobtiznéjsi ¢asti ulohy, nicméné s vyuzitim pocitace to zjevné
neni vétsi problém, zejména uvédomime-li si, ze vyznamné prispiva pouze nékolik prvnich

kostek.
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Teoreticky nejobtiznéjsi casti ilohy bude popis nepruzné srazky. Béhem srazky na
sebe padajici a stojici kostka piisobi kratkou dobu velkymi silami ve vodorovném sméru.
Podstatné pro nas je, ze se jedna o akci a reakci, tedy casovy prubéh velikosti obou
sil je stejny. Nejprve zjistime, jak se pti kratkodobému piisobeni konstantni sily F' ve
vodorovném sméru chovéd padajici ¢ast kostek (tedy kostky 1, 2, ...).

Pisobici sila odpovida potencidlni energii V' = F cos 1. Pouzijeme-li zakon zachovani
energie (to je v potradku, protoze kromé sily F' na soustavé zadnd sila praci nekond),
dostavame

_ F'singy

T+V =konst. = T+V:A1w1w1—lesing01:0 = W AT

Ve vyrazu by mél jesté figurovat ¢len s casovou derivaci A, avSak po snadné tivaze zjistime,
ze pri uvazovaném kratkodobém pitisobeni velké sily tento ¢len odpada.

Nyni podobné odvodime, jak ptisobeni sily F' ovlivni kostku s n = 0. Potencialni ener-
gie v tomto pripadé je Vy = —F'sin ¢ cos ¢ — F'3sin g, kde 1 uvazujeme konstantni.
Plati tedy

F'sin ¢

Ty + Vo = Twoio + Fwpsin gy singg =0 = @p = I

(na nékolika mistech jsme v tomto vypoctu dosadili ¢g = 7/2).

V kazdém okamziku tedy pro velikosti thlovych zrychleni plati wg/w; = A. Stejny
vztah bude platit i pro celkové zmény thlovych rychlosti. Vysledna thlova rychlost nulté
kostky je wg a prvni kostky Agwg. Pisme tedy

wp —Agwp 1 1

0 K = W= <K + )\0) wo-

Nyni je jiz vypocet snadny. Pro tbytek kinetické energie plati

1 1 1 1 1

Z tohoto vztahu jiz lze dopocist wgy. Dosazovat za jednotlivé veli¢iny nemd vétsi smysl,
nebot minimalné A budeme stejné muset dopocist numericky. Zbyva pomoci wg urcit
rychlost v. V nejjednodussim pripadé mizeme polozit v = wy, lepsi je néjakym zplisobem
modelu odvozeny vztah 1/w = (2/wp+ 1/w1)/3. Prvni moznost bude dévat nizsi rychlost
nez je skutecnd, druhé zase zejména pro malé a bude ponékud nadsazena.

Tim je teseni ulohy hotové. Kdo se prokousal az sem a tloha ho zaujala, jisté si
sam pro néjaké parametry rychlost viny spocita. Zejména zajimava je zavislost na «a pri
pevném (3. Je ovSem na misté upozornit i na jeden teoreticky aspekt. Vztah pro ubytek
casti kinetické energie jsme odvodili pomoci dvojiho aplikovani zakona zachovéni energie!
Rozmysleni, Ze je to skutecné v poradku, a proc¢ se energie v nasem modelu ztratila,
nechavam na hloubavém ctenari.
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Reseni experimentalnich tloh

Chyby méreni

Z praktickych divodi zde uvadime zakladni poznatky z teorie chyb.

Chyby systematické

Jde o chyby zptisobené pouzitou metodou, méricimi pristroji a nékteré chyby experi-
mentatora. Systematické chyby obvykle zkresli vysledek, bud k trvale vys$im nebo trvale
niz$im hodnotam.
1) Chyby metody — napf. povazujeme odpor spirdly za konstantni a on se s teplotou
meéni.
2) Chyba méfidla — nedokonalost a neptesnost stupnic (nap¥. vzdalenost mezi jednotli-
vymi dilky teploméru odpovida 0,99 K namisto 1 K).
3) Nékteré chyby osobni — jsou dany nedokonalosti nasich smysli apod.

Systematické chyby nelze zmirnit velkym poc¢tem méreni!

Chyby ndhodné

Pti opakovani méreni za tychz podminek zjistite, ze jednotlivé vysledky se navzajem
ponékud lisi. Méfeni je ovlivnéno malymi zménami teploty ¢i tlaku, zménou polohy oka,
proudénim vzduchu, ... Takovych navzajem nezavislych jevi byva mnoho a tézko bychom
hledali pfesnou pri¢inu odchylky, proto ndhodné chyby pripisujeme skutecné ndhodé.
Nékolikerym opakovanim méreni je mtizeme potlacit.
Chyby hrubé

Jsou to velké chyby, které vznikaji nedostatecnym soustifedénim experimentatora. Ob-
jevime je, jestlize méfeni opakujeme vicekrat (viz nize). Méfeni zatizené hrubou chybou
vyradime ze souboru hodnot.
Zpracovani vysledku dostatecné k reseni experimentalni dlohy

Uvadime zde jednoduchy algoritmus, ktery vam doporucujeme pouzit na zpracovani
dostate¢ného po¢tu méfeni (alespon deseti). Body 1) az 5) se tykaji jen statistické chyby.

1) Uréime z naméfenych hodnot aritmeticky primér.

r1t+xro+ -+
- .

T =

Da se dokazat, ze za jistych predpokladi je pro nekonecné mnoho méfeni aritmeticky
primér shodny se stfedni hodnotou mérené veli¢iny (viz literatura).

2) Stanovime pro kazdou hodnotu odchylku od priméru Az;.

3) Vypocteme standardni odchylku

1 - 1
— E 7 )2 — § )2
Sst n 1 (33 :l?l) = 1 (Aa:z) .

1=1 =1

4) Vylou¢ime hrubé chyby. K tomu se pouzivd takzvané 3-s kritérium. Vylou¢ime
vSechny hodnoty, které se od aritmetického priméru lisi o vice jak 3sg a opakujeme
predchozi body.
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5) Ur¢ime smérodatnou odchylku aritmetického priméru (statistickou odchylku)

n

Ssm — ﬁ Z(Agpl)Q .

i=1

6) Urcime systematickou chybu. Za chybu pfistroji mizeme povazovat napf. pilku
nejmensiho dilku stupnice. Chybu metody, kterou neumime spocitat, musime alespon
fundované odhadnout.

7) Uréime celkovou chybu dle vzorce

Scelk = (3Ssm)2 + Sgys )

pro maly pocet méfeni dle piiblizného vzorce scelx = 38sm + Ssys-

8) Chybu zaokrouhlime na jednu platnou €islici, jen je-li ji jednicka, na dvé. Aritme-
ticky priumeér zaokrouhlime na fad posledni platné cifry chyby.

9) Vyslednou hodnotu uvadime jako z = (Z + Scek)-

Jesté byste méli védét, k ¢emu se vibec chyby pocitaji. Odchylka nam udava, jak
presné jsme danou veli¢inu zméfili. Da se odvodit, ze presna hodnota lezi v uvadéném
intervalu s pravdépodobnosti 99,7 %.

Literatura: J. Broz a kol.: Zéklady fysikdlnich méreni (I), SPN, Praha 1967
E. Svoboda: Prehled stredoskolské fyziky, Prometheus, Praha 1996

Uloha I.Exp ... natahovdni $paget
Urcete Youngiiv modul pruznosti v tahu uvarenych spaget.

Vypracovani experimentalni tlohy by
mélo obsahovat na zacatku trochu teorie
popisujici danou problematiku, nasleduje '
strucny, ale srozumitelny popis méfeni, na )
Skodu neni ani vycet pomucek. Nezbytna je b
tabulka namérenych hodnot, vypocet od- L
chylky méfeni (viz Chyby méfeni) a zavér oyl U / 7
s diskuzi vysledku, kde srovnavate jednot- ,
livé metody, vysledky apod. ,

Tato experimentalni tloha, jako prvni ,
v poradi, byla spiSe na procviceni méreni Ao
a zpracovani ziskanych vysledkd. Vétsina oV C} *ly
z tesSiteli védéla, co ma mérit a i to na- cp cp
méfila. Takze vrhnéme se do toho. Obr. 12

0

XI

oY

Teorie
Kazdy z vas uz potkal Hooklv zdkon pro pevna télesa, ktery piSeme ve tvaru o = Ee,
kde e = Al/ly je pomérné prodlouzeni, které urc¢ime jako pomér skute¢ného prodlouzeni
Al a ptuvodni délky Iy, 0 = F/S je napéti, které vypocteme jako podil zatézujici sily F'
a prifezu S = 7(d/2)?, E je Youngtv modul pruznosti. Z toho mame:
F
E=—. ) 5
S 11—l (5)
Tento vztah ovsem plati jen do napéti oy, tzv. meze imérnosti, dokud zavislost ¢ na ¢
je linedrni (viz obr. 12).
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Na obr. 12 je schématicky zndzornéna zavislost o na ¢ (od oy viibec nezalezi na tom,
jaky m4 presny pribéh), kde plné ¢ara predstavuje zavislost tzv. smluvniho napéti, které
pocitame jako pomér zatézujici sily a ptivodniho priifezu. Pferusovana ¢ara naopak pred-
stavuje napéti zavisici na aktualnim prurezu. Vidime, ze do napéti oy se smluvni napéti
témér rovna skutecnému napéti ve Spageté. Z toho pak vidime, ze dokud nenastavé trvala
deformace, a ta nastava jakmile prekroc¢ime napéti oy, polomér Spagety se vyznamnéji
nemeéni.

Jestlize napinané téleso (ty¢, drat, Spagetu, ...) v libovolném bodé X odlehéime,
odpruzi se dle tsecky XY || OU. (Pokud by OU neexistovala, pak by XY byla rovnobézna
s te¢nou v bodé O.) Usetka |X'Y| = Ee predstavuje pruznou ¢ast, tsecka |OY| = ep
plastickou cast celkové pomérné deformace odpovidajici bodu X. Vidime, zZe

ls — I lo2 — lo
a Ep =
lo lo

EpteEg =

a z toho plyne ez = (la — lp2)/lp a také

tga = g_ox_ E .
g €E
Nyni upravime vztah (5):
CF
 Sl—lp

Ti z vés, kteri prekrocili napéti oy, tj. méfili prodlouzeni az do pretrhnuti, urcovali

vlastné
E=tgax = ox )
€x

coz vedlo k nespravnému vysledku. Nasim tkolem bude tedy Spagetu pripravit, zatizit,
odlehcit a po kazdém tomto kroku zmérit jeji délku. Budeme muset zachovavat linearitu
experimentu (neptekrocit mez tmérnosti), coz se dd dosdhnout tim, Ze si pokazdé zjistime
deformaci, a kdyZ bude trvalé prodlouzeni vétsi nez 1 mm (tedy nejmensi dilek méridla),
pak méreni vyloucime.

Pomducky
Bezvajecné Spagety, milimetrovy papir, mikrometr, sponky na papir, nit, papir, lepici
paska, 3 velké mikrotenové sacky, sada lehkych zavazi, presny odhad.

Postup méreni

1. Uvafime nékolik $paget podle ndvodu (tedy s olejem a se soli). Musime zabezpecit,
aby pred kazdym métrenim byly Cerstvé uvarené, jinak mohou velice zménit své vlastnosti,
takze pro vice méteni je potieba opakované varit nové Spagety.

2. Mezitim na vodorovnou podlozku pripevnime ocejchované milimetrové papiry
(v rozsahu minimélné 40 cm kolmo ke hrané stolu) a prikryjeme je rozstifithnutymi sacky,
napneme a prilepime je na stil. Z niti a sponek vytvorime hacky se zavésem na uchyceni
Spagety na stil a na spojeni Spagety se zavazim - dosti dlouhym, nebot zavazi musi viset
ze stolu.

3. 7 igelitového sacku odstiihneme roh, slo-
zime do jakéhosi nového sacku a propichneme
dalgim hackem ze sponky (vidite, kde vSude se
hodi sponky?). Obr. 13
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4. Uvarenou a vybranou Spagetu oplachneme v teplé vodé a jeji konce upravime podle
obr. 2. Konec ovineme nékolikrat prouzkem papiru, mezi to zavineme ohnutou sponku a
obtodime lepici paskou. Papir ndm zabezpedi, Ze zavés ze Spagety nesklouzne (obr. 13).

5. Mikrometrem zmérime jeji primér a to tak, ze mikrometr utahujeme dokud je jesté
Spageta mezi ¢elistmi volnd (pooto¢ime o 1 — 2 dilky a zkontrolujeme, zda je volné, znovu
pooto¢ime a zkontrolujeme, . ..).

6. Misto, kam budeme uklddat Spagetu, polejeme tenkou vrstvou oleje — jedlého, pak
Spagetu zahdkneme na hacek na stole, volné ulozime na olejovou vrstvu a zméfime jeji
délku ly. Na jeji druhy konec zahdkneme druhou soustavu hacek-nit—hacek. Na ze stolu
visici hacek zavésime pripraveny sacek se zavazicky a zaznamename jeji novou délku [;.
Néasledné ji uvolnime a znovu zjistime jeji novou délku a deformaci Algef.

7. Toto udélame pro vice Spaget a rizné zatizeni. Zatizeni volime tak, aby deformace
nebyla moc velikd. Dbame taky na to, aby Spagety, jiz uvarené, nestaly ve vodé vic jak 20
minut, jinak napuchnou a zméknou a pti dalsi manipulaci se velmi lehce ldmou a trhaji.
Namérené idaje

P#i vipoétu pouzito g = 9,81 m-s~2.

¢ m.|d/107°m |lo/mm |m/g |lo/mm |Al/mm |def | E/Pa |AE/Pa | (AE)?/Pa?
1 254 261 5) 282 21 X - - -
2 241 273 2,90 | 282 21 X - - -
3 237 247 2,65 | 285 12 X - - -
4 240 332 1,40 | 339 7 — 1143900 | -5570 31024900
5 246 303 1,35 | 309 6 - 1140660 | -2330 5428900
6 260 330 1,80 | 339 9 X - - -
7 257 249 1,30 | 245 5 — 1122390 | 15940 | 254083600
8 248 211 1,20 | 215 4 — 128510 9820 96432400
9 239 155 1,35 | 159 4 — | 152470 | -1414 1999396
10 244 317 1,00 | 322 5 - 1132970 | 5360 28729600
11 241 281 0,90 | 285 4 - 1135920 | 2410 5808100
12 254 290 0,75 | 293 3 — 140310 -1980 3920400
13 250 282 1,40 | 287 5 — | 157750 | -19420 | 377136400
14 252 326 0,80 | 330 4 - 1129200| 10130 | 102616900
15 250 292 0,95 | 296 4 - 138550 | -220 48400

Kolonka def je zaskrtnuta a ostatni tdaje se nevypocitavaji, jestlize trvala deformace
prekrocila 1 mm.

Aritmeticky primér: E = 138330 Pa.

Standardni odchylka: sg = 9500 Pa, k hrubé chybé nedoslo.

Smérodatna odchylka: sg, = 2900 Pa.

Systematickd chyba méreni prirezu: 5%,

méfeni zmény délky: 25%,

ssys tedy asi 30 kPa.

Celkova chyba: s, = 35 kPa.

Diskuze a zaveér
Nami naméfend hodnota Youngova modulu pruznosti pat¥i do intervalu (140 + 40) kPa.
Nejvétsi chybou je chyba systematicka, ktera je zptisobend nepresnym métrenim prodlou-
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zeni Al = ly —ly. Ta se d4 snizit jenom presnéj$im délkovym méridlem (otdzka je jakym),
ale v zadném pripadé ne zvétSovanim napéti o.

Jiné mozné metody (nebo néco na zamysleni): Mnozi z vis Spagetu povésili za jeden
konec, a pak mérili prodlouzeni. Malokdo si pritom délal tézkou hlavu z hmotnosti Spagety.
A to byla chyba. Délkové hustota priimérné $pagety je asi 0,08 g-cm™! (préimérna hodnota
z vasich feSeni), tedy 25cm dlouhd Spageta ma hmotnost 2g. A pfi takové vaze je horni
cast Spagety uz davno zdeformovéna.

Jaroslava Schovancova se pokousela urcit E ze svislych kmitt télesa o hmotnosti M
zavéseného na Spagety. Pro periodu téch kmitd vychazi:

Ml

f=om Saktuslni B
Pro jemnost Spagety je vSak zapotiebi pracovat s lehkym télesem a malymi kmity. Tady
pak hraje roli i relaxacni cas materiadlu — Spagety.

Nabizeji se i jiné moznosti realizace:

Miloslav Havelka navrhl a Petr HouSték i naméril takovéto provedeni: Narovnat
Spagety, pripevnit jeji konce a natahovat jeji stfed. Tato metoda vsak vyzaduje pres-
néjsi métreni kolmo ptisobici tahové sily.

Jan Kratochvil a Pavol Mikco navrhli zjistit £ z naméreného modulu pruznosti ve
smyku metodou dynamickou (met. torznich kmit), pficemz plati vztahy:

21T
T —2my | =2
™ rGrt

mE
2(m+1) "’

kde J je moment setrvacnosti zavéseného télesa, GG je torzni modul pruznosti, m je Pois-
sonova konstanta, pro kazdou latku jina.
Néapovéda pro toho, kdo mé chut zjistit si Poissonovou konstantu pro Spagetu:

kde 7 je relativni pricné zkraceni. Pokud se primér $pagety zkrati z ptivodniho poloméru
ro na polomér r pak, plati
r—1ro

’]7 =
To

Eva Skopalovéa a Zdenék Cejka jako jedini zjistovali E i v zavislosti na ¢asu vafeni.
Vyslo jim, ze dvakrat méné varené Spagety maji tfikrat mensi modul pruznosti — jsou
tvrdsi a méné jedlé.

Néjaka statistika vasich méfeni: Namétrené hodnoty se pohybovaly v rozmezi od 75 Pa
do 16 MPa. Daji se rozdélit do dvou velkych skupin: okolo 120 kPa a okolo 400 kPa.

Na zavér Vam jesté dékujeme za slovni hiicky typu: Moje naméfend hodnota £ =
= 144550,28 + 35504,37 Pa je velice nepfesna ...
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Uloha II.Exp ... zvuk
Zmeérte rychlost zvuku ve vzduchu.

Ukolem této tlohy bylo zméfit co nejlépe rychlost zvuku. Vétsina z vas to zvladla
velmi dobte. Pfistup k véci je v zdsadé mozny dvoji. Bud méfime rychlost sifeni zvuku jako
rychlost $ifeni informace (rtizné petardové metody) nebo vyuZijeme vlnovych vlastnosti
(rezonance, interference, .. .)

Prvni pfistup vSak nardzi na problém s ptesnosti. Vzhledem k tomu, ze vSichni v
této metodé mérili cas stopkami ovladanymi clovékem a casy se pohybovaly v fadu 1s,
tak reakcni doba clovéka byla nezanedbatelna viici mérenému casu. Proto tato metoda
davala nejvétsi chybu (az 20%).

V druhém pristupu v podstaté vSichni vyuzili moznosti vzniku stojatého vinéni v né-
jakém rezonatoru (od sklenénych trubicek az po rouru z vysavace.) Bud hledali maximalni
rezonanci s néjakym zdrojem harmonického ténu (ladila se bud frekvence, nebo délka re-
zonatoru) nebo foukali do trubice a méfili frekvenci ozyvajiciho se ténu. Tato metoda
davala daleko presnéjsi vysledky, bylo mozno dosdhnou i chyby 1%. Nejvétsi nepresnost
byla v nalezeni rezonan¢niho maxima.

J4 jsem méril rychlost §ifeni zvuku ve vzduchu dvéma metodami, obé vyuzivaji vl-
novych vlastnosti.

Prvni metoda vyuziva vzniku interferencnich obrazct pfi skladani vinéni ze dvou
koherentnich blizkych zdroji. Pouzil jsem dva malé reproduktory, vzdaleny od sebe 10
az 40 cm a poustél jsem do nich sinusovy signal o frekvenci 3 az 5 kHz. Jako zdroj slouzil
pocitac, resp. WinAmp (specidlni plugin, staci zadat URL tone://5000 a je to :-) ). Pfi
pohybu mistosti bylo jiz slySet, Ze intenzita se méni. Abych mohl snimat intenzitu jen
z jednoho bodu a ne ze dvou usi, zapojil jsem do pocitace mikrofon a jeho signal jsem
zesileny opét pres zvukovku poustél do ndhlavnich sluchatek. (Mam zvukovku SB Live!,
kterd umoznuje pripojit 4 reproduktory, takze dva na vystupy na generovani téonu a dva na
sluchatka.) Mikrofonem jsem pohyboval po dvou rovnobézkich se spojnici reproduktorti
vzdalenych 33 a 80,2 cm. Hledal jsem mista s minimélni intenzitou. Obcas se povedlo najit
misto s tichem, ale vzhledem k odrazim od okoli, minima nebyla tGplné ticha. Odrazy jsem
minimalizoval rozvésenim dek po pokoji a otevienim skiini s oblecenim. Po nalezeni minim
uz staci pro kazdé spocitat drahovy rozdil mezi vzdalenostmi k obou reproduktorim. Ten
souvisi s vlnovou délkou vztahem

1

Al =Mk — =
L= A(k—5)

kde k je fad minima a Al drahovy rozdil. Rychlost $ifeni pak snadno dostaneme, jako
v=Af,

kde f je frekvence vlnéni. Tady jsou moje vysledky:

d(cm) 20 | 20 | 20 | 10 | 10 | 10 | 5 5 5
#(kHz) 5 4 3 5 4 3 5 4 3
v(m- s~ 1) | 3455 |340,6 | 328,4 | 341,2|340,5 | 340,3 | 342,09 | 336,6 | 321,7

Kazda z hodnot rychlosti je primérem pro rizné rady minim a rtzné vzdalenosti od
reproduktori. U kazdé frekvence a vzdalenosti se dal naméfit jiny pocet minim. Vazeny
priamér téchto hodnot vychazi

v=(340+10)m-s!.
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Chyba do vysledku vnasi nejen méfeni vzdalenosti, ale i rizné odrazy a s tim souvisejici
problémy s lokalizaci minima. Ptresto je dana metoda relativné presna. Tabulkova hodnota
pro rychlost Sifeni zvuku ve vzduchu je pro 23°C, ve kterych jsem méfil, 346,0m - s—1.
Pro druhou metodu jsem jen tak pro zajimavost pouzil flétnu. Nahral jsem jeji co
nejstabilnéjsi tén C (v8echny diry zakryté) pro dvé délky flétny (ta jde nastavit - tim se
flétna ladi) a pomoci CoolEditu zjistil zédkladni frekvenci, kterd odpovidd kmitndm na
obou koncich a jednomu uzlu uvnitt. Ta pak uz jen staci vynasobit vinovou délkou, ktera

je dvojnasobkem délky celé flétny.

U

(cm) 32,9 | 33,5
(Hz) |524,4 5104
v(m-s~1) [345,1]342,0

Priimér je v = (344+3) m - s~!. Tabulkov4 hodnota pro 25°C je 347,25 m - s~!. Chyba,
byla zptsobena fluktuaci frekvence flétny béhem hrani a také tvarem flétny, nebot to neni
presny valec. Presto byla tato velmi primitivni metoda velmi presna.

Uloha III.Exp ... kapacita ¢lovéka
Zmeérte co nejvice zdravi neohrozujicimi zpiisoby elektrickou kapacitu clovéka.

Teoreticky uvod

Nejprve je teba si uvédomit, co vlastné mame mérit. Elektricka kapacita C' je schop-
nost vodice akumulovat volny naboj. RozliSujme kapacitu osamoceného nabitého vodice
a kapacitu soustavy dvou navzajem izolovanych vodict nabitych stejné velkym opacnym
nébojem (kondenzatoru).

Kapacita osamoceného vodice C vyjadruje, ze potencidl ¢y na povrchu vodice je
tmérny volnému el. ndboji @ tohoto vodice @ = Cypq (pFicemz se predpokladd, ze ¢
je nulovy v nekoneénu). Kapacita vodi¢e zavisi na jeho tvaru a velikosti a na charakteru
nevodivého prostiedi, které vodi¢ obklopuje. Naptiklad nabita vodiva koule o poloméru
R ve vakuu ma kapacitu C' = 4wegR. Pro R = 0,50 m, coz priblizné odpovida poloméru
koule, ktera by se uplacala z ¢lovéka dostavame C' = 56 pF.

Kapacita soustavy dvou navzajem izolovanych vodi¢i nabitych opa¢nym nabojem @,
mezi nimiz je el. pole odstinéné od vnéjsich el. poli, je ddna vztahem C' = q/|po2—o1], kde
©o1, Yo2 jsou potencidly uvazovanych téles. Napiiklad pro kondenzator tvoreny dvéma
rovnob&nymi vodivymi deskami o plofe S a vzdalenosti d (S > d?), mezi nimiz je
vakuum, je C' = Seg/d.

Kdybychom chtéli mérit kapacitu ¢lovéka coby osamoceného vodice, museli bychom
ho odizolovat, nabit a zmérit jeho potencial vzhledem k nekonecnu, coz samoziejmé neu-
mime, ale umime zmérit jeho potencial vzhledem k zemi. Udéldme-li to a zaroven zmérime
naboj na c¢lovékovi, mizeme spocitat kapacitu ¢lovéka jako kapacitu kondenzatoru, kde
jednu desku tvori ¢lovék a druhou zemé.

Uvédomte si, ze mérit kapacitu ¢lovéka tak, ze vezmu néjaky pristroj ¢i metodu pro
méreni kapacity kondenzatort a ¢lovéka zapojim do elektrického obvodu tak, Ze se napr.
kazdou rukou chytne jeden z ptrivodovych drati, je naprosty nesmyl, nebot ¢lovék sam o
sobé neni zadny kondenzator.

Metody a vysledky méreni

Pro méfeni jsme vybrali jednu z nejprimocaiejsich metod méreni kapacity, nebot napft.
méréni kapacitomérem muze byt zatizeno obrovskou systematickou chybou vyplyvajici z
toho, ze vSechny bézné pristroje jsou konstruovany pro meéreni béznych kondenzatort.

47



FYKOS, roénik XIV

Tézko zhodnotit, zda by kapacita kondenzatoru clovék—zemé Sla zmérit napr. hojné pou-
zivanou rezonancni metodou.

Zapojime obvod podle obr. 14. Kondenzator na obrazku je kondenzator ¢lovék—zemé,
konkrétné jeden drat vede na topeni, druhy drzime v ruce a on zemé jsme odizolovani napr.
gumovou podrazkou a kobercem. Nejprve kondenzator nabijeme pres voltmetr zdrojem
stejnosmérného napéti (v nasem provedeni U = 20 V), tomu odpovida poloha spinace 1.
Téz by bylo mozné se nabijet statickou elektfinou, kupodivu pouhym tfenim ponozky o
koberec se 1ze nabit az na nékolik volti. Poté zdroj odpojime a kondenzator se zacne pres
voltmetr o orporu R vybijet, na voltmetru pozorujeme klesajici napéti.

U Pro napéti na kondenzatoru v kazdém okamziku plati, ze
1 jeho ubytek je umérny ubytku naboje, tj. proudu prochaze-
_— 1 jicimu obvodem dU = dQ/C = —Idt/C, z Ohmova zikona
-2 zname proud, a tedy dU/dt = —U/RC, coz je jednoduché di-
R ferencisln{ rovnice, jejiz fesenim je U = Upe t/EC. Pokud za
[|C cas t klesne napéti na voltmetru z hodnoty U; na Us, plati pro

| kapacitu kondenzatoru

Obr. 14
t
Rlngt

Kondenzator clovék—zemé se vybijel velmi rychle, proto jsme za Cas t zvolili vzorkovaci
frekvenci voltmetru, kterd v nasem piipadé byla t = 0,5s (vycteno z manuélu a ovéfeno
pfibliznym méfenim na stopkéach). Za hodnotu Uj jsme brali prvni hodnotu, kterd se na
voltmetru objevila po zapojeni spinace do polohy 2. Za hodnotu Us tu, kterd se tam
objevila po ni, tj. po ptl sekundé. Predtim jsme samoziejmé ovérili, ze pokud voltmetr
napf. rychle pfipojime (éi odpojime) na zdroj napéti, tak hned prvni hodnota, kterd se
na ném objevi odpovida vcelku presné té, kterd se posléze ustdli. Odpor voltmetru je
R = 10MQ (vyc¢teno z manudlu a piiblizné preméfeno). Nékolik méfeni je uvedeno v
nasledujici tabulce:

U1(V) 1099 | 1,70 | 1,22 | 0,68 | 0,94 | 0,69 | 1,34 | 1,26
Uy(V) | 0,70 | 0,79 | 0,70 | 0,47 | 0,69 | 0,49 | 0,74 | 0,70
C(upF) | 0,14 | 0,07 | 0,09 | 0,14 | 0,16 | 0,15 | 0,08 | 0,09

Primérné tedy C' = 0,11 pF. Statistickou odchylku nema smysl pocitat, nebot syste-
matickd je mnohem vétsi. Jednda se spiSe o fadovy odhad méfené kapacity clovéka nez o
jeji presné méreni.

Zaveér a diskuze vysledkii

Vybijeci kiivku kondenzatoru a tudiz i kapacitu bychom mohli ur¢it mnohem presnéji
pri pouziti napf. osciloskopu, na kterém by se kiivka pfimo zobrazila. Aby se kondenzator
vybijel pomaleji, potfebovali bychom vétsi odpor, ten jsme ovSem k dispozici neméli.
Navic pfi pomalejsim vybijeni by velkou chybu do mérfeni vnésel fakt, ze kondenzator
neni idedlni, resp. ze desky nejsou idedlné odizolovany, a tedy se kondenzator vybiji i pri
nezapojeném voltmetru (ndboj odtece podlahou do zemé).

Samotnd kapacita ¢lovéka velmi zavisi na tom, jak dobte je odizolovan, jak stoji, na
cem, v Cem je obleCen atd.
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Uloha IV .Exp ... zméfte ho!

Ledova kralovna zije v 1isi, kde je vSechno kromé lidi, zivocichii, rostlin a nékolika
malo dalsich véci z ledu. Chudinka kralovna zjistila, ze potrebuje nové bryle. Jenze jeji
dvorni brusic¢ bryli umi jenom bryle ze skla a snad by si vzpomnél, jak je udélat z ledu,
ale potreboval by na to znat jeho index lomu. A jelikoz vSechny MF tabulky v kralovstvi
jsou z ledu, nejde z nich nic precist, a tak mu nezbyva, nez ho zmérit, jenze nevi jak. A
tak vas prosi o pomoc. Poradte mu a pro jistotu i danou veli¢inu zmérte sami, nebot on
je nesika a nic jiného nez brousit bryle neumi.

Teorie:
Pro index lomu svétla plati Snelltiv zakon lomu

n9 sin o

ny sinay’

kde n1 a ny jsou indexy lomu svétla jednotlivych materiali
a a1 a ag jsou thly, pod kterymi paprsek na rozhrani vchazi
a vychazi.

My jsme pouzili Abbeiv polokulovy refraktometr. Méri
se nim mezni Ghel, pro ktery, po polozeni kousku neznéa-
mého materidlu s indexem n9 na polokouli s indexem lomu
ni, plati (a3 = 90°)

ng = nisinay,. Obr. 15

Zaklad refraktometru tvofi prithlednd polokoule o zndmém indexu lomu (ze silné
lamavého flintového skla), jejiz rovina je po krajich zabrousena. Polokoule je uloZena
na podstavci otocném kolem svislé osy tak, aby jeji rovinnd plocha byla vodorovna. Proti
oblé plose polokoule je umistén dalekohled oto¢ny kolem vodorovné osy prochazejici stie-
dem polokoule (na obr. proti sméru paprski). Poloha dalekohledu se odecitd na svislé
uhlomérné stupnici.

Vzorek zkoumané latky, ktery musi mit alespon jednu plochu rovinnou a dobte vy-
lestenou, se klade do stfedu rovinné plochy polokoule. Pak se pristroj osvétli ze strany
rozptylenym monochromatickym svétlem zvolené vinové délky (pro nizsi presnost staci
bilé svétlo). Dalekohled se nastavi do takové polohy, aby rozhrani tmavého a svétlého
pole prochéazelo stifedem nitkového kiize v dalekohledu. Na stupnici je pak mozné odecist
zadany mezni thel ay,.

Nezalezi na cirosti materidlu. Jediné, co potiebujeme, je jedna hladkéa plocha. Ta se
zajisti ponechanim ledové kostky chvili na skle. To je velikd vyhoda, protoze s ptripravou
pravidelného ledového télesa jsou veliké potize. Kdyz bychom chtéli mérit tthel dopadu
a lomu na rozhrani vzduch — led klasickou metodou, potrebujeme ciry exemplar ledu
s hladkymi a rovnobéznymi sténami, jinak se dopustime chyby. Protoze my se do toho
ledu budeme z nékteré strany i divat.

Vybirame z dalsich metod, které byly v experimentalce pouzity. Vezmeme si na pomoc
ucebnici fyziky tfetiho ro¢niku — proto k sestavé jen kratce. Vyrobime si ledovy pulkruh
a thly a7 a ay vyznacujeme Spendliky, pricemz vSechny maji byt pii pohledu z boku na
pilkruh v zakrytu. Zalezi na tom s jakou presnosti byl vyroben ten ptilkruh. Nejpresné;ji
se d& vyrobit, kdyz mame presnou ptilkruhovou formu. I tady se dal mérit mezni thel.

Meéiime tzv. Brewsterv thel. Pro néj plati sin a, = n. Je to thel, pfi kterém se svétlo
(napt. ze svicky) uplné zpolarizuje. Jsou alespon dva zpisoby provedeni. Rovné ledova
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vvvvvv

zajistit, aby ndm svétlo dopadalo na led pod thlem o, a odtud odraZené na druhou
ledovou plochu taky pod thlem ay,. V kazdém piipadé hledame thel, pii kterém se nam
svétlo ze svicky po odrazu(ech) ztrati.
vody a néaslednym drbnutim do nadoby s ni. Pomalé mrazeni je taky fesenim, ale nejlehci
snad je zajit si k nékterému rybniku nebo koupalisti a poohlidnout se tam. Led bude
zarucené Cisty, ale zpracovat ho na pravidelny utvar ndm da nemalou praci.

Namériené a ziskané hodnoty:

Index lomu skla, ze kterého byla vyrobena polokoule: n; = 1,737 £ 0,002

¢.m. 1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. 9. 10.
U 49°41' | 49°45' | 49°40' | 49°45' | 48°30" | 50°00" | 49°50" | 49°42' | 49°35' | 49°40
na 1,324 | 1,326 | 1,324 | 1,326 | 1,301 | 1,331 | 1,327 | 1,325 | 1,322 | 1,324
Any /1073 1 3 1 3 22 8 4 2 1 1
(Ang)?/1076| 1 9 1 9 484 | 64 16 4 1 1
Priimérna hodnota: ns = 1,323 .

Standardni odchylka: ogg4ng = 8-1073 ke hrubé chybé dle 304;4nq kritéria nedoslo

Statistickd odchylka: ogtqr = 3-1073 .

Systematickd odchylka: ogyst = 1- 1073 coz muzeme zanedbat .
Selkova chyba: o = 9-1073

Hledana hodnota: ny = 1,32+ 0,01 .

Diskuse: Chyb jsme se dopoustéli, kdyz jsme urcovali prechod mezi tmou a svétlem.
Totiz to rozhrani nékdy nebylo ostré, vadila tam voda, ktera se tala z ledu a stékala skrz
hranu polokoule. To by se dalo obejit, kdybychom jsme pracovali pii teplotach pod nulou,
nejlepsi tedy venku (ziskat dostateéné veliky mrazak by byl docela problém).

Zavér: Hodnota indexu lomu ledu, kterou jsme namérili pro zluté svétlo, je 1,32+0,01.
Chyba méteni vysla 0,7%, coz je velice dobré.

Na zavér jesté basnicka od Lucie Vasické, kterd se ndm velice libila.

Ja chudacek malinky, Po ta 1éta nedélani, Jak fek, tak udélal,

sedim tady v zmrzlé dite, ja brusié zlenivél, stary brusi¢ zajésal,

oCicka mam malinky, kdo pak mi jen poradi, zachvilenku uz zase znal index lomu ledu,
od place a bédovani. to, co ja uz zapomnél? ze je 1,31 vici vzduchu pro Zluté svétlo.
Krélovnicka zmrzlé fiSe, Nedélej si hlavu stary, Pér chvil na to, cely Stastny

brejlicky potiebuje, ja ti to prec poradim, brejlicky vyrabél,

avSak ja hlupék stary, kouknu do tabulek starych, od krale a kréalovnicky

index lomu zapomnél. index lomu ledu prozradim. pochvéleni obdrzel.

Uloha V .Exp ... za m#iZemi

Urcete mrizkovou konstantu (vzdalenost dvou nejblizsich vldken) u vzorku kovové
mrizky, ktery najdete prilepeny néekde na letdku, jez drzite v ruce. PouZijte co mozna
nejvice riiznych metod a jejich vysledky porovnejte.

Méieni mikroskopem
Meérili jsme mtizkovou konstantu primo pod mikroskopem. Nejdriv bylo potifeba na-
kalibrovat mikroskop pomoci etalonu. Pak uz byla znama vzdalenost mezi dvéma vrypy
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na méridle v mikroskopu a jen jsme spocitali pocet ocek v mrizce na zndmou vzdalenost.
To ndm vyslo na d = (66,0 £ 0,3) pm.
Chyby se mohly vloudit napocitdnim chybného poctu vldken na jistou vzdalenost.

Maéreni interferenéniho obrazce

Urcité se vsichni z vas divali skrze mrtizku proti zZarovce nebo lampicce. Jisté jste si

Tloustka dratkt, ze kterych je mrfizka utkand, je porovnatelnd s jejich vzajemnou
vzdalenosti. Presto jsou vidét jistd vyraznd maxima — jsou sefazena do ctverce 3 x 3.

Kdyz si posvitime na miizku monochromatickym svétlem, nejlépe z laseru, uvidime
interferenéni maxima. Jejich vzdalenost je a = Id/\, kde [ je vzdalenost stinitka od
miizky, d je miizkova konstanta a A vinova délka svétla vychazejiciho z laseru. Odecitani
vzdalenosti maxim nadm délal elektronicky snimac, kterého chyba zmény rychlosti byla
zanedbatelna.

Toto méfeni ndm dalo hodnotu d = (69 4 1) pm. Nejvétsi chyba byla v urceni vzda-
lenosti d.

Uloha VI.Exp ... zase domino

Promeérte rychlost padani dominovych kostek z problémové iilohy pro riizné pod-
minky. Miizete napr. zmérit zavislost na vzdalenosti, hmotnosti ¢i vysce kostek. Pokud
budete resit i problémovou tilohu, nezapomeiite porovnat vasi teorii s experimentem.

Tato tloha ,plynule“ navazuje na problémovou tlohu VI.P, ve které byla nastinéna
teorie padu kosticek domina. V experimentalni tloze bylo nasim tkolem tuto rychlost
zmérit v zavislosti na riznych rozmérech dominovych kostek.

Meéreni bylo velmi primocaré: Postavime kosticky ve stejné vzdalenosti od sebe, do
krajni cvrnkneme a méfime ¢as. Cim vice mame kosticek, tim je mé¥eny ¢as delsi a re-
lativni presnost vétsi. Vynalézavéjsi jedinci mohli méfeni casu zautomatizovat pomoci
domadci elektroniky (videokamera, ...). Kvalita experimentalnich vysledki je pak déna
tim, jak presné jsme schopni zmérit cas a tim, kolik rtiznych sad dominovych kosticek
mame k dispozici. Jako dominové kosticky bylo mozné pouzit i naptiklad audio a video-
kazety.

Zde uvadime priklad experimentalnich vysledki pro jedny konkrétni dominové kos-
ticky o vysce h = 10,8 cm a tloustce a = 1,7 cm.

a+d[em] [I[m] [ #[s] [vpxp[m - s, e

3 1,5 1,12 1,34

4 2 11,38 1,45 ) "

5 3 2,13 1,41

6 3 (2,14 1,40 15 X X

7 3,1 2,18 1,38 X X

8 2,96 | 2,38 1,24 1 R

9 2,07 | 2,36 1,26 ﬁ

10 3 2,92 1,03 0,5 vl

10,5 | 2,94 3,14 0,94

11 2,971 3,3 0,90 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10d/[cm]
Obr. 16

Zavislost rychlosti $iteni viny na vzdéalenosti kosticek d jsme vynesli do grafu na
obrazku 16. V grafu jsou vyneseny i ptislusné teoretické odhady rychlosti v; a vy podle
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vztahtt odvozenych v tloze VI.P. Rychlost vy je urcena pomoci predpokladu, Ze se wq
padajici kostky neméni. Rychlost Rychlost vy je spoctena pomoci odhadnuti pribéhu
zmény wg. Vidime, Ze pouzité modely nejsou Spatné, namérend rychlost vgxp lezi podle
ocCekavani mezi hodnotami v a vs.

Spravné teseni experimentalni tlohy samoziejmé obsahovalo dal$i méfeni pro jiné
velikosti kosticek. Nékteri provedli méfeni i pro rizné hmotnosti stejné velkych kosticek,
zde se vSak zavislost rychlosti na hmotnosti nepodafilo (v souladu s teoretickym modelem)
prokazat.

V autorském feSeni této tlohy byla pouzita experimentdlni data ziskand Mirkem
Hejnou nebot provedl vSechny experimenty velmi peélivé (nezanedbatelnou roli vSak také
hraje pfirozend lenost opravovatelt ziskdvat vlastni experimentalni vysledky...).
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Serial o mechanice

Klasicka mechanika

Uvod

Tento rok v seridlu na pokracovani zabrousime do jednoho z nejstarsich obort fyziky.
Budeme se zabyvat klasickou mechanikou, jejiz dnesni podoba je z vétsiny dilem Isaaca
Newtona. Newton dosavadni fyzikalni pozorovani shrnul do ucelené matematické teorie,
jeho mechanika se stala teoretickym zakladem novodobé fyziky.

Zakladni pojmy

V této kapitole se budeme zabyvat mechanikou hmotného bodu, cimz myslime téleso,
které ma nekonecné malé rozméry, ale nenulovou hmotnost. Jedné se o idealizaci redlnych
téles, kterou mizeme pouzit v pripadé, kdyz zkoumané téleso je velmi malé, nebo nam
nejde o jeho rotaci ¢i deformaci, ale jen o jeho pohyb podél néjaké kiivky. K urceni polohy
hmotného bodu pouzivame polohovy vektor, coz je spojnice pocatku soustavy soutradnic
s popisovanym bodem, budeme ho znacit r*). Tento vektor casto s vyhodou rozkladame
do slozek r = (rg, ry, r,). Jde-li o pohyb po piimce, sta¢i ndm k popisu polohy pouze
jedina souradnice, poloha v roviné je dana dvéma souradnicemi. Pii svém pohybu hmotny
bod opisuje ktivku, které rikame trajektorie, délka trajektorie mezi dvéma body je pak
draha, kterou hmotny bod urazil.

Rychlost a zrychleni
Rychlost je velicina, kterd urcuje, jak rychle se méni poloha hmotného bodu, resp.
jeho polohovy vektor. Primérnou rychlosti v ¢asovém intervalu (t1, t2) nazyvidme podil

_ r(tz) —r(t1)
P to — 1

je to tedy posunuti délené casem. Abychom zjistili okamzitou rychlost v ¢ase ¢, musime
zjistit primérnou rychlost na intervalu (¢, ¢t + At), kde At zmenSujeme k nule.

Priiklad 1: Hmotny bod se pohybuje po pfimce a jeho polohu udava souradnice x =
= kt3, kde k je konstanta (jeji jednotka je m.s_3). Pramérna rychlost na intervalu (¢,
t+ At) je

Ck(t+ AR — k3 (£ + 32At + 3t(AL)? + (At)?) — kit

_ 2 2
vp = As AL = 3kt*+3ktAt+k(At)" .

Zmensujeme-li At k nule, dostavame okamzitou rychlost v = 3kt2.

Proces, kterym jsme z funkce z = kt3 dostali funkci v = 3kt? se nazyvéa derivovani,
funkce v(t) je derivaci funkce z(t) podle ¢asu, coz znac¢ime v = & *). V dalsim textu
budeme o derivacich potfebovat tyto poznatky:

e derivace konstantni funkce je nula (nulova funkce)

* o % e < ; o .
) Vektory znaéime tuéné, pfipadné Sipkou nad pismenem v ruéné psaném textu.

*) Takto se znad derivace podle Casu, obecné se derivace funkce y(z) podle = znadi %y(m) nebo zkracené g—z
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e derivace souctu dvou funkci je soucet derivaci téchto funkci, tedy %( f+g) = %+% =

=f+9
e konstantu lze vytknout pred derivaci, %(c f)= c% f
o funkce y = t", kde r € R ma derivaci § = rt"~!, obecnéji y = (at + b)" ma derivaci

i = ra(at + b)" !

Zrychleni je derivace rychlosti podle ¢asu, @ = v *). Zrychleni tedy udava, jak rychle
se méni rychlost.

Priiklad 2: Hmotny bod prfi pohybu po prfimce zpomaloval se zrychlenim a =
= —\/k(t1 —t), a v Case t; zastavil. Chceme ur¢it jeho pocéatecni rychlost. K tomu
budeme hledat funkci v(t) tak, aby o = a. Vzhledem k tomu, Ze plati %(tl — )32 =
= —3(t1 — )72, vyhovuje funkce v = %\/k(h —t)3 4+ ¢ podmince v = a. Konstantu
¢ uréime tak, Ze za t dosadime tj, pak dostaneme v(t1) = ¢, a tedy ¢ = 0. Hledand

pocatecni rychlost je vy = %\ / kt?.

Pohybova rovnice

Newtonova teorie je zaloZena na tfech zakonech. Asi nejdulezitéjsi je druhy, ktery
rika, ze celkova sila, ktera ptisobi na hmotny bod je rovna casové derivaci jeho hybnosti,
F = p. Hybnost je definovana jako p = mv, a protoze m je konstantni, plati p = mv =
= ma, muzeme tedy psat F = ma. Proto je zrychleni tak dilezita veli¢ina, zname-li totiz
silu, kterd na téleso ptsobi, snadno spocitame jeho zrychleni. Pisobici silu vyjadiime
jako funkci polohy, rychlosti a ¢asu, po dosazeni do 2. Newtonova zdkona dostaneme
pohybovou rovnici

F(r,r,t) =mF=ma

kde ¥ znac¢i druhou derivaci (derivaci derivace) r, tedy zrychleni. Resenim pohybové
rovnice ziskdme zavislost polohy hmotného bodu na case.

Priklad 3: Volny pad. Téleso je z vysky h vrzeno rychlosti vg k zemi. Ptisobi na
néj konstantni sila F' = —mg. Pro popis polohy nam staci y-ova souradnice, pocatek
volime na povrchu Zemé. Pohybova rovnice je tedy —mg = ma = my. Nejprve budeme
hledat rychlost v(t) = §(t). Derivace této funkce musi byt —g, proto v = —gt + ¢, kde
konstanta ¢ je rovna poc¢atecni rychlosti —vp, tedy v = —gt — vg. Podobné najdeme y(t).
Jeho derivace je v(t), odtud y = —gt?/2 —vgt + h. Z tohoto vztahu lze jiz snadno spoéitat
napt. dobu padu ¢i rychlost dopadu.

Druhy sil

Gravitacni sila: Na zakladé Keplerovych pozorovani odvodil*) Newton, Ze planety jsou
ke Slunci pritahovany silou, kterd je pfimo imérnd jejich hmotnosti a nepfimo imérné
druhé mocniné jejich vzdélenosti. Zobecnéni tohoto poznatku — Newtontv gravitacni
zakon — tvrdi, Ze kazdé dva hmotné body se pritahuji silou o velikosti

mims

F=@G , G =6,672.107" N.m? kg2

r2
Tento vztah plati nejen pro hmotné body, ale i pro koule se sféricky symetricky rozloZzenou
hmotnosti*), za vzdalenost r pak bereme vzdalenost stiedu. Télesa na povrchu Zemé jsou
proto pfitahovéna silou F = m(GMz/R%) = mg.

*) Vektor derivujeme tak, ze zderivujeme kazdou jeho slozku. Vysledkem je tedy opét vektor.
*) Viz strana 62.

* . (o ( . < . N o <
) Tzn. Ze hustota zavisi pouze na vzdalenosti od stfedu, coz spliiuje vétsina vesmirnych téles.
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Sily pruznosti: Dalsi silou s Sirokym vyuzitim je sila pruznosti, kterd se da vyjad-
rit jako F' = —kx, kde & > 0 je konstanta pruznosti zavisejici na vlastnostech pruzné
soustavy, x je vychylka z rovnovazné polohy. MizZe se jednat bud pfimo o pruzinu nebo
napriklad o Zeleznou tyc. U té ale bude konstanta k vyrazné vétsi, 1ze ji z Hookova zakona
spocitat jako k = SE/l, kde S je prifez tyce, [ jeji délka a E Youngiv modul pruznosti
materiadlu. Vétsinou neni zavislost sily na vychylce presné linearni, presto s vyhodou po-
uzivame vztah F' = —kx jako dobrou aproximaci.

Treci stly: Je nutné rozlisSovat dva druhy tfecich sil — statickou a dynamickou. Sta-
tickd t¥eci sila mezi dvéma pevnymi povrchy brani jejich vzdjemnému pohybu (jeji velikost
a smér jsou tomu prizpisobeny). Maximélni velikost této sily je F' = fsF},, kde F}, je sila,
kterou jsou povrchy pritlacovany k sobé v normalovém sméru, fs je staticky koeficient
tfeni zadvisejici na materidlech. Pisobi-li na povrchy v tecném sméru vétsi sila nez fsF,,
zacnou po sobé klouzat, jejich pohyb je ale brzdén dynamickou treci silou. Jeji smér je
opacny nez smér pohybu povrchli a pozoruhodné je, Ze jeji velikost témér nezavisi na
rychlosti pohybu povrchi, je rovna F = f3F,, fq je dynamicky koeficient tfeni (také se
pouziva termin koeficient smykového tieni), pro dané materidly je dynamicky koeficient
mensi nez staticky, proto je také brzdéni automobilu G¢innéjsi, kdyz kola nesmykaji.

Odporove sily: Na télesa pohybujici se v tekutém prostiredi ptisobi proti sméru rych-
losti odporové sily. Pro malé rychlosti lze priblizné tvrdit, Ze odporova sila je ptfimo
umeérna rychlosti, pro kouli o poloméru r pohybujici se pomalu v tekutiné o viskozité n
odvodil Stokes vztah F' = 6wrnv. Pro vyssi rychlosti, kdy zacind byt proudéni turbulentni
odvodil Newton vztah F = 1C'Spuv?, kde S je plocha kolmého priifezu télesa, p hustota
prostiedi a C' je bezrozmérny koeficient zavisejici na geometrii télesa (pro kouli C' = 0, 4).

Oba vztahy vsak plati pouze pfiblizné. Pfesny vypocet odporovych sil je zna¢né kom-
plikovany, jedna se stale o otevieny problém. Claytiv matematicky institut neddvno vy-
psal za diikaz existence a hladkosti FeSeni Navier-Stokesovych rovnic odménu $1,000,000!
Pravé tyto rovnice exaktné popisuji proudéni tekutin (od vody v jezefe, kterd obtéka vasi
lodku, pfes vino, co si lejete do sklenicky, az po chovani vzduchu, kterym poletuji ptaci).

Uloha S.I ... auticka

a) Auticko o hmotnosti m se rozjizdi z klidu tak, Ze vykon P je konstantni. Urcete
zavislost zrychleni, rychlosti a polohy na case. Navod: znate-li vykon, je jednoduché urcit
zavislost kinetické energie auticka na case.

b) Auticko jede pri maximélnim vykonu do kopce rychlosti vi = 95 km.h~!. Ze
stejného kopce dold jede pii plném vykonu rychlosti vy = 162 km.h™'. Jak rychle pojede
po roviné? Odporova sila je tmérnd v?.

a) Prace motoru se méni na kinetickou energii auticka, tedy

1 2Pt
Pt=-m? = wv=4/—.
2 m

Tento vztah odvodili témér vSichni teSitelé spravné a udélovali jsme za néj jeden bod.
Zrychleni auticka je derivaci jeho rychlosti podle ¢asu. Staci tedy zderivovat vzorec pro

v podle t a dostaneme
[2P 1 _q/) | P
Y el VA
4 m 2 2mt

Tento vztah vsak mizeme odvodit i elegantnéji bez pouziti derivace dosazenim P = Fv =
= mav. Dostaneme
2mavt v P

v = , tedy a=—=4/—".
m 2t 2mt
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Dréhu, kterou urazi auticko za ¢as t , vypocteme integraci jeho rychlosti od 0 do ¢ ,

tj.
t
/ [2Pt [oP #3/2 2 [2p3
s = —dt = — 3 =3\ —/— -
m m 5 3 m
0

Nejfrekventovanéjsi chybou bylo pouzivani vzorci pro rovnhomeérné zrychleny pohyb
pfi vypocétu a a s (typicky a = v/t = 1/2P/mt). Ale takto postupovat nemtzete!!! Vzorce
v=atas= at2/2 plati pouze za predpokladu, Zze a = const , coz pro nase auticko neni
splnéno.

b) Oznacme F slozku tihové sily pisobici na auticko rovnobéznou s vektorem jeho
rychlosti a k konstantu Gmérnosti ve ve vztahu F, = kv? , kde F, je odporova sila.
Protoze vykon je soucin sily a rychlosti, mizeme psat

P =Fkv} + Fuy , P =kvi — Fusy .

Vydélenim prvni rovnice v; druhé vs a jejich sectenim dostaneme
1 1
P—=+ =) =k (v} +3),
(542 ) =kt +od)
P (o} ) vron

k V1 + V9

Pii jizdé po roviné plati P = kv3. Rychlost jizdy po roviné je tedy

2 2

vy +v5) Vv

v — 3\/w — 198 km-h~! .
V1 + Vg

Kmity

Tato kapitola seridlu je vénovana systémim v rovnovaze, které maji tendenci se pfti
vychyleni do této polohy vracet (¥iké se tomu stabilni rovnovaha). Diky sildm, které tento
navrat zptsobuji, se v8ak soustava po vychyleni v rovnovaze vétsinou nezastavi, ale zacne
kolem ni oscilovat. S takovymi systémy se setkdvame takika na kazdém kroku, a vlastné
velka cast fyziky zkoumad jen rtzné druhy téchto systému.

Pohybova rovnice kmitii
My se budeme zabyvat jen takovymi sousta-
vami, jejichz konfiguraci lze popsat jedinou sourad-

nici. Ucebnicovym piikladem je zadvazicko zavésené ,“,//7\/-\ ‘
Ve Ve 4 Vd 4 /7 \ 'V‘ V'¢ ".
na pruzince. Pri vychyleni z rovnovazné polohy o z X // \\
pusobi pruzinka na zdvazicko silou F = —kz (viz '"-»-\"\X/ \_\(
minuld kapitola). Pohybovad rovnice mé po upravé
tvar ‘s .
. 9 Obr. 17. Zavislosti z,v, a na t.
T+w'z=0, (6)

kde w? = k/m. Uvidite-li kdykoliv pfi svém fyzikalnim badani rovnici podobnou této,
JASEJTE!
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Tato rovnice, ktera se nazyva rovnice harmonickych kmiti, mé totiz velmi jednoduché
reseni, zavislost vychylky x na cCase je

z=A sin(wt+7) , (7)

kde A a 7 jsou konstanty zavisejici na pocatecnich podminkéach. Veli¢ina w ma rozmér
rad-s~! a nazyva se tihlovd frekvence. O tom, 7e (7) je fesenim rovnice (6) se lze piesvédéit
dosazenim®). Na obr. 17 je zndzornéna Casova zavislost vychylky (plné ¢ara) spolecné s
rychlosti (¢arkovand ¢ara) a zrychlenim (teckované ¢ara), plati

v =2 =wA cos(wt+7) , (8)

a=1i=—wA sin(wt+7) .

Priiklad 4: Jaka bude perioda kmitt vodni hladiny v duté trubici tvaru pismene
77U“ ?

V rovnovéze je hladina v obou ¢astech trubice ve stejné vysce. Ozna¢me z vychyleni
hladiny z této polohy. Cely vodni sloupec pak do rovnovahy vraci sila F' = —2Szpg, kde
S je prurez trubice. Pohybova rovnice pro sloupec vody je ma = —2Sxpg. Oznacime [
délku sloupce, pro jeho hmotnost lze psat m = Slp, po dosazeni dostavame

29

a miuZeme jasat. Uhlova frekvence téchto kmitd je w = \/2g/l, z &ehoZ pro periodu
dostavame T' = 27 /w = m/2l/g.
Energie kmitd

Podiveme se nyni na energetickou bilanci pro pripad zavazicka na pruzince. Kineticka
energie zavazi je B = %mfizz. Potencialni energie pruziny je rovna praci, kterou musime
vykonat, abychom zavazicko vychylili do polohy z. Tato prace je rovna obsahu plochy pod
grafem zavislosti sily na vychylce F' = kz, tedy E, = 1ka?. Protoze jsme zatim nevzali
v avahu zadné energetické ztraty, mél by platit zdkon zachovadni mechanické energie.
Ovérit ho lze vypoctem celkové energie Eeee = %(me + ka:Q), kde za x a = dosadime
ze vztahti (7) a (8). To ndm napovida dalsi dilezity vztah mezi rychlosti a vychylkou
kmitavého pohybu:

w?z? 4+ = konst. (9)

vvvvvv

gantnéji hledat w. Nejlépe si to ukdzeme na prikladu.
Priiklad 5: Naleznéte tthlovou frekvenci kmit soustavy

na obr. 18. Ty¢ je homogenni a m& hmotnost m, obé pruziny s
maji tuhost k. 2 ! I

Vzhled soustavy je popsadn jednim parametrem — thlo- 1
vou vychylkou z vodorovné polohy (pruziny jsou nastaveny SE—
tak, aby vodorovnd poloha tyce byla rovnovdzna). Maxi- ks 1/2
malni vychylku oznac¢ime A, maximalni thlovou rychlost W}Z

(pfi prichodu rovnovaznou polohou) oznacime 2. Protoze

*) K tomu je tfeba umét derivovat. Kdo to jest&é neumi, necht nahlédne nap¥. do kniieék@bﬁte]rﬁatika a feSeni
fyzikdlnich dloh od Z. Ungermanna (knihovni¢ka FO), nebo do uéebnic matematiky pro 4. roénik gymnézia.

Uréité se vam to jesté bude (nejen) pfi éteni seridlu hodit.
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pii maximalni vychylce je kinetickd energie nulova a pri
nulové vychylce je zase nulova potencidlni energie, miizeme
ZZE psat ve tvaru

1 1 s 1. (A2
5JQ2 = By max = Epmax = ik (Al)* + ik <?> :

Z (9) plyne w = Q/A, tento podil vyjadiime z predchoziho vztahu, ve kterém dosadime
J = imil®. Vysledek je
15k
w=14/—".
4dm
Fyzické kyvadlo

Fyzickym kyvadlem rozumime tuhé téleso, které se miize volné otacet kolem osy o
parametr popisujici polohu télesa zvolme opét thlovou vychylku z rovnovazné polohy a
oznacme ji ¢. Vzhledem k ose o je téleso vraceno do rovnovidhy momentem tihové sily
M = —mgdsin g, kde d je vzdalenost tézisté T od osy o. Podle 2. impulsové véty*)
zpisobuje tento moment tthlové zrychleni e = p = M/J, kde J je moment setrvacnosti
télesa kolem osy o. Pohybova rovnice ma tedy tvar

d
¢+%singozo.

Toto je rovnice tvaru ¢ + f(¢) = 0, zde konkrétné je f(yp) = (mgd/J)sin . Takova
rovnice nema narozdil od (6) obecné jednoduché Feseni. Pfesto se ji pokusime Fesit alespon
pro malé vychylky. Aby soustava méla pro ¢ = 0 stabilni rovnovdznou polohu, musi
byt f(¢) v nule nulové, pro kladné vychylky kladna a pro zadporné zapornda. Tuto funkci
vétsinou lze nahradit funkci f*(¢) = w2, kterd pro mala ¢ dava piiblizné stejné hodnoty
jako f(¢), a to tim presnéji, ¢im je o bliz&i nule. Nejlepsi moznosti je, kdyz volime w? =
= %f(x) v bodé = = 0, coz je ostatné vidét i z grafit obou funkci.*) Dosadime-li do
pohybové rovnice misto f(¢) funkci f*(¢), dostavdme jiz rovnici harmonickych kmitt s
uhlovou frekvenci w.

Konkrétné pro fyzické kyvadlo nahradime funkci sin ¢ funkci ¢ a pro thlovou frekvenci
dostavame

mgd

J

Notoricky zndmy vztah pro periodu matematického kyvadla dostaneme dosazenim J =
= md?.

Na zavér tohoto dilu se zminime o tom, jak moc presna je vySe uvedend aproximace.
Pfi presném vypoctu se zjisti, ze perioda zavisi na amplitudé vychylky, pro malé vychylky
ovsem nas priblizny vztah plati celkem pfesné, pro rozkmit 5° se vypoctenad a skutecna
perioda ligi asi jen 0,05%. Jakkoliv se to zdd madlo, kyvadlové hodiny, které bychom
zkonstruovali podle tohoto vztahu, by se za den zpozdovaly o necelou minutu. Pokud
tento efekt uvazime a chceme, aby hodiny 8ly s pfresnosti 1s/den a amplituda byla asi 5°,
musime ji nastavit s presnosti 0,06°.

*) Je to analogie 2. Newtonova zdkona pro otacivy pohyb.

*) Derivace funkce v bodé z je smérnici te¢ny k jejimu grafu v tomto bodé.

58



Seridl o mechanice

Uloha S .II ... kyvy

a) Urcete periodu kmitid soustavy na obr. 19. Tycka je nehmotna.

b) Méjme dvé stejnd zavazicka hmotnosti m spojené vldknem, které prochazi dirou
ve stolu (viz obr. 20). Zavazicko na stole obihd bez treni kolem diry ve vzdalenosti r od ni
tak, ze soustava je v rovnovaze. Zjistéte, co se bude dit, zatahneme-Ii nepatrné za visici
zavazi.

Obr. 19 Obr. 20

a) Ulohu vyfesime pfes energie. Ozna¢ime maximélni thlovou vychylku A a maxi-
malni thlovou rychlost tycky Q. Mezi témito veli¢inami plati (viz seridl) w = Q/A. Celko-
vou energii lze vyjadrit bud jako kinetickou energii pii nulové vychylce, nebo potencidlni
energii pri nulové rychlosti,

1 1

5]92 =2- §k(Al)2 —2mgl (1 —cos A) .

Pokud dosadime za I = 4ml? a aproximujeme cos A ~ 1 — A?/2, dostdvame pro thlovou
frekvenci

kg
W=/ .
2m 2l

Vsimnéte si, ze pro kl < mg soustava vibec kmitat nebude, protoze jde o labilni
polohu. Nejcastéjsi chybou bylo, ze jste zapomnéli na potencialni energii kulicky.

b) Ze ZZMH plyne, ze wr? = worg a z rovnovahy sil rowg = g. Spocitame celkovou
energii soustavy:

1 1
E = Ej horni + Bk dolni + Ep dolni = §m(vt2 +v) + 5”“’121 —mg(l—r) .

Pro tecnou slozku rychlosti horniho télesa miizeme psat

2,.4 3
2 _ 2 WoTo _ 97To
vi = (wr) =2 20

pro normalovou slozku plati v,, = 7. Dosadime do ZZE a dostaneme

L7 2
M9 + mr® + mgr = konst .

Po zderivovani a vydéleni 2mr dostavame

3

. g To
Z(1-2)=o0.

r+2< r3>
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Po linearizaci druhého ¢lenu dostavame rovnici

.. 3g
29 -0
r+ org (r —ro) ,

coz je rovnice harmonickych kmiti kolem polohy 7y s ihlovou frekvenci

/ 39
W=/ .
27‘0

Spodni zavazicko tedy zacne kmitat. Ke stejnému vysledku se samoziejmé dalo dospét i
rozborem sil.

Mnozi tesitelé dospéli k zavéru, ze po zatdhnuti spodni zavazi bude nezadrzitelné
klesat, protoze odstrediva sila nestac¢i dorovnavat jeho tihu. Tento zavér je chybny, nebot
v dtsledku ZZMH se v; a s ni i odstiediva sila po zatazeni zvysi.

Zadkony zachovani

Na uvod treti kapitoly seridlu si pripomeneme zakladni pojmy z vyssi matematiky,
které je dobré znat. Derivace funkce f v bodé z je

df _ fl@+h)—f(z)
d = — =
Pro derivace plati nasledujici vztahy

(f(z) + g(x)) = f'(x) £ g'(x)
(cf(x) = cf'(z),
(f9)' = f'(x)g(x) + f(z)d'(x)
(f(g(x)) = f'(g(x)) d'(x) .

Derivace mocninnych a goniometrickych funkci jsou

proh — 0.

r ! r—1
Yy=2= — Yy =rx y

y=sinz — ¢y =cosz,
/ .
y=cosr — Yy = —sinz.

S derivacemi se ve fyzice setkdvame na kazdém kroku, nebot udévaji rychlost zmény
veli¢in. Napf. rychlost je derivace drahy podle casu, proud derivace naboje podle casu,
sila je (az na znaménko) derivace potencidlni energie podle soufadnice ...

Inverzni operace k derivovani se nazyva integrovani. Zintegrovat néjakou funkci zna-
mena najit funkci, jejiz derivaci mame predem danou, tedy napf. spocitat urazenou drahu,
zname-li zavislost rychlosti na case. Tato funkce je zfejmé urcend az na konstantu, protoze
derivace konstanty je nula. Symbolicky integral zapiseme napriklad takto:

/(cos:v—i—sin:v) dz =sinz —cosz + ¢

, ;. . / .
(To znamend to samé jako (sinz —cosz +¢) =cosz +sinz ) .

Pokud je vam néktery z pojmt zminénych v predchozich odstavcich cizi, proctéte
pozorné minulé dily seridlu, popfipadé se poradte s odbornou literaturou nebo se svym
ucitelem fyziky ¢i matematiky. Nebojte se, neni to nijak zvIast obtizné, a pokud se chcete
intenzivnéji zabyvat fyzikou, stejné na derivace a integraly diive ¢i pozdéji (radéji diive)
narazite. Navic jde o velice uzitecné prostredky, pomoci kterych lze jednoduse vyrtesit
mnoho na prvni pohled slozitych problémt.

60



Seridl o mechanice

Zakon zachovani hybnosti

Pti feSeni problémi je vzdy vyhodné najit néjakou velicinu, jejiz hodnota se neméni,
at se se systémem déje cokoliv. V pripadé, Ze na soustavu hmotnych bodu neptisobi zadné
vnéjsi sily, je takovou veli¢inou celkova hybnost soustavy. 2. N. z. pro -ty bod soustavy

je
pi=> Fij,

kde F;; je sila, kterou ptsobi j-ty bod na i-ty. Podle 3. N. z. je ale F;; + Fj;; = 0, odtud

pro celkovou hybnost soustavy dostavame

p= E pi=0.
Z posledni rovnice ziejmé plyne, ze se p s casem neméni. Toho lze s vyhodou vyuzit napr.
pri FeSeni rtznych srazek.
Zdkon zachovani energie
Dalsi veli¢inou, ktera se za urcitych okolnosti zachovava, je celkovd mechanické ener-

gie. Jeji definice je
1
E = Z <§mﬂ}l2 +V; (I‘Z)>
i

Potencialni energie i-tého bodu V; ma tu vlastnost, ze jeji derivace*) podle souradnic je
az na znaménko rovna sile piisobici na i-ty bod, tedy
ovi
ox;

—Fi ¢ podobné pro y, z .

Derivujeme-li*) definici energie podle ¢asu (pro jednoduchost predpoklddejme, ze mame
pouze soufadnici z), dostavame

dE AV day
T = X (st G ) = v e~ )
. 1 .

13 13

Zavorka je ovsem podle 2. N. z. nulova, energie se proto s casem neméni.

Piiklad 6: Najdéte potencidlni energii pro homogenni a radidlni gravitac¢ni pole a
zapiste zdkon zachovani energie.

Sila ptsobici na hmotny bod v homogennim gravitacnim poli je F = mg (g je
konstanta co do velikosti i do sméru). V kartézskych soufadnicich, kde osa z mi¥i proti
sméru g, pak musi platit

ov. oV 0 oV
_— = — = y — = m .
ox oy 0z g
To je splnéno pro V = mgz, coz znate jiz ze zdkladni skoly.

V radialnim poli pisobi na hmotny bod sila zavisejici pouze na vzdalenosti r od
centralniho télesa o hmotnosti M (predpokladdme, 7ze M > m, takze se toto téleso

* o . . . [ oy .o ‘< R . .
) Znacka 0 misto d znadi, ze derivovand funkce mize byt funkci vice proménnych a my derivujeme podle jedné
z nich, pficemz ostatni proménné povazujeme za konstanty.

*) Pouzijeme dvakrat pravidlo pro derivaci sloZzené funkce, jednou pro funkci (vzﬂ (t))z, podruhé pro funkci

Vi (2(1))-
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nepohybuje). Sila ptisobi smérem do centra a jeji velikost je podle Newtonova gravita¢niho

zikona F = GMm/r?, kde G je gravitaéni konstanta nékdy téZz oznacovand x. Pro
potencial musi platit

oV GMm dr GMm

or r r r

Konstantu Vp mtzeme volit libovolné, je ale vyhodné polozit ji rovnou nule. Zdkon za-

chovéani energie ma tedy tvar

1 o GMm
2 r

=F.

Zakon zachovani momentu hybnosti

Moment hybnosti hmotného bodu je definovan jako vektorovy soucin®) L = r x p.
Piedpokladejme, Ze na hmotny bod piisobi pouze né&jaks centralni sila. Casova derivace
jeho momentu hybnosti L pak je

L=ixp+rxp=vxp+rxF=0,

nebot vektor rychlosti je rovnobézny s vektorem hybnosti a centralni sila ptisobi ve sméru
r. Nasli jsme tedy velicinu, ktera se zachovava, ptsobi-li pouze centralni sily. Pro pohyb
v roviné muzeme velikost L vyjadrit pomoci thlové rychlosti w. Plati totiz rw = v =
= vsina, kde v je slozka rychlosti kolmé na r (viz obr. 21), odtud L = mrusina =
= mruy = mriw.

Keplerovy zakony

Ted si koneéné ukazeme néjakou poradnou y4 trajektorie
aplikaci predchozich poznatki. Odvodime ze Up =T
Z7ZE a ZZMH vam dobfre znamé Keplerovy za-
kony pro pohyb télesa v radidlnim gravitacnim
poli. Ut

Polohu télesa popiseme jeho vzdalenosti r
od centra a uhlem ¢, ktery svird jeho priivo- r
di¢ s osou z. Gravitacni sila je centralni si- 7
lou, tedy plati mr’w = L = konst. Po vy- centrum e
déleni obou stran rovnice 2m dostdvame w =
= rvy/2 = L/2m. Veli¢ina w ma vyznam plochy
opsané pruvodicem za jednotku ¢asu. Odvodili
jsme tedy 2. Kepleriv zakon, ktery rika, ze w =
= konst.

Nyni zapiSeme zdkon zachovani energie. Potencidlni energii jsme jiz odvodili, kineticka
energie je mv? /2. Rychlost rozloZime na te¢nou slozku v; a normalovou slozku vy,. U% vime,
ze v; = wr. Pro v, zfejmé plati v, = r. Po dosazeni vypada ZZE takto:

%m (7"2 + r2w2) - G]\fm

Obr. 21

=F.

Nasim cilem je nalézt vztah, ktery udava, jak r zavisi na ¢, tim je totiz dan tvar trajek-
torie. Abychom si zjednodusili prici, zavedeme veli¢inu u tak, ze r = 1/u, a misto r(y)

*) Vektor ¢ = a x b je vektor kolmy na a a b a jeho velikost je ¢ = absin a, kde « je thel sevieny vektory a a

b . Vektorovy soucin se derivuje jako obycejny soucin.
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budeme hledat u(y). Derivujeme-li r podle ¢asu, dostdvame

. d 1 1 du(e(t) du . L
T <U(<P(t))> SR I i

protoze ¢ = w. Oznadili jsme u’ derivaci u podle . Protoze plati také rw = (L/m)u,
mizeme do ZZE za vSechna r dosadit a dostavame
LZ

%( '2+u2)—GMmu:E.

Derivujme nyni tuto rovnici podle ¢
2

L
- (2u'u" + 2uu') —GMmu' =0,
m

délenim vyrazem L?u'/m dostdvame tzv. Binetiiv vzorec

" . G Mm?
u +u = 72

yraz na pravé strané ma rozmér m~ -, oznacm j fevracenou notu p.
Vyraz na pravé strané méa rozmé 1 ozna¢me tedy jeho prevracenou hodnot Po

dosazeni za L pomoci plosné rychlosti w dostavame

_4w2
- GM

Z minulého dilu vime, Ze feSeni rovnice u” +u = 0 je u = A cos(p+ B), kde A, B jsou
konstanty zavislé na po¢ateénich podminkach. ReSeni stejné rovnice s pravou stranou 1/p
dostaneme z téchto FeSeni pouze prfi¢tenim 1/p. Volime-li navic soufadnou soustavu tak,
ze B =0, a ozna¢ime-li ¢ = Ap, mizeme feSeni zapsat ve tvaru u = (1 4+ cos¢)/p, tedy

p (10)

r=—>%r (11)
1+ ecosp
Tato rovnice je pro € = 0 rovnici kruznice, pro 0 < ¢ < 1 elipsy, pro € = 1 paraboly
aproe > 1 hyperboly. Ohnisko kuzelosecky lezi vzdy v centru. Tim je dokazan 1. Keplerav
zakon.
Na nésledujicich obrazcich jsou zobrazeny nékteré parametry téchto krivek, ptritom

jsme oznacili
p
a=—7 b=+/plal .

e < 1, elipsa ¢ = 1, parabola " &> 1, hyperbola
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Ze skoly moznd znate popis kuzelosecek v kartézskych souradnicich. Neni tézké odvo-
dit, Ze je nasemu popisu ekvivalentni, a Ze plati uvedené vztahy mezi a, b, p, . Pokud vas
to zajiméa, nahlédnéte do néjaké matematické knizky nebo si zkuste pohrat s programem,
ktery kresli grafy v polarnich soutadnicich.

Priiklad 7: Urcete parametry trajektorie télesa, které vypustime ve vzdalenosti R od
stredu Zemé rychlosti v kolmou na spojnici télesa a stfedu Zemé. Rychlost v je vétsi, nez

kruhové rychlost vy = /GM/R.
Plosné rychlost télesa je w = vR/2. Podle (10) plati

B 4w? B v2R?
~GM  GM
Dosadime-li ¢ = 0 do (11), dostavame
N
1= <_> 1
Vg

Vidime, Ze pro v < v, = V2w je ¢ < 1, trajektorii je elipsa, pro v = v, je ¢ =
= 1 a trajektorii je parabola a pro v > v, se téleso pohybuje po hyperbole. Dopocitat
parametry trajektorie je uz jen technickou zalezitosti.
Vsimnéme si, jak uzite¢ny je zde vztah (10) a rovnice kuzelosecek v polarnich soufad-
nicich. Pred dikazem 3. Keplerova zakona odvodime jesté jeden velmi uzite¢ny vzorecek.
Vyjadiime celkovou mechanickou energii £ pomoci parametrt trajektorie. V bodé
p=0platir=p/(1+¢) av=2w/r, tedy

b

b

R =
1+e¢

g =

Sv IS

1, GMm_4w2

GMm GMm GMm
E=—mv° — = = — .
2 r p?

(1+€)2—T(1+6) 2 (2 -1) = o

Podle ZZE je ale energie stejnd pro kazdy bod, vyjadiime tedy v pomoci r a dostavame

UZ%;M(;_g).

Praveé tento vztah pouzijeme k vypoctu periody obéhu po eliptické trajektorii. Pro rych-
lost v, ve vzdalenosti a od ohniska plati

|GM
Vg =/ — .
a

Vyjadiime nyni w a periodu obéhu T

S mab a3
= ~u.b T=— = =2 —_—.
W= 50 w %b?}a T GM

Z posledniho vzorce jiz jasné plyne T2 : a® = konst, coZ je presné tvrzeni 3. Keplerova
zakona.

Gratulujeme vsem, kteii se docetli az na konec této ponékud obsihlejsi kapitoly.
Neslo rozhodné o triviadlni véci, takze pokud jste néjakd odvozeni nepochopili, nic se
nedéje, zkuste si nejprve spocitat rizné priklady. Pokud se vam naopak odvozeni zdalo
pochopitelné, zkuste zopakovat stejny postup pro odpuzujici se télesa, napr. atomové
jadro a a-Castice ze znamého Rutherfordova experimentu.
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Uloha S .III ... sonda k Jupiteru

Uvazujme druzici letici k Jupiteru kolmo na jeho drahu. Jeji rychlost ve velké vzda-
lenosti od Jupitera je vy = 10000m-s~'. Druzice proleti za Jupiterem, jeji minimalni
vzdalenost od jeho stredu je pritom rovna trojnasobku Jupiterova polomeéru. Urcete vy-
sledny smér a velikost rychlosti sondy.

Vyuzijeme-li poznatky ze seridlu, stane se z této na prvni pohled obtizné tlohy pouze
geometricky problém. Vime, ze v soustavé spojené s Jupiterem mé sonda ve velké vzda-
lenosti rychlost v = /v2 + v}, kde vy je ob&né rychlost Jupitera. Podle vztahu pro
celkovou energii, kterd je ve velké vzdalenosti rovna pouze kinetické energii sondy, plati

1 5 GMm GM

—mv°=———— = la| = 5
v

Z geometrie hyperboly plyne pro minimalni vzdalenost R vztah R = (¢ — 1) |a| a pro tihel
¥ plati sin(¥#/2) = 1/e. Odtud snadno odvodime

9—9 ) GM
= 2arcsin ——— .
GM + Rv?
Zbyva provést prechod zpét do ptivodni soustavy. Zvolime 4y

napt. nasledujici konfiguraci: V piivodni soustavé se Jupiter
pohybuje v zaporném smeéru po ose x a sonda mifi smérem
vzhiru. V nové soustavé je vektor rychlosti sondy v = (vy, vy).
Po priletu po hyperbole se velikost tohoto vektoru nezmeéni,
pouze se vektor otoci o tthel ¥ v kladném smyslu.

Toto otoceni nejsnaze provedeme tak, ze si v predstavime
jako komplexni ¢islo a nasobime jej vyrazem cos¢ + isind a
vysledné komplexni ¢islo opét chapeme jako vektor. Lze to
provést i jinak, napt. prechodem do polarnich souradnic, ale 109 km
tento zpiisob je asi nejrychlejsi a navic si nemusime pamatovat
zadné dalsi vzorce. Vypocet je

v

(v3 + ivg) (cos ¥ + isin¥) = (vy cosV — vy sin V) +i (vy cos I + vy sin ) .

Vysledny vektor jesté prevedeme do ptvodni soustavy pricte-
nim rychlosti Jupitera a dostavame vyslednou rychlost po prii- Obr. 22
letu:

V' = (—vpsin® — vy (1 — cos ), vocos + vysin ) .

Pro numericky vipocet jsme pouzili nasledujici data: vy = 13,06 km-s~!, v, = 10,00 km-s~!,
R = 214000km a GM = 126900000 km-s~2. Postupné vychazi ¢ = 1,457, 9 = 86°42/
a v = (—22,29;13,61) km-s~!. Odtud u# snadno spocteme velikost vysledné rychlosti
v! = 26,12km-s~! a tthel odklonu ¢ = 58°35'.

Poznamky k vasim tesenim: Podle poctu feSiteli 1ze usuzovat, ze tloha byla obtizna.
Ti, kdo ji poslali, si s ni ovSem poradili dobie. Nejcastéjsi chybou bylo rfeseni tilohy pfimo
v puvodni soustavé. To je problematické, nebot v této soustavé neplati ZZE ve tvaru
E}, sonda + Ep = konst, ale musi se zapocitat i kineticka energie Jupitera. Navic nelze
pouzit geometrii popsanou v seridlu, nebot v této soustavé se sonda vibec nepohybuje
po hyperbole. Pri cteni téchto feseni mé ale napadlo zjistit, jak vypada trajektorie sondy
v ptvodni soustavé. Prestoze zavislost polohy sondy na case nelze analyticky vyjadrit
ani v soustavé spjaté s Jupiterem, v parametrickém tvaru lze (ponékud komplikovanym
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vypodtem) presné zjistit tvar trajektorie. Tvar trajektorie pro nase konkrétni hodnoty
vidime na obr. 22. Je pouzita stejnd konfigurace, jako v feSeni, pocatek ma vyznam
polohy Jupitera v okamziku, kdy k nému je planeta nejblize. Na prvni pohled je jasné,
ze trajektorie ma k hyperbole hodné daleko. Vypocet jsem provedl v programu Maple,
takze pokud si chcete dal hrat, napiste mi email a ja vam poslu zdrojék.

Mechanika tuhého télesa

Dosud jsme popisovali pouze hmotné body. Nyni se budeme zabyvat popisem tu-
hého télesa. Pod timto pojmem si budeme ptedstavovat soustavu hmotnych bodi, jejichz
vzajemné vzdalenosti se neméni.

Castéji nez se soustavou hmotnych bod se oviem v praxi setkime s télesy, jejichz
hmota je spojité rozlozena v néjakém objemu. I na takovéto téleso lze pouzit vysledky
ziskané pro soustavu hmotnych bodii, predstavime-li si jej jako soustavu velkého mnozstvi
méalo hmotnych boda. V fadé vypoctl je potom ale nutné misto sum pocitat integraly
(zejména pii vypoctech hmotného stfedu a momentu setrvacnosti). V této kapitole inte-
grovat nebudeme, zvidavéjsi z vas se urcité zkusi sami.

1. impulzova véta
Nyni podobné jako pii odvozeni ZZH v minulém dile oznac¢ime F;; silu, kterou ptisobi
j-ty bod na -ty a navic F; vnéjsi silu ptisobici na i-ty bod. 2. Newtontuv zadkon pro i-ty

bod télesa je
pi=F+> Fj.
J

Uz vime, 7e ze zakona akce a reakce plyne, Ze soucet sil, kterymi na sebe vzajemné piisobi
jednotlivé body télesa, je nulovy. Pro celkovou hybnost pak plati

p=) Fi=F,
{

kde F jsme oznacili celkovou vnéjsi silu. Toto tvrzeni se nazyva 1. impulzova véta. Aby
nam byla néjak uzitecna, musime umét vyjadrit p jednoduseji, nez jako soucet hybnosti
jednotlivych bodt.

Hmotny stred
Zavedeme tedy pojem hmotného stiedu*) jako vazeny prumeér poloh vsech bodu télesa,
pricemz vahou bodu je jeho hmotnost, tedy

E imirz- 1
= —_— = — : N . ].2
rg = e = El m;r; ( )

Dilezitou vlastnosti hmotného stiedu je to, Zze jeho poloha vzhledem k télesu je pevna.
Z (12) plyne, 7Ze celkovou hybnost télesa mizeme zapsat pomoci rychlosti hmotného stfedu
jako p = muws.

Nyni Ize 1. impulzovou vétu psat ve tvaru mas = F. To neznamena nic jiného, nez ze
se hmotny stied pohybuje stejnym zpiisobem, jakym by se podle 2. Newtonova zidkona
pohyboval hmotny bod s hmotnosti rovhou hmotnosti celého télesa.

vy

pojmy zaménitelné.
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2. impulzova véta

Pomoci 1. impulzové véty umime popsat pohyb hmotného stfedu. Nas ovSsem také
zajima, jak bude téleso kolem hmotného stiedu rotovat. V minulém dile jsem zavedli
moment hybnosti hmotného bodu. Jisté jiz tusite, Ze moment hybnosti celého télesa

bude
L:Zrixpi.
7

Podivejme se, jak bude vypadat jeho derivace.

L:Zf‘ixpi-l-zriXﬁi:ZViX(mZ'Vi)-l-ZriX E+ZFz]

Prvni ¢len je nulovy, nebot se jedna o vektorovy soucin rovnobéznych vektori. Druhy
Clen lze s uzitim zakona akce a reakce upravit na tvar

L:Zri X Fi—i—Z(ri—rj) X Fij .
i 1<g

Predpokladame-li, zZe sily mezi body maji smér jejich spojnice, dostavame ve druhé sumé
opét vektorovy soucin rovnobéznych vektorti. Zbyva tedy prvni suma, kterou znacime
M a nazyviame moment vnéjsich sil. Tvrzeni 2. impulsové véty neni nic jiného nez zZe
¢asova derivace celkového momentu hybnosti je rovna celkovému momentu ptisobicich
sil, L =M.

Uhlovs rychlost

Stejné jako u 1. impulsové véty je nyni tieba vyjadrit L jednoduS$im zptsobem.
Bohuzel, pro obecny pohyb tuhého télesa se jednd o netrividlni problém. Omezime se
tedy pouze na rovinny pohyb, coz je pohyb, pfi kterém existuje vyznacny smér k takovy,
ze kazdy bod télesa se pohybuje stile ve stejné roviné kolmé na tento smér*). Smér
souradné osy z volime ve sméru k.

Zvolme bod télesa O a oznacme r] polohovy vektor i-tého bodu télesa vzhledem k O.
Hledejme rychlost v/ i-tého bodu vzhledem k O. Jelikoz vzdalenost obou bodi musi byt
konstantni, je v/ kolma na spojnici bodd, tedy na r;. Zarovenr vime, ze oba dva body se
pohybuji v roviné kolmé na k a proto v je i na k kolma. Existuje tedy vektor w; || k tak,
ze

V) =w; xr] . (13)
Nyni ukdzeme, ze vektory w; jsou stejné pro vSechny body télesa. Ziejmé to plati pro dva
body, pro néz r; || rj. Vezméme tedy riznobézné r;, rj. Vztah (13) platii pro vzajemny
pohyb téchto dvou bodii, existuje tedy w;; tak, Ze

/ Nl r_ . I /
wij X (=) =v, —vj=w; X I, —w; X I; ,

z ¢ehoz po roznasobeni a preskupeni dostavame

(wij — wi) x 1 = (w5 — wj) X rj .

Protoze r] | r; a vSechny omegy jsou rovnobézné, lze tuto rovnici splnit pouze tak, ze

w; = w; = w;;. Existuje tedy jediny vektor w ve sméru k, ktery nazyvame whlova rychlost.

Mutzeme tedy vztah (13) napsat pfimo pro ,necarkovanou“ rychlost i-tého bodu:
V,=Vo+wx(r—r).

Tento vztah umoznuje spocitat rychlost libovolného bodu télesa, zname-li rychlost bodu

0.

*) Rizné body se mohou pohybovat v rtiznych rovinach.
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Moment setrvacnosti
Nejprve necht bod O je v klidu a r, = 0, jde tedy o rotaci kolem pevné osy z. Pro
moment hybnosti miizeme psat

Li =mu;t; X V; = m;K X (w X ri) =m; [(I‘Z . rz-)w — (ri : w)ri] .

Posledni rovnost plati diky vektorové identité @ x (bx ¢) = (a-c)b—(a- b)c. Pro slozku
L, celkového momentu hybnosti plati

Lzzzmi [(€F + 47 + 2) w — 2}u] szi (2 +y))w=1Iw,
' i

7

kde I nazyvime momentem setrvacnosti télesa (k pfislusné ose). Z posledniho vzorce je
patrné, jak se I pocit4. Castéji nez sumu ale pro spojita télesa pocitdme integraly (viz
tvodni pozndmka).

Steinerova véta
Nyni vyjadiime L pro obecny rovinny pohyb. Plati L; = r, X m;v;. Za O volime
hmotny stfed S a uzitim vztaht ; = rs + r] a v; = vs + v/ dostdvime

/ !
Li =mir; X vs + 1, X m;V;, + rs X m;¥; — rs X m;Vs .

Nyni udéldme sumu pies i. Prvni, tfeti a ¢tvrty ¢len je roven rg X ps (Ctvrty se zapornym
znaménkem), jejich soucet je tedy také rs x ps, coz si 1ze predstavit jako moment hybnosti
hmotného stredu. Druhy ¢len ma vyznam momentu hybnosti vii¢ci hmotnému stiedu, ktery
pocitame jako v minulém odstavci*). Dostavame tedy dulezity vztah

L:L5+rs><ps. (14)

Opét uvazujme, ze néjaky bod O je v klidu a r, = 0. Podle (14) plati Lo = Ls+rsxps.
Pro z-ové slozky mame Ipw = Isw+m (m% + yg) w, kde posledni ¢len jsme odvodili stejné
jako pfi vypoctu I. Protoze vyraz v zavorce je ziejmé Ctverec vzdalenosti os jdoucich
body O a S, mizeme formulovat uzitecnou vétu*). Moment setrvacnosti I kolem néjaké
osy je o md? vétsi nez moment setrvacnosti Is kolem rovnobéiné osy jdouci hmotnym
stredem, kde d je vzdalenost os.

Kineticka energie
Kinetickou energii i-tého bodu miizeme pomoci polohy a rychlosti hmotného stredu
napsat jako

1 1
E; = §mivi2 =M {VS2 +2vs-[w X (i —rs)]+ [w x (r; — rS)]z} .

Celkovou kinetickou energii vSech bodu télesa dostaneme sumaci ptes vSechna ¢,
1 1
Ey = Z E; = §V3 Zmi—i-vs(wamiri)—vs(wxrs) Z mi+o Z w-mir/ x(wxr)],

kde posledni ¢len jsme ziskali na zdkladé vektorové identity a-(bx ¢) = b-(c x a). Prvni
Clen na pravé strané rovnosti ma vyznam kinetické energie hmotného stfedu. Druhy a tieti

*) Jeho z-ové slozka je Igw.

*) Steinerova véta. V anglosaské literature téz ,parallel axis theorem“.

68



Seridl o mechanice

¢len jsou stejné a tedy se navzajem vyrusi. z-ova slozka*) vyrazu v hranatych zavorkach u
ctvrtého ¢lenu dava, jak uz jsme jednou odvodili, z-ovou slozku momentu hybnosti, tedy
Isw. Mame tedy vysledny vyraz pro kinetickou energii, ktery se v literature casto nazyva

Konigova véta,
1 1
Ek = imvg + 5[5(.02 . (15)

Priklad 8: Jojo je rotacné symetrické téleso s hmotnosti m, momentem setrvacnosti
kolem rotac¢ni osy I a polomérem r vnitiniho vilecku, na kterém je navinuto vldkno. Jak
se bude pohybovat, pustime-li ho z klidu v tthovém poli.

Na téleso pusobi tihova sila a sila vldkna. Abychom nemuseli pocitat silu vlakna,
zvolime za bod O, ke kterému budeme pocitat momentové veli¢iny, bod kde se vlakno
oddéluje od joja. Je-li v rychlost stfedu, plati pro thlovou rychlost w = v/r. Podle (14)
a 2. impulzové véty je

Iv .
L =mvr+ — , L =M =mgr .
r
Z toho dostavame, ze zrychleni je konstatni a méa velikost
mg
oa=— 7.
m+I/r?

Piiklad 9 (tézky symetricky setrvacnik): Méjme rotac¢né symetrické tuhé téleso, je-
hoz moment setrvacnosti kolem osy symetrie je I. Co se bude dit, rozto¢ime-li toto téleso
velkou thlovou rychlosti 2 kolem osy symetrie a uchytime ho v jednom bodé O vzdale-
ném d od hmotného stifedu? Rotacni osa svird s vertikdlou thel 4.

Protoze je uhlova rychlost je velkd, 1ze moment hybnosti psat jako L = 182, prispé-
vek dalsiho pohybu k momentu hybnosti zanedbame. Na téleso piisobi moment tihové
sily (vzhledem k O). Jeho velikost je M = mgdsin¥. Vektor M je kolmy na L a lezi ve
vodorovné roviné. Z toho podle 2. impulzové véty plyne, ze svisla slozka L se bude zacho-
vavat, vodorovnd slozka se bude stacet thlovou rychlosti w = M/(Lsin ). Je to analogie
s rovhomérnym pohybem po kruznici, kde plati v = ¥ = w X r, v nasem pripadé poloze
odpovida L a rychlosti M. Rotacni osa tedy bude opisovat kuzelovou plochu s thlovou
frekvenci

__mgd
w=—q

Priiklad 10: Na dokonale hladké podlozce lezi ty¢ o hmotnosti M a délce [. Do
jednoho jejiho konce na ni kolmo rychlosti v narazi nadboj o hmotnosti m < M a ztistane
v ni zavrtany. Co se bude dit?

Na ty¢ zfejmé po urcitou dobu ptisobi sila ve sméru v a ta podle 1. impulzové véty
zpisobi, Ze se stfed*) za¢ne pohybovat rychlosti v/ ve stejném sméru. Mame-li stale na
paméti m < M, snadno rozmyslime, Ze plati v/ = (m/M)v. Ty¢ se také roztoci thlovou
rychlosti w. Celkova zména momentu hybnosti, kterou zaptic¢ini moment pusobici sily, je
AL = (1/2) Ap = Ilmv/2, a plati tedy

AL lmT” 6mu
W= —= —

1
I Lme Ml

) Jind nés nezajimé, neb hranatou zdvorku skaldrné nasobime @ = (0,0, w).

*) V dtisledku m < M povazujeme i nadale stied tyce za hmotny stred.
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Uloha S.IV ... draci

a) VZijte se do role prince, ktery se chystd useknout drakovi hlavu. M& dlouhy tézky
mec. Jakym mistem mece ma vést uder, aby ho naraz neprastil do ruky? Me¢ miizete
povazovat za homogenni, nebo navrhnout lepsi model.

b) Vymyslete co nejrealnéjsi model, jak draci chrli oheii. Pokud nevérite, ze draci
existuji, miizete misto toho vymyslet, jak poznat smér rotace turbiny ve vysavaci (aniz
byste ho rozebirali).

a) Uvazujme, Ze princovo zapésti je zaroveii osa otaceni mece. Pfed tiderem do drakovy
hlavy necht se konec mece pohybuje rychlosti v, tthlova rychlost vzhledem k ose otaceni
bude wv/l, kde [ je délka mece. Necht me¢ narazi do drakovy hlavy ve vzdélenosti d
od prince, bod narazu se pfi uderu zastavi, aby princ nebyl prastén do ruky, nesmi se
zménit rychlost bodu, ktery drzi, tj. me¢ se musi zastavit cely. Celkovy impuls momentu
vzhledem k ose otaceni tedy bude MAt = IpAw = FAtd = Apd, kde Iy = ml?/3
je moment setrvacnosti tyce, Ap = muv/2 je celkovd zména hybnosti, Aw je celkova
zména thlové rychlosti. Po dosazeni a vyjadreni dostavame pro vzdalenost mista tderu
od princovy ruky d = 21/3.

b) Modelt, podle kterych draci chrli oheii, se ndm seslo opravdu mnoho. Nejéastéji
jste navrhovali, Ze drak ma néjaké specialni plynové vaky, do kterych shromazduje hotlavy
plyn (methan, pary ethanolu atd.), jez vznikd v jeho atrobéach pii rozkladu potravy. V
hubé méa pak drak budto kfesidtko na zubech nebo elektricky orgdn jako moirsti tthofi,
jimz plyn po vytlaceni ze zdsobniho vaku zapali. Tlamu musi mit drak prorostlou nejlépe
drahokamy, aby se nespalil.

Co se tyCe vysavace méli jsme pii zadavani tlohy na mysli nasledujici: Vezmeme
vysavac do ruky (osa rotace motoru jde vodorovné) a oto¢ime ho kolem svislé osy kolmé na
osu rotace turbiny. Zménime tim smér vektoru L. Chceme-li urzet vysavac ve vodorovné
poloze, musime na néj podle druhé impulsové véty plisobit momentem sil ve sméru zmény
AL. Tedy napt. sméfuje-li L pred nas a toc¢ime-li doleva, budeme muset tlacit predek
vysavace dolti, piloti letadel rikaji, Ze vysavac¢ bude lehky na ¢umak.

Ve vasich tesenich se vSak nejcastéji objevil nasledujici postup. Vysavac zavésime na
provazek tak, aby osa rotace motoru byla svisld a zapneme ho. V pocatecni fazi sebou
vysavac skubne na jednu stranu a to na stranu opacnou nez se to¢i motor, stane se tak
v dtsledku reakéni sily.

Inercidini a neinercidlni systéemy

Tuto kapitolu seridlu zamérfime na popis pohybu v neinercidlnich systémech.*) Pri-
pomenme si, ze inercidlni systém je takovy souradny systém, vici némuz se kazdy volny
hmotny bod*) pohybuje rovnomérné pfimocare. Mozna vam to pripominad 1. Newtontv
zakon. Skutecné, precizni formulace tohoto zadkona je néasledujici: Ezistuje souradny sys-
tem takovy, Ze volny hmotny bod se v ném pohybuje rovnomérné primocare. 1.N.z. tedy
rikd pouze to, ze existuje inercidlni systém. V tomto systému pak plati 2.N.z. v obvyklém
tvaru a pri znalosti ptisobicich sil mtizeme sestavit pohybovou rovnici.

Casto ale potfebujeme popsat fyzikalni déje i p¥i pohledu z jinych neZ inercidlnich
systémi. Tyto systémy se nazyvaji neinercidlni a vici inercidlnim konaji zrychleny po-
hyb. Jisté, mtizeme cely déj popsat z pohledu systému inercidlniho a pak provést prechod

* Nro s :
) PouZivé se i termin soustava.

*) Hmotny bod, na ktery neptisobi zddné vnéjsi sily.
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do libovolného systému (to uz je jen matematika a geometrie). Tento postup si muzete
vyzkouset pri feSeni tlohy seridlu. Casto je takovy postup prilis komplikovany a je efek-
tivnéjsi hledat pohybovou rovnici pfimo pro neinercidlni systém.

Setrvacnd sila

Nejprve ozna¢me F, silu, kterd ptisobi na hmotny bod v inerciadlnim systému. Mfize
to byt jedna z sil zmihovanych v prvni kapitole (gravita¢ni, tfeci apod.), reakce podlozky
nebo jind, takzvand pravd sila. V inercidlnim systému plati ma = F,, v neinercialnim
vsak nikoliv. Pfedstavme si napt. vlak, ktery se rozjizdi po rovnych kolejich. Jirka, ktery
na vlak ptribéhl pozdé, uz jen nehybné stoji na nastupisti. P¥i pohledu z vlaku se pohybuje
zrychlenym pohybem, prestoze na néj ve vodorovném sméru zadna prava sila neptisobi.
Modifikujeme tedy pohybovou rovnici tak, ze do ni pfidame formalni ¢len F, nazyvany
zdanliva sila, ma = F, + F,. V pripadé vlaku zifejmé staci volit F, = —ma,, kde a, je
zrychleni vlaku. S timto ¢lenem bude pohybova rovnice ,fungovat® nejen pro nehybné
predméty na nastupisti, ale pro libovolny pohyb konajici télesa, napt. pro Kaju mavajiciho
na Jirku z vlaku. Tako zdanliva sila se nazyva setrvacné.

Je velmi dulezite si uvédomit, ze zdanlivé sily ptisobi pouze v neinercidlnim systému
a jsou to skutec¢né ,zdanlivé® sily, které zavadime proto, aby pohybova rovnice platila ve
stejném tvaru jako v systémech inercialnich.

Odstrediva a Eulerova sila

V pfipadé, Ze pohyb neinercidlniho systému vaéi inercidlnimu (déle jen pohyb sys-
tému) neni pfimocary, je situace podobnd. Pfedstavme si koloto¢ rotujici rovnomérné
uhlovou rychlosti w. Dita sedici na kolotoci se v inercidlnim systému pohybuje po kruz-
nici o poloméru r a ptisobi na ni tedy (prava) dostfediva sila o velikosti Fy = mw?r.
Pti pohledu z kolotoce je vsak Dita v klidu, vysledna sila ptisobici na ni v neinercial-
nim systému je tudiz nulova a proto musi na Ditu ptisobit zdanliva sila stejné velikosti a
opacného sméru nez sila dostrediva. Tato sila je vam jisté dobte znama odstrediva sila F,.
lotoce musime pridat zdanlivou Eulerovu silu F, = —me x r, kde € je thlové zrychleni
kolotoce. Zamysleme se ale, jak je to z pohledu kolotoce s Pavlem, ktery podobné jako
Jirka ztistal stat u kolotoce. Neptisobi na néj zadné prava sila a v neinercidlnim systému
na néj tedy pusobi pouze odstrediva sila. Pavel se v tomto systému ale pohybuje rovno-
meérné po kruznici coz nesouhlasi s pohybovou rovnici. Je tedy nutné pridat v poradi jiz
ctvrtou a také posledni zdanlivou silu, silu Coriolisovu.

Coriolisova sila

Nejprve rekapitujume nase dosavadni vysledky. Vzhledem k tomu, ze kazdy pohyb
Ize rozlozit na translaci a rotaci kolem pevného bodu, bude v libovolném neinercialnim
systému na hmotny bod ptisobit zdanliva sila F, = F; + F, + F.. Dosadime-li do tohoto
vzorce za jednotlivé slozky zdanlivé sily, zjistime, ze mizeme psat F, = —ma,, kde a,
je okamzité zrychleni bodu X neinercidlniho systému, ve kterém se nachéazi pozorovany
hmotny bod, pti sledovani z inercidlniho systému. Pozor, je rozdil mezi bodem X a pozo-
rovanym hmotnym bodem. X je pevny bod neinercidlniho systému, pozorovany hmotny
bod se miize viici tomuto systému pohybovat. Pfitom je zfejmé, ze pro hmotny bod, ktery
je vici neinercidlnimu systému v klidu, plati pohybova rovnice ma = F, + F,, v takovém
pripadé je stejné jako u Dity na kolotoc¢i @ = 0 a F, = —F,,.

Pro télesa, kterd se v neinercidlnim systému pohybuji, ale pohybova rovnice v tomto
tvaru neplati. To je pravé pripad Pavla stojicitho u kolotoce. Sila, kterd zaruci, ze pohy-
bova rovnice bude platit i pro tato télesa, je jiz zminovand zdanliva sila Coriolisova, pro
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kterou déle v textu odvodime vztah F. = 2mv X w, kde v je rychlost hmotného bodu
v neinercidlnim systému a w je okamzita ihlova rychlost rotace systému. VSimnéme si,
ze v pripadé vlaku, kde je w = 0 je také F. = 0, proto jsme byli opravnéni tvrdit, Ze v ta-
kovém pripadé staci pro libovolné se pohybujici hmotny bod uvazovat pouze setrvacnou
silu. Zaroven snadno nahlédneme, ze problém Pavla je zavedenim F, vyteSen.

Coriolisova, kterd je dusledkem rotace Zemé, zpusobuje fadu zajimavych jevi, od
téch znamych, jako je existence pasati, pres staceni roviny kmiti Foucaltova kyvadla
az po takové kuriozity, jako asymetrické vyjizdéni severojiznich koleji, po kterych jezdi
velkou rychlosti vlaky stéle ve stejném sméru (u nés napiiklad koridorovad dvoukolejna
trat v tiseku Brno — Ceska Ttebova).

Obecné odvozeni zdanlivych sil

V tomto odstavci provedeme obecné odvozeni vztahti pro zdanlivé sily. Vezméme
inercidlni systém a zvolme jeden jeho pevny bod O. Neinercidlni systém, v némz budeme
vysetfovat zdanlivé sily, nevolime tplné libovolné, ale tak, aby O byl i jeho pevny bod
(zobecnéni na libovolny systém se provede uz pouze pridanim translace). Pohyb, ktery
muze tento systém konat, je vlastné pohyb tuhého télesa upevnéného v jednom bodé, a
pro ten vzdy existuje vektor thlové rychlosti w zavedeny v minulém dilu seridlu.

Oznacme nyni r polohovy vektor hmotného bodu vzhledem k bodu O a hledejme
casové derivace tohoto vektoru. Derivace se ovSem lisi pii pozorovani z inercidlniho a
neinercidlniho systému (télesa, kterd jsou v jednom systému v klidu se mohou v druhém
pohybovat a naopak), ozna¢me proto svislou ¢arou za derivaci a indexem i nebo n systém,
ve kterém derivaci pocitdme. Procteme-li pozorné minuly dil seridlu, snadno nahlédneme,
ze plati

dri _ dr +wxr (16)
dt|,  dt|, '
Tento vztah plati nejen pro r, ale pro libovolny vektor w,
dw dw 4w x
- —_ w
de |, dt |, ’
dosadme do tohoto vztahu w = (dr/dt) |;,
d?r| d [dr W dr
de? |, dt \ dt},/ |, dt |;

Ozna¢ime nyni v = (dr/dt)|,, @ = (dv/dt)|, a € = dw/dt. Vektory v a a znadi
rychlost a zrychleni hmotného bodu v neinercidlnim systému a vztah (16) lze psat ve
tvaru (dr/dt)|; = v + w x r. Dosadime tento vyraz a chvili upravujeme:

d%r d

@i:a(v—i—wxr)

twx(ViwXxr)=a+exr+2wxv+wx (wxr) .
n

Leva strana udava zrychleni hmotného bodu v inercidlnim systému a je ziejmé rovna
F,/m. Néasobime-li tedy celou rovnici hmotnosti a pfevedeme-li vie kromé ma na levou
stranu, dostavame

F, —mexr+2mv X w+mw x (r x w) =ma,
coz je hledana pohybova rovnice v neinercidlnim systému. Jednotlivé cleny za F, maji po

fadé vyznam F, F. a F, (rozmyslete si zejména vztah pro odstfedivou silu).
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Priklady resené pomoci setrvacnych sil

Priklad 11: K a-¢astici o hmotnosti 4m a naboji 2e se rychlosti v pfiblizuje proton
o hmotnosti m a naboji e. Do jaké nejmensi vzdalenosti se proton ptiblizi?

Ulohu vyfesime v soustavé spojené s a-¢astici. Ozna¢me F silu, kterou na sebe ¢astice
podle Coulombova zakona pusobi. V inercidlnim systému se tedy a-Castice pohybuje se
zrychlenim F'/4m. Na proton v neinercialni soustavé ptisobi pravé sila F' a setrvacna sila
m- F/4m = F/4. Obé sily mifi od a-¢astice cely systém se jevi, jako kdyby soustava byla
inercidlni, ale a-¢astice méla naboj 5e/4.

Nyni je jiz feSeni jednoduché. Nejblize bude proton v okamziku, kdy je jeho kineticka
energie nulova a veskera celkova energie je rovna energii potencialni, tedy

1 1 5e? 5e?

E=-mv° = = Tmin =
2 167€ Tmin i

Sremu?

Piiklad 12 (zplosténi Zemé): Zjistéte, jak moc je Zemé zplostéla v disledku vlastni
rotace.

Ulohu vyf¥esime v soustavé spojené s rotujici Zemi. Piedpokladame, 7e v této soustavé
jsou vSechny jeji casti v klidu a Ze rotuje rovnomérné, a tak musime ze zdanlivych sil uva-
zovat pouze silu odstfedivou. Oznacme R polarni polomér Zemé. A zvolme v tomto bodé
nulovou hladinu gravitacni potencialni energie. Piijdeme-li nyni po ustaleném povrchu na
rovnik, ktery je od stiedu vzdalen R+ h, musi se zvysSeni potencidlni energie o mgh rovnat
praci odstredivych sil, protoze my sami pfi chtizi po ustadleném povrchu praci nekoname.
Odstfediva sila ve vzdalenosti 7 od osy je rovna F, = mw?r a plati tedy

R
1
mgh = /mwQTdr = §mw2r2 = h =
0

Dosadite-li do tohoto vztahu a porovnate vysledek se skutecnym mérenim, zjistite,
ze zploSteni Zemé je o néco vétsi, nez by podle naseho vypoctu mélo byt. Zemé totiz
v disledku ptisobeni slapovych sil zpomaluje svou rotaci a tak se zplosténi postupné
snizuje. Diky znac¢né vizkozité ale zména vykazuje jisté zpozdéni a tak v soucasnosti tvar
Zemé odpovida rotaci, kterou méla pred priblizné 10 mil. let.

Piiklad 13 (volny pad): Spoctéte, o kolik se pfi volném padu odchyli téleso ve
vodorovném sméru v disledku ptisobeni Coriolisovy sily.

Tato uloha byla resena z pohledu inercidlni i neinercidlni soustavy v minulém ro¢niku
Fykosu. Zde ji proto vytesime pouze rychle z pohledu systému neinercialniho. Coriolisova
sila vychylujici téleso pfi padu mu udéluje ve vychodnim sméru zrychleni o velikosti
a = 2wvcosy, kde ¢ je zemépisnd sitka. Dosadime-li v = gt a dvakrat integrujeme,
dostavame pro posunuti d = (1/3)wgt? cos .

Poznamenejme, ze v dob4ch antického Recka byl jednim z nejvétsich protiargument
rotace Zemé fakt, Ze pri upusténi télesa se pod nim Zemé ,nepootoci“ o stovky metri a
téleso neleti na zapad. Spravnym disledkem rotace je pritom velmi nepatrné posunuti na
vychod, které bylo ve 20. stoleti dokonce experimentalné méreno.

Piiklad 14 (Foucaltovo kyvadlo): Zjistéte, jak rychle se v zavislosti na zemépisné
Sifce staci rovina kmitid matematického kyvadla.

Tento ptiklad bude zavérem této kapitoly seridlu a ukdzeme na ném, jak vyhodné
je pozorovat stejny déj z rtznych soustav. Jak plyne ze zadani, Foucaltovo kyvadlo neni
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zadny tajemny pristroj, ktery najdeme jen ve fyzikalni laboratori, ale naprosto obycejné
kyvadlo kyvajici ovSem na rotujici zemékouli. Kyve-li takovéto kyvadlo na pélu, neméa
v inercialni soustavé divod ménit rovinu kmiti. Pfi pohledu ze Zemé se proto tato rovina
staci rychlosti otacka za den. Nevisi-li kyvadlo na pdélu, dochézi k podobnému jevu, ale
jeho zdivodnéni uz neni tak snadné.

Nyni mame 2 moznosti: Jednak fesit v inercidlnim systému pohyb kyvadla v radial-
nim poli, jehoz bod uchyceni rotuje konstantni tthlovou rychlosti kolem pevné osy, nebo
provést prechod do systému neinercidlniho a resit pohyb pevné uchyceného kyvadla pod
vlivem zdanlivych sil. Prvni moznost je nesrovnatelné slozitéjsi jak pro vypocet, tak pro
naslednou interpretaci vysledkt a volime proto druhy zptisob.

Na hmotny bod kyvadla ptisobi tyto sily: gravitacni sila F, sila vlakna F, odstfediva
sila F, a Coriolisova sila I:'c. Vyslednici F; + F, = F; (tihovou silu) lze v daném misté
povazovat za konstantni. Uhlovou rychlost rotace Zemé nyni rozlozime do sméru tihové
sily w,, a sméru kolmého na tuto silu ;. Pro Coriolisovu silu pak lze psat F. = F. + Fep,
kde F;t = 2mv X wy, a F., = 2mv X wy. Protoze v Fg, je Foyu Ll Fy a Fep, || Fo. Fep lze
ziejmé viuci F; zanedbat.

Protoze ocekavame staceni roviny kmiti, zkusime piejit do dalsi soustavy, ktera ur-
Citou rychlosti rotuje kolem svislé osy, a ve které vymizi sila F. stacejici rovinu kmitd.
Rychlost rotace této soustavy pak bude hledanou rychlosti staceni kmit.

Takovou vlastnost ma rychlost —w,,. Pfechodem do soustavy rotujici touto rychlosti
ptibude odstediva a Coriolisova sila. Odst¥ediva sila F, = mw2r (r znaéi vychyleni konce
kyvadla z rovnovazné polohy) m4 stejny smér jako vyslednice F; a F a je vzhledem k ni
zanedbatelnd. Coriolisova sila je F! = —2mv' X w, = —2m(v+w, X r) X wy, = —F, —2F),
z &ehoz je vidét, ze vyslednice sil Fu, F! je —2mw?2r a stejné jako F! ji lze zanedbat. Jediné
nezanedbatelné sily, které v nové soustavé na kyvadlo ptsobi, jsou tedy Fy a F, kyvadlo
zde kyve jako v inercidlni soustavé a nestaci rovinu kmitda.

Rychlost staceni roviny kmitt Foucaltova kyvadla vici povrchu Zemé je tedy wy =
= wsin ¢, kde w je thlova rychlost rotace Zemé.

Uloha S.V ... koloto¢
a) Mojmir a Anezka sedi presné proti sobé na toc¢icim se kolotoci. Jesté je snih a tak si
Mojmir pripravil snéhovou kouli a na kolotoci ji chce hodit po Anezce. Poradte mu, jakou
rychlosti a jakym smérem (vzhledem ke kolotoc¢i) mé kouli hodit, aby Anezku zasahl.
Udaje jsou: vzdalenost obou od osy R = 3m, tihlova rychlost kolotoce w = 1rad-s—!.
Rychlost hodu koule odhadnéte.
b) Jak vypadd trajektorie koule v soustavé spojené s kolotocem a jaké sily piisobi na
kouli v této soustave.
c) Rozhodnéte, kterd z néasledujicich tvrzeni jsou nepravdiva, a proc.
1. Z pohledu inercialni soustavy piisobi na rotujici hmotny bod odstrediva sila, ktera
vyrovnava dostredivou silu, a proto se hmotny bod pohybuje rovnomérné.
2. Odstrediva sila je reakci na dostredivou silu, nebot ma stejnou velikost a opacny smér.
3. Kdyz v inercialnim systému nahle prestane na rovnomeérné rotujici téleso piisobit
dostrediva sila, bude téleso pokracovat v pohybu po tecné primce. Z pohledu neiner-
cialniho systému se bude v diisledku piisobeni odstredivé sily pohybovat po radialni
primce.

a)Necht doba letu koule je ¢. Za tuto dobu se Anezka pootoé¢i o thel wt a snadno
dopocteme, 7ze vzdalenost mezi polohou Mojmira v okamziku hodu a polohou Anezky v
okamziku zdsahu je 2R cos(wt/2). Pohyb koule je za predpokladu zanedbatelného odporu
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vzduchu v inercidlni soustavé rovnomérny a primocary, pro rychlost pohybu koule v této

soustavé tedy plati
2R wt
v = —COS —.
t 2
Vzhledem ke kolotoc¢i musi Mojmir hodit kouli rychlosti, ktera je vektorovym rozdilem
rychlosti v a rychlosti Mojmira vii¢i inercidlni soustavé. Z kosinové a sinové véty pak
snadno dopocteme, ze pro velikost vg této rychlosti a pro jeji odklon ¢ od spojnice
Mojmira a stfedu kolotoce plati

wt v wt
UO:\/112+w2R2+2vasin—, COS = — COS —.
2 0 2

Nyni pristupme k numerickému vypoctu. Idedlni by bylo vyjadrit ¢ pomoci vg, od-
hadnout vg a provést vypocet. To je ale bohuzel nemozné. Proto zvolime nasledujici cestu.
Odhadneme t a pomoci néj dopocteme vy a ¢ (na to méme 3 vyse odvozené vzorce). Po-
kud usoudime, Ze vg je ,rozumné“, budeme dvojici vg, ¢ povazovat za feSeni tlohy. Pro
t =0,5s vychazi vg = 12,7m-=s"1 a ¢ = 27,5°. To by mél Mojmir zvladnout!

b) V neinercidlni soustavé nebude trajektorie piimka, ale kiivad ¢ara spojujici dva
protilehlé body kolotoce. Zkonstruovat ji lze snadno — vzdyt prece zndme v kazdém oka-
mziku polohu koule i kolotoce vici zemi, mizeme tedy dopocitat i polohu koule viici
kolotoci. Jediné sily, které ve vodorovném sméru v této soustavé na kouli ptisobi, jsou
Coriolisova a odstrediva. Pravé tyto sily maji na svédomi zakfiveni trajektorie presné
podle Newtonovych zakont.

c¢) VSechna tvrzeni jsou uplné nesmysly. V prvnim jsou hned 2 1Zi: v inercialni sou-
stavé na bod nepusobi odstfediva sila a bod se také nepohybuje rovnomérné (mysleno
rovnomérné primocate). Druhé tvrzeni také nemuze platit, protoze akce a reakce puisobi
na riznd télesa. Navic nemize existovat jedna bez druhé, coz u odstiedivé a dostredivé
sily neplati. Tteti tvrzeni bylo probrano v textu seridlu. V neinercidlnim systému se sice
téleso zacne pohybovat v radidlnim sméru, ale jakmile ziskd néjakou rychlost, tak ho
Coriolisova sila zac¢ne od tohoto sméru odklanét.

Fundamentalni principy mechaniky

Uvod

V prvnim kapitole seridlu jsme formulovali zadkladni ,axiomy“ mechaniky — Newto-
novy zadkony, z nich jsme dosud vychézeli. V této predposledni ¢asti si ukdzeme alter-
nativni formulace zakladnich principi klasické mechaniky. Nase cesta se bude ubirat od
Newtonova vektorového formalismu k formalismu analytickému, v némz zakladni veliciny
maji skalarni charakter a pohybové rovnice ziskdme jen derivovanim téchto veli¢in podle
vhodnych proménnych. Vyznam alternativnich formulaci Newtonovych pohybovych za-
konii spociva zejména v tom, ze podobnym zptisobem se popisuji i nemechanické jevy
(najdeme je napf. v teorii pole ¢i obecné relativité). Dale ndm tyto formulace (vyuzivaje
diferencidlniho a varia¢niho poc¢tu *)) davaji néstroj na feSeni slozitych tloh. A v nepo-
sledni radé jsou krasné a elegantni. Vzhledem k obtiznosti matematiky spojené s principy,
které budeme uvadét, nebudeme vétsinou vztahy odvozovat ¢i matematicky zdivodnovat

* ; . 1y o . e . o < N
) Narozdil od diferencidlniho poétu, kde jsou proménnymi &isla, jsou ve variaénim podtu proménnymi funkee.
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Vazby

Sily, které pisobi na hmotné body, mtuzeme rozdélit do dvou skupin. Na jedné strané
jsou to sily vtisténé (poctivé) F, napf. gravitace, elektromagnetickd sila, odpor vzduchu
atd. Na druhé strané jsou to sily vazbové R, tj. reakce podlozek ¢i obecnéjsich vazeb. Pod
pojmem vazba si predstavujme urcité omezeni pohybu napt. matematické kyvadlo se musi
pohybovat tak, aby vzdalenost zavazi od osy otaceni byla stéle stejn4. Casto je vazba dana
pohybem po povrchu jiného télesa. Matematicky zapisujeme vazby nasledovné: Pohyb po
kouli o poloméru a se stfedem v pocatku je omezen vazbou ¢(r) = 2+t +22—-a?2=0.
Pohyb po naklonéné roviné ¢(r) = z — z tan & = 0. Obecné vazby zavisi na poloze, Case a
rychlosti. Dale se budeme zabyvat pouze popisem pohybu podrobeného tzv. holonomnim
(tzn. na rychlosti nezavisejicim) vazbam. Plati totiz velmi uZitecné pravidlo, totiz Ze sily
holonomnich vazeb jsou k vazbam kolmé.

d’Alembertiv princip

Uvazujme tedy pohyb podrobeny holonomnim vazbam. Ozna¢me dx malé posunuti,
které je v souladu s vazbami. Toto posunuti skalarné vynasobime vazbovou silou R. Vime,
ze R je kolma na dx, tedy dx - R = 0. Vazbovou silu mizeme psat jako R = mx — F. Po
rozepsani do kartézskych slozek tedy pro pohyb hmotného bodu dostavame podminku

3

Z(mxz — FZ)(;QJZ =0.

=1

Ukazuje se, ze tento vztah lze zobecnit pro N hmotnych bodt v tzv. d’Alembertiv princip
mechaniky: Soustava N hmotnych boda se vyviji takovym zptisobem, Ze

3N

Z(m’x’ — Fl)(s:l?l =0 (17)

=1

pro kazdé tzv. virtualni posunuti dx;, ¢imz minime nekonecné malé posunuti, které je v
kazdém okamziku v souladu s holonomnimi vazbami (¢ (z1,...,23n5,t) =0,k =1,..., v,
kde v je pocet vazeb). Jinak feceno virtudlni posunuti je libovolny vektor lezici v te¢ném
prostoru k vazbam. Poznamenejme jesté pro ujasnéni, Ze mgj_o = mgj_1 = m3;j,j =
= 1,...,N. D’Alemberttv princip je ekvivalentni Newtonovym pohybovym zikonim.
Pro tfeSeni uloh sdm o sobé tento princip prili§ uziteény neni, ale odvozuji se z néj dale
uvadéné principy.

Dva disledky d’Alembertova principu

a) Neni-li pohyb omezen zddnymi vazbami, tj. vazbové sily nejsou (jsou nulové), musi
(17) platit pro vSechny dz;, a tedy (17) pfechazi v Newtonovy rovnice m;i; = Fj.

b) Zkoumame-li systém bez pohybi, je pro vSechny i #; = 0 a tedy se (17) redukuje
na tzv. princip virtualnich praci

3N
> Fibzi=0. (18)
=1

Slovné se da (18) formulovat asi takto: Prace vykonand pfi nekoneéné malém virtudlnim
posunuti z rovnovazné polohy je nulova. Princip virtualnich praci se s vyhodou pouziva
pti hleddni rovnovaznych poloh systému. V konzervativnim poli (tj. pole, kde existuje
potencidl) je feseni (18) ekvivalentni hledani polohy, ve které mé potencial staciondrni
bod (nejcastéji minimum).

76



Seridl o mechanice

Priklad 15: tycka

Najdéte rovnovaznou polohu tycky délky 21 opfené o hranu stolu a sténu (viz obr.
19).

Zavedeme soustavu soutradnic, viz obr. 19. Princip virtudlnich praci zapiseme jako
Fpox + Fyoy + F.0z = 0. Jelikoz jedinou vtiSténou silou je ttha G, kterd ma smér osy
y, redukuje se princip na dy = 0. Neboli rovnovaznéd poloha je tam, kde ma soutadnice

y (vyska té7isté) extrém. Parametrizujme polohu tycky thlem 6, pak y(8) = —atanf +
[sin 6, zderivovanim dostaneme 8y = (—a/ cos? 6 + [ cos #)38 = 0, coz plati pro

1
cosf = (a/l)3,
pro takovy thel je tedy ty¢ v rovnovazné poloze.

Lagrangeovy rovnice

uloh, jsou tzv. Lagrangeovy rovnice II. druhu. Maji totiz dvé zasadni vyhody. Jednak se
daji snadno sestavit (postup je téméf manudlni ¢innosti), coZ ocenime zejména u slozitych
systémi, ve kterych bychom se pii sestavovani newtonovskych rovnic do té spousty sil
urcité zamotali. Druhd vyhoda spociva v tom, ze Lagrangeiv formalismus neni vazany
na kartézské souradnice, muzeme si tedy zvolit takové souradnice, které se nejlépe hodi
na dany problém. Drobné nevyhoda je skutecnost, ze k pouzivani formalismu je nutné
umét derivovat a reSit diferencidlni rovnice®).

Podle vlastnosti systému se rozliSuje mnoho variant Lagrangeovych rovnic, my se
(oznalme V). Celkovou kinetickou energii systému oznacme T*). Kliovou veli¢inou je
pak rozdil L = T —V, ktery budeme nazyvat Lagrangeova funkce nebo kratce lagrangian
[Cti lagranzian].

Pro popis systému si mtzeme zvolit libovolnou sadu veli¢in, pomoci kterych umime
popsat kazdy mozny stav systému. Volime jich co nejméné a tak, aby co nejlépe , paso-
valy*“ na dany problém, tedy pro matematické kyvadlo kyvajici v jedné roviné nevolime
,y, 2, ale tthel vychyleni ze svislé polohy. Tim jsme zarovein vyiesili popis vazeb. Cis-
lim popisujicim stav systému budeme fikat zobecnéné soutadnice a oznacime je qi ... gn.
Vétsinou to budou vzdalenosti, poméry vzdalenosti, nebo thly.

Jediné, co musime pfi feseni tlohy pomoci Lagrangeova formalismu udélat, je vyjad-
feni L pomoci zobecnénych souradnic. Obecné to bude funkce zobecnénych soutradnic ¢;,
jejich derivaci ¢; a casu. Tuto funkci postupné parcidlné zderivujeme podle vSech ¢; a ¢;.
Tim dostaneme 2n jakychsi vyrazi, které chapeme jiz pouze jako funkce casu a sestavime

celkem n rovnic tohoto tvaru
d /0L oL
—[=— ] —-—=—=0. (19)
dt (9(]2' (9(]2'

To jsou jiz pohybové rovnice, jejichz feSenim dostaneme zavislost zobecnénych soutradnic
na ¢ase. Uvedme tedy nékolik prikladi:

Priiklad 16: volny pad

Pro reseni volného padu potiebujeme jedinou zobecnénou souradnici h — vysku nad
zemi. Vyjadrit lagrangian je snadné, je totiz T = th/Q, V=mghatedy L=T -V =
= mﬁ2/2 — mgh. P¥islusné parcidlni derivace jsou 0L/0h = —mg a 8L/8ﬁ = mh. Nyni

) Rovnice, ve které vystupuje nezndmé funkce a jeji derivace. V podstaté kazd4 pohybovéa rovnice je diferen-
cidlni rovnici.

*) Koho to mate, necht klidné pise Ej, a E},, varianta bez indext je ale rychlejsi na psani.
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zderivujeme druhy vyraz podle ¢asu a dosadime do (19). Dostavame mh + mg = 0, tedy
to samé, co bychom dostali z II. Newtonova zakona.

Priiklad 17: matematické kyvadlo

Kyva-li kyvadlo v jedné roviné, staci nam staci jedinad zobecnéna soutradnice — thel
vychyleni ze svislé polohy . Ma-li kyvadlo délku [ a hmotnost m, plati T = mi?¢?/2 a
V = —mgl cos ¢. Sestavime tedy Lagrangeovy rovnice:

% (ml2gb) + mglsinp = 0,

g'b+%sing0:0.

Dostali jsme nasi zndmou rovnici pro matematické kyvadlo, kterou rfesime pro malé kmity
linearizaci (nahradime sin ¢ argumentem ¢).

Piiklad 18: Huygensovo kyvadlo

Re$me pohyb kvadru, ktery dokonale klouza bez tfeni uvniti cykloidy (u kulicky by
nam trochu komplikovaly zivot rotace). Cykloida je kiivka, kterou opisuje bod kruznice,
ktera se bez prokluzu vali po primce. Na této tloze si ukdzeme, jak je vyhodna moznost
volby zobecnéné soutradnice. Za zobecnénou souradnici zvolime v tomto pripadé vzdale-
nost z (viz obr. 23), protoZe pomoci ni snadno vyjadiime L. Velikost rychlosti kviadru je
totiz rovna dvojnasobku rychlosti, kterou se zvétsuje tsecka z (viz aloha seridlu), tedy
T = 2m#%. Z Eukleidovy véty zase snadno vyjadiime vysku kvadru nad nejniz§im bodem
cykloidy, h = 2%/2r. Mame tedy lagrangian L = 2m2? — mgz2/2r, ze kterého dostavame
Lagrangeovu rovnici

g

4m2+@z:0 = Z4+ —2z=0.
r 4r

Dostali jsme rovnici harmonickych kmitt
s periodou T = 2m+/4r/g. Pfitom jsme ni-
kde nic nezanedbavali ani nelinearizovali!
Mozna vas zarazilo slovo , kyvadlo® v nazvu
této tlohy. Pokud bychom totiz prinutili za- 7
vazi matematického kyvadla misto pohybu
po kruznici k pohybu po cykloidé, mélo by

takové kyvadlo periodu nezavislou na vy- 2 h
chylce i pro velké tihly. Zkuste se zamyslet, -
jak by se to dalo udélat, v pristi a posledni Obr. 23

kapitole vam prozradime reSeni.

Hamiltondv variacni princip

V mechanice existuji jesté obecnéjsi principy, nez Lagrangeovy rovnice. Vétsinou se jiz
tolik nehodi k feseni tloh, ale maji velky teoreticky vyznam. Jednim takovym principem
je takzvany Hamiltoniv variacni princip nebo téz princip minimalni akce.

Predpokladejme, Ze zndme vychozi a konecnou konfiguraci systému (napi.: v ¢ase
0 je hmotny bod v pocétku a v ¢ase 10 s je v bodé [10m,20m]). Princip minimélni
akce pak tvrdi, Ze si systém ze vSech moznych pohybti, kterymi lze prejit z vychoziho do
konec¢ného stavu, vybral pravé ten, pti kterém byla stfedni hodnota L*) nejmensi mozna.

*) Stfedni hodnota funkce na intervalu je definované jako plocha pod grafem této funkce lomeno $itka intervalu.
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Takova formulace vim moznd pripomind Fermattv princip minimalniho ¢asu, ze kterého
lze odvodit zdkony paprskové optiky — primocaré Sifeni, odraz i lom. Stejné tak lze z
principu minimalni akce odvodit Lagrangeovy rovnice a z nich Newtonovy zakony.

My si zde pro ilustraci ukdzeme, ze pro nejjednodussi pohyb — pohyb volného télesa
— je stfedni hodnota lagrangianu pro skutecny pohyb opravdu mensi nez pro jakykoliv
jiny pohyb. Protoze neméme dostatek prostfedkd na feseni tohoto problému pomoci
integrald, rozdélime si Casovy interval (0,t) na n stejné Sirokych ¢asti (n je velké) a
oznacme v; rychlost v i-tém intervalu. Necht pocatecni poloha je v pocatku a koncova
v bodé se soufadnicemi [d, 0, 0]. Pro rychlosti pak plati

n

t 1 — d
ngi:d = ;ZUZ:?
=1 =1

Lagrangian pro volné téleso je pouha kinetickd energie, nebot potencialni je konstantni.
Vyjadrime tedy jeho stredni hodnotu:

I =m 1<~ 5, 2L
LSZEZEUi = EZ% = ms.
i=1 i=1

Z matematiky mozné znate nerovnost mezi aritmetickym a kvadratickym primérem:
n
1 Z
n
=1

kde rovnost nastava pouze v pripadé v; = vs = ---v;. Dosadime-li do této nerovnosti,
dostavame po snadné upraveé
1 (d\?
Li>-m|—-] .
2 t

Stiredni hodnota lagrangianu je tedy vétsi nebo rovna konstanté, kterd nezavisi na pribéhu
pohybu. Minimalni bude tedy v pripadé, ze nastane rovnost. Pak jsou ale vSechny rychlosti
stejné a jde o rovnomérny pfimocary pohyb s rychlosti v = d/t. Vlastné jsme tedy pomoci
Hamiltonova variacniho principu dokazali I. Newtontv zakon.

Uloha S.VI ... principy mechaniky
a) Podobné jako v ptikladu v seridlu je dy = 0. Nyni ov8em plati
(M +m)y=m(lsinf —atgd) + M (2lsinf — atgh)

a(M +m) 1/3
[(2M + m))

b) Oznalme a vzdalenost bodu cykloidy a bodu dotyku valici se kruznice s vodorovnou
primkou, po které se odvaluje. Ziejmé plati v = aw, kde w je rychlost odvalovani kruznice
(bod dotyku kruZnice je pélem pohybu). Protoze se thel v trojihelniku proti odvésné z
zvétsuje rychlosti w/2 (je to obvodovy uhel a prislusny stfedovy se zvétsuje rychlosti w),
plati také z = aw/2. Dostavame tedy v = 22.

m(lcos@—ﬁ) +M(2lcos€—ﬁ) =0 = cost(

Meze platnosti klasické mechaniky

vvvvvv

které ¢ini klasickd mechanika, a podivame se, jak se o jejich platnosti vyjadiuje moderni
fyzika. Nez se do toho ale pustime, dofesime nékolik drobnosti, které zbyly z minulych
kapitol.
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Konstrukce Huygensova kyvadla

Vime, ze téleso pohybujici se po cykloidé vzniklé pii valeni
kruznice o poloméru r kyva se stejnou periodou jako matema-
tické kyvadlo délky 4r. Tato perioda ovSem vibec nezavisi na :

vychylce. Zajimavé je, ze toto kyvadlo lze pomérné snadno se-
strojit, sta¢i k nému podle obrazku 24 prilozit dvé stejné cyk-
loidy ptislusejici opét poloméru r. Neni tézké se presvédcit, ze
pak je kfivka opsand koncem kyvadla opravdu cykloida. Pokud
se pustite do vypoctu, poradime vam, ze délka oblouku cykloidy od jejiho stredu do bodu
odpovidajiciho odvaleni kruznice ¢ je [ = 4rsin (¢/2).

Pocitani momentu setrvacnosti

Dale si povime nékolik ,fint“, pomoci kterych lze snadno a bez integrali urcit mo-
menty setrvacnosti tuhych téles. Zacneme vyuzitim Steinerovy véty. Hledejme moment
setrvacnosti homogenni tycky délky [ a hmotnosti m kolem osy na tycku kolmé a pro-
chazejici jednim jejim koncem. Ten je ziejmé roven I = amli?, kde « je bezrozmérni
konstanta. Polovi¢ni tycka ma zifejmé osminovy moment setrvacnosti a moment setrvac-
nosti piivodni tycky kolem osy jdouci stiedem je pak I = (a/4)ml%. Aplikujeme-li nyni
Steinerovu vétu, dostavame

2
l 3 1 1
I = IT +m <§> = ZamZQ = ZmZQ = a = g
Podobné lze pro moment setrvacnosti trojihelnika kolem osy kolmé na jeho rovinu a
jdouci t&%istém odvodit vztah I = (m/27)(t2 + ¢ + t2) = (m/36)(a® + b? + c?). Stadi

trojuhelnik rozdélit stfednimi prickami na 4 shodné trojuhejnicky a aplikovat Steinerovu
vétu.

Nyni hledejme moment setrvacnosti ctverce kolem osy jdouci jeho stfedem a rovno-
bézné s dvéma jeho stranami. Pokud tento ¢tverec ,splacneme® ve sméru osy, nic se na
momentu setrva¢nosti nezméni, plati proto I = ma?/12. Déle hledejme moment setrvac-
nosti tohoto ¢tverce kolem osy jdouci stiedem, kterd je na jeho rovinu kolmé. Uvazme
obecné rovinny utvar lezici v roviné xy a I, I, I, momenty setrvacnosti kolem piislus-
nych os. Kazdy hmotny bod prispiva k I, hodnotou miy?, k I, hodnotou mlzzsl2 akl,
hodnotou mz(xf + yf), plati tedy I, = I, + I. Proto je hledany moment setrvacnosti
tverce roven I' = ma?/6. Stejny moment setrvacnosti méa i krychle, nebot ze Ctverce
vznikne pouze protazenim ve sméru osy.

Vzorec I, = I, + I, pro rovinna télesa lze také pouzit pro vypocet momentu setrvac-
nosti kruhu kolem osy lezici v jeho roviné a jdouci stifedem. Umistime-li totiz ¢tverec do
roviny zy, plati I, = I, = mr?/4, nebot I, = mr?/2.

Nakonec povézme par vét o tenzoru setrvacnosti. Pokud problém velmi zjednodusime,
lze tict, ze libovolné téleso lze z hlediska setrvacnych vlastnosti nahradit homogennim
elipsoidem. Uvérime-li tomuto tvrzeni, mizeme zjistit mnoho zajimavych véci o symet-
rickych télesech. Napriklad predpoklddejme, Ze jsme nasli prislusny elipsoid pro krychli.
Protoze je moment setrvacnosti krychle kolem 3 navzajem kolmych os stejny a elipsoid
musi mit stejnou vlastnost, nezbyva nez aby timto elipsoidem byla koule. Ta ma ale stejny
moment setrvacnosti kolem libovolné osy jdouci sttedem. Stejnou vlastnost bude ale mit
i krychle! Muzete toto tvrzeni ovérit napriklad vypoctem momentu setrvacnosti kolem
télesové thlopricky. Podobné uvahy lze provadét i pro rovinna télesa, napft. pravidelné
n-uhelniky musi mit moment setrvacnosti stejny kolem libovolné osy lezici v jejich roviné
a jdouci stfedem.
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Omezeni pfi pouZiti zakladnich pojmu
Nyni se ale uz vénujme slibenému srovnani klasické fyziky s modernimi disciplinami.
V klasické mechanice maji zadkladni pojmy ptiblizné charakter.
e Prostor
Predpokladame, ze je spojity, trojrozmérny, homogenni a izotropni a Ze je popsan
eukleidovskou geometrii.
e Cas
Predpokladame, ze je také spojity, jednorozmérny, homogenni a spole¢ny pro vSechny
pozorovatele.
e Télesa
Jsou rozlisitelna. Daji se nahradit soustavou hmotnych bodt.
e Stav
Je dan hybnosti a polohou kazdého hmotného bodu.
e Casovy vyvoj
Urcuje casové zmény stavu télesa v zavislosti na stavu systému, v némz se téleso
nachézi. Je popsan pohybovou rovnici.
Klasickd mechanika predpoklada existenci inercidlniho systému. Nezajima ji ptvod
sil, se kterymi pracuje, ale klade na né nasledujici omezeni: Plati princip akce a reakce,
princip superpozice a sily zavisi pouze na okamzitém stavu systému.

Jak je tomu ve skutecnosti (resp. v modernéjsich teoriich)

e Prostor
Zustava spojity a trojrozmérny, ale nikoliv eukleidovsky. Velké | kusy“ prostoru jsou
zakiivené a popisujeme je riemanovskou geometrii (v ni napf. neplati obvyklym zpt-
sobem Pythagorova véta). Podle souc¢asnych predstav se dokonce geometrie vesmiru
se méni s Casem. Pro dostate¢né malé oblasti vesmiru (Sluneéni soustava), dostatecné
vzdélené od téles s velkou hmotnosti (Slunce ma malou hmotnost) a dost dlouho po
vzniku vesmiru (nyni) lze ovSem prostor za eukleidovsky, homogenni a izotropni a
neproménny v case povazovat.

e Cas
Spojity a jednorozmérny ziustava. Spolecny pro vsSechny pozorovatele ale v zadném
pripadé neni. Uvazujeme-li neptilis rozlehlé systémy neobsahujici télesa velkych hmot-
nosti, lze casy jednotlivych pozorovateli v klidu rozumné synchronizovat. Ovsem po-
kud se pozorovatelé vii¢i sobé pohybuji, jsou jejich casy ruzné. Klasicky predpoklad o
shodnosti ¢asii pro vSechny pozorovatele se da pouzit pouze, jsou-li vzajemné rychlosti
mnohem mensi, nez rychlost svétla.

Poznamenejme, ze s modelem Casové proménné riemanovské geometrie prostoru
a s lokdlnim casem pracuje obecné teorie relativity. Matematicky aparat této teorie
je velmi velmi slozity.
Tzv. specialni teorie relativity pracuje s eukleidovskou geometrii prostoru, ale s

casem, ktery je prifazen jednotlivym inercidlnim systémum.

e Stav
Neni dan hybnosti a polohou hmotného bodu. Podle kvantové teorie popisuje stav
castice vinova funkce, jez je definovana v celém prostoru. Tato vinova funkce dovoluje
urcit pouze pravdépodobnost vysledkid méreni provadénych na castici. Navic podle
jednoho z dtisledki kvantové mechaniky, Heisenbergovych relaci neurcitosti, nelze za-
roven presné zmérit hybnost i polohu jedné castice. Postacujicimi podminkami pro
aproximaci vlnové funkce klasickym stavem je dostateéné velkd hmota Castice (pra-
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chové zrnko o hmotnosti nékolika ng), jeji dostateénd velikost (mikrometry) a velka
teplota systému (pokojova bohaté staci).

e Télesa
I v pripadé vice Castic je systém popsan jedinou vinovou funkci. Ne vzdy lze pak
jednotlivé Castice rozlisit.

e Casovy vyvoj

Protoze stav v kvantové mechanice je podstatné odlisny od stavu klasického, je i jeho

casovy vyvoj popsan zcela jinou diferencidlni rovnici. Vyvoj klasickych hodnot pak

odpovida vyvoji strednich hodnot kvantovych veli¢in.

Dale narozdil od predpokladt klasické mechaniky neni pravda, Ze sily zavisi pouze
na okamzitém stavu soustavy. Divodem je fakt, ze sily se $iti konec¢nou rychlosti a musi
proto zaviset na minulosti systému. Tento problém se ovSem da odstranit zavedenim pole
popisujiciho $iteni interakci, pak sily zavisi na okamzitém stavu systému a onoho pole.
Nesplnény jsou i dalsi pozadavky. Napt. gravitacni sila nespliuje princip superpozice.

Jak tedy vidime, celou dobu jsme se zabyvali teorii zaloZzenou na predpokladech, které
nejsou presné splnény nikdy, ale prakticky vzdy dost presné na to, aby klasickd mechanika
sla pouzit.
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Poradi nejlepsich resitelu

Kategorie Ctvrtych rocnikii

Potadi nejlepsich tesitelu

Poiadi|Jméno |P¥ijmeni |T¥ida|Skola Body
Student|Pilny F.1 MFF UK 202

1 Jan Kunc 4.A |Gymnézium Kolin 140
2 Miroslav |Kozel 4.A |Gymnéazium C. Budé&jovice - J. V. Jirsika, 7
3 |Peter Cendula 4.B |Gymnéazium Liptovsky Mikulas 69
4  |Vladimir|Fuka 7.A |Gymnézium Rakovnik - Zikmunda Wintera| 68
5 Martin |Beranek Gymnézium Praha - Ohradni 66
6 Zoltan |Mics 4.B |Gymnézium Sahy 53
7 |Juraj Feilhauer B |Gymnéazium Bratislava - Groslingova 52
8 |Jan Kratochvil| 4K |SPSST sdélovaci techniky Praha 32

9 - 10 |Zdenék |Cejnar 4.A |Gymnéazium Ricany 31

9 - 10 |Pavol Mikco 4.B |Gymnézium Stropkov 31
Kategorie tretich rocniku

Poiadi|Jméno |Piijmeni|T¥ida|Skola Body

Student | Pilny F.1 |MFF UK 202
1 Eva Skopalova G Poprad 138
2 Miroslav |Sulc 6.B |Gymnazium Usti nad Labem - Stavbait 90
3 Michael |Komm 7.  |Gymnazium Praha - Jana Keplera 87
4 |Tubos |Bednarik | 3.F |Gymnézium Trencin 79
5 Michal |Hajn Gymnézium Jihlava 65
6 Miroslav | Frost 6.A |Gymnazium Brno - Elgartova 61
7-8 |Matej Dubovy 3.B |Gymnazium Trenéin 55
7-8 |Ondfej |Vencalek | 3.B |Gymnéazium Frydek-Mistek - P.Bezruce 55

9 Jakub  |Galgonek GPB Frydek-Mistek 54
10 |Zdenek |Cejka Gymnézium Praha - U Libenského zamku| 50
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Kategorie druhych roCniku

Poiadi|Jméno |Piijmeni|T¥ida|Skola Body
Student |Pilny F.1 {MFF UK 202
1 Miroslav |Hejna 6A8 |Gymnazium Rychnov 176
2 Michal |Bares 6.A |Gymnazium Plzen - Mikulasské nam. 117
3 |Lukds |Chvatal | 6A8. |Gymnéazium Brno - Bystrc 115
4  |Vaclav |Cvicek 2.A |Gymnéazium Frydek-Mistek - Petra Bezruce| 97
5 Tibor Vansa Gymnézium Moravskad Ostrava 96
6 |Jan Prachar Gymnézium Rychnov 91
7 |Karel Tdma 6.A |Gymnazium Moravskd Ostrava 89
8 Jaroslav |Trnka 2.B |Gymnézium Praha - Prazacka 80
9 Lubos |Matasek | 6.A |Gymnazium Plzen - Mikulasské nameésti 76
10 |Jaroslav |Kudlicka | 6.A |Gymnazium Hodonin 66
Kategorie prvnich roCniki
Potadi | Jméno | Pi¥ijmeni T¥ida | Skola Body
Student | Pilny F.1 | MFF UK 202
1 Alexadr | Kazda Gymnézium Praha - Nad Aleji 111
2 Petr Housték 4. Gymnézium Pelhfimov 89
3 Hana Suchomelové | 9.A | ZS Trencin 18
4 -5 | Maria Sediva 1.A | ZS Trenéin 16
4 -5 | Martin | Vana 1.D | SPSS Praha - Betlémska 16
6 Lucie Vasicka Gymnazium Most 14
7 Michal Havel COP Hronov 12
8 Jan Kuchar Gymnézium Brno - t¥. Kpt. Jarose | 11
9-10 |Lukas Volesky 1.B | COP Hronov 8
9-10 | Jana Vrabelova G Trencin 8
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