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12. roénik, Gloha V.1 ... jehla na vodé (3 body; primér ?; tesilo 58 studenti)

Urcete maximalni priimér ocelové jehly, ktera se jesté udrzi na vodni hladiné. Jehla je
pokryta tenkym olejovym filmem, aby ji voda nesmacela. Znate hustotu oceli, vody a povrchové
napéti vody. Pokud feseni problému zavisi na délce jehly, pokladejte ji za znamou a diskutujte
jeji vliv.
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Obr. 1

Jehlu povazujme za valec o vysce [ a poloméru r, pficemz plati [ > r. Hustotu oceli,
z které je jehla vyrobena, ozna¢me g, a hustotu vody g. Povrchova napéti zna¢me: rozhrani
voda—vzduch o1 = o, voda—jehla o2 a vzduch—jehla o3.

Situace, kdy se jehla drzi na vodni hladiné, je nakreslena na obr. 1 — fez rovinou kolmou
na osu jehly. Tiha jehly G je kompenzovana vyslednici sil F', kterymi na jehlu ptisobi voda a
vzduch. Jsou to jednak tlakové sily ptsobici na povrch jehly a jednak povrchové sily ptisobici
v bodech A a B. Tlakové sily jsou zpiisobeny hydrostatickym tlakem a zak¥ivenim rozhrani
voda-jehla a vzduch-jehla.

My ukazeme, ze vysledek ovlivni podstatné pouze rozhrani voda-vzduch. Z podminek rov-
novahy v bodech A a B lze pro thel ¥ odvodit
g2 — 03

Ficos9+Fs=F, = cosd=
g1

Prispévek F}, povrchovych sil k celkové vyslednici F' tedy ¢ini
F, = —2F1sinvcosp = —2loysin¥cosp.

Vyslednice Fj1 tlakovych sil zptisobenych zakfivenim rozhrani voda—jehla je dana vztahem

Fi1 =2loasing. o h
Podobneé 1ze spocitat i vyslednici Fy2 tlakovych sil zptisobenych A B
zakfivenim rozhrani vzduch—jehla
Fro = —2lossingp.
Obr. 2

Vyslednici hydrostatickych tlakovych sil ptisobicich na jehlu
mezi body A a B ozna¢me F}. Tuto silu je mozné spocitat nasledujicim ,trikem“. Uvazme
téleso, jehoz fez rovinou rovnobéznou s podstavami je zobrazen na obr. 2. Vysledna vztlakova
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sila ptisobici na toto téleso je rovna vyslednici tlakovych sil pisobicich na plochu mezi body A
a B. Tato vyslednice je vSak rovna F}. Pro Fj tedy plati

Fn = {Qhr sin ¢ + (z—('oﬂr2 — %QTSingorcos 4,0)} log .
i

Pro vyslednou silu F' tak dostavame vztah

F=Fn+ Fp1 + Fra + Fp =
=2l[(o2 — 03)siny — o1 sin¥ cos ] + [2hrsin<p+r2 (¢ — 3sin2¢)] log.

Vyuzijeme-li vztahu pro cos, lze predchozi rovnici upravit na nasledujici tvar
F =2losin (¢ —9) + [2hrsin4p +7? (gp — % sin2<p)} log .

Z toho vidime, Ze rozhrani voda—jehla a vzduch-jehla rovnovahu ovliviiuji prostfednictvim
uhlu ¥, v piipadé, Ze voda jehlu dokonale nesmaci (¢ = %Tt a ¥ = 0), rovnovahu neovliviiuji
vubec. Sila F je v pfipadé rovnovazné polohy jehly rovna tize jehly G, kterd je dana vztahem

G =1lr?0og.

Zbyva jesté urcit hodnotu h. Je-li R polomér kfivosti vodni hladiny, potom zakriveni hladiny
zpusobi v tomto misté tlak, ktery je roven o/R. Tento tlak je kompenzovan hydrostatickym
tlakem. Funkce y(x), ktera popisuje tvar vodni hladiny, tedy spliiuje tuto diferencialni rovnici

1
ay _
a+yr)i

Tato rovnice nezavisi explicitné na x. Polozme tedy z = y(z) a 3’ = p(z) = p(y(z)). Funkce

p(z) musi Yesit rovnici

Pp o9
—£f &,
(1+p?): @
Separaci proménnych ziskdme rovnost
Lo lwa

Vitp®: 20

Konstantu C uréime z okrajovych podminek. Pro y — 0 je i ¥/ — 0. To znamené:
z — 0= p(z) > 0atedy C = 1. V bodé B plati: y' = p(—h) = tg(p — ). Dostavame
tak nasledujici vyjadfeni pro h

20
h:\/g—g[lfcos(gofﬂ)].

Z vyjadreni h a F plyne, ze maximalni hodnota sily F' nastava pro ¢ = %1’( a ¥ =0 (voda
jehlu dokonale nesmééi). Pro maximalni polomér r,, jehly, pfi kterém se jehla jesté udrzi na
hladiné, plati

ﬂrigog = 20 4 2rm/ 2009 + grfngg.
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VyfeSenim této rovnice ziskame vysledny vztah pro maximalni prameér jehly

dm = \/T [\/74—\/211,90 (v —2) ]

T (200

Ciselné vychazi d,, = 2,0 mm. Pokud bychom neuvazovali hydrostaticky tlak, pak by vysledny
vzorec vypadal nasledovné (do pfedchoziho vzorce sta¢i dosadit o = 0)

8o
T0og

Ciselné potom vychézi d,, = 1,6 mm.

Ve skutecénosti vSak bude d,, o néco mensi, nebot pfi ¢ = %‘IT je jehla v nestabilni poloze
(pokud se thel ¢ zvétsi, potom se jehla definitivné potopi). Pokldddme-li jehlu na vodni hladinu,
potom maximalni priimér jehly musi byt také mensi, nebot pfi thlech ¢ blizkych %1’( snadno
dojde k poruseni povrchové vrstvy vody.

Uvedené vysledky plati za predpokladu [ > r. Pfedméty nazyvané jehla tento predpoklad
obvykle splnuji. Pokud by jevy vznikajici na koncich jehly neslo zanedbat, potom bychom tento
problém nemohli pfevést do roviny a feSeni by bylo podstatné komplikovanéjsi.

Zavérem jesté nékolik slov k doslym fesenim. Castou chybou bylo opomenuti faktu, Ze povr-
chové sily ptisobi po obou stranach jehly (ve vzorcich chybély dvojky). Néktera feSeni (hlavné
obrazky) nerespektovala, ze povrchové sily maji vzdy smér teény k povrchové blané. Hodnotu h
spocitali pouze dva fesitelé, pficemz jeden z nich chybnym postupem dostal kupodivu spravny
vysledek. Ostatni Fesitelé pro vztlakovou silu (pokud ji uvazovali) vétSinou pouzivali vyjadieni
%TYT‘2I 0g nebo wr2log. Druhy vztah je viak obecné chybny. Neumime-li uréit z, potom miiZzeme
pouze Fici, Ze v pfipadé ¢ = 3 je vztlakova sila vétsi nez %ﬂ’l‘ngg (h > 0). Z toho lze potom
ur¢it miniméalni hodnotu d,,. L

Karel Kolar
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