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Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK PøedmluvaPøedmluvaMilý ètenáøi,v této roèene se ji¾ tradiènì sna¾íme ukázat èinnost FYKOSu (FYzikálního KOrespondenè-ního Semináøe) ve ¹kolním roe 1996/97, kdy probìhl jeho jubilejní X. roèník.Struktura této roèenky se mírnì li¹í od toho, jak vypadá semináø bìhem roku. Ten vypadátak, ¾e øe¹itelé dostávají, víeménì pravidelnì, zadání ¹esti sérií úloh. Ka¾dá série obsahuje5 teoretikýh úloh, 1 experimentální úlohu a kapitolu Seriálu na pokraèování, o¾ je letospovídání o astronomii a astrofyzie. Seriál je doplnìn dal¹í, elkem tedy sedmou úlohou.Øe¹itelé øe¹í (jak ji¾ vyplývá z jejih názvu) tyto úlohy a poté je po¹lou (ne nutnì v¹ehny)na adresu semináøe. Následnì organizátoøi úlohy opraví, obodují a za¹lou zpìt øe¹itelùm,aby si mohli prohlédnout své hyby. Na základì bodování je sestavena výsledková listinaa na koni ka¾dého roèníku jsou nejlep¹í øe¹itelé po zásluze odmìnìni. FYKOS je pøedev¹ímsoutì¾!Toto základní shéma semináøe vzniklo nìkdy na jeho poèátku. Nejdøíve se k nìmu do-plnila dvì ka¾doroèní soustøedìní, která jsou ji¾ neodmyslitelnou souèástí semináøe. Jsouodmìnou nejlep¹ím øe¹itelùm v¾dy na jaøe a na podzim. Dal¹í aktivitou je Den s experi-mentální fyzikou, kdy umo¾níme (ve spoluprái s jednotlivými praovi¹ti) na¹im øe¹itelùmnáv¹tìvu nìkolika praovi¹», kde se dìlá þopravdová fyzikaÿ.Tolik ¾ivot semináøe bìhem roku, o v¹ak ukrývá tato roèenka? Na zaèátku najdetekompletní zadání teoretikýh a experimentálníh úloh. Z praktikýh dùvodù jsme oddìliliøe¹ení teoretikýh úloh, od experimentálníh. Obojí postupnì najdete za zadáním. V dal¹íèásti je elý Seriál na pokraèování, pøeru¹ovaný jednotlivými úlohami, vá¾íími se k danémutématu. A pak u¾ je jen soupiska nejlep¹íh øe¹itelù a to» v¹e.Pokud byste mìli po pøeètení poit, ¾e se hete pøihlásit k soutì¾ení v semináøi nebo ¾ese potøebujete na nìo zeptat, a» u¾ se to týká fyziky, studia na matfyzu èi ¾ivota matfyzáka,nebojte se a napi¹te. Organizátoøi jsou vám k dispozii témìø nepøetr¾itì na adrese
FYKOSKTF MFF UKV Hole¹ovièkáh 2180 00 Praha 8e-mail: fykos�m�.uni.zwww: http://www.m�.uni.z/iso/news/fkstel: (02) 2191 2493 (záznamník KTF)
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Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK Roèník X
�Zadání úlohÚloha I . 1 . . . stojánek na víno

Obr. 1�
Firma Strýèek Skrblík s. r. o. zaplavila domáí i zahraniènítrhy geniálním výrobkem { døevìným stojánkem na víno, je-ho¾ podobu si mù¾ete prohlédnout na obr. 1. Bude tento sto-jánek funkèní? Závisí stabilita systému stojánek { láhev vínana velikosti a tvaru láhve èi na mno¾ství moku v láhvi obsa-¾eném? A pokud ano, tak jak? Øe¹ení str. 10Úloha I . 2 . . . alhymistiké zradloMìjme válovou nádobu se rtutí. Roztoèíme ji úhlovou ryhlostí ! kolem rotaèní osy.Urèete ohniskovou vzdálenost zradla, které tvoøí povrh rtuti. Øe¹ení str. 11Úloha I . 3 . . . ponoøit se èi neponoøit?

S�; "rh �0 Q; SObr. 2�
Velká nádoba je naplnìna tekutým dielektrikem hustoty� a relativní permitivity "r. Na dnì nádoby je tenká kovovádeska o plo¹e S. Nad ní plave vodivý hranol hustoty �0 < �,jeho¾ podstava má obsah S. Na hranol pøivedeme elektrikýnáboj Q (viz obr. 2). Jak ovlivní elektriké pole hloubku po-noru hranolu, víte-li, ¾ea) deska na dnì je uzemnìna,b) deska není uzemnìna?Zaveïte takové zjednodu¹ujíí pøedpoklady, abyste byli shopni úlohu øe¹it, a pokuste seodhadnout hybu, kterou va¹e zjednodu¹ení do výsledku vnesou. Øe¹ení str. 12Úloha I . 4 . . . pøekvapení po proitnutí?Pøedstavte si, ¾e jdete veèer klidnì spát a do rána se ve¹keré vzdálenosti a rozmìry v¹ehpøedmìtù zvìt¹í desetkrát, pøièem¾ jejih hmotnost se nezmìní. Zanehá tato událost nìjakéstopy na va¹í existeni? A pokud ano, tak jaké? Øe¹ení str. 13Úloha I . 5 . . . balónek rfObr. 3�
Jak mo mù¾ete nafouknout pou»ový balónek, dokud nepraskne?Pøedpokládejte, ¾e balónek má tvar koule. Nenafouknutý neh» mápolomìr r0. Je z gumové blány, která má v jistém pøiblí¾ení tyto elastikévlastnosti: roztahujeme-li kruh vyøíznutý z této blány na okraji tak, ¾esíla na jednotku délky obvodu je f , bude polomìr kruhu r pøímo úmìrnýf , r = r0(1+af); a je konstanta úmìrnosti (viz obr. 3). Materiál prasknepøi maximální síle na jednotku délky fmax.Na jedno nadehnutí naberete do pli objem Vfuk vzduhu a ten pak fouknete do balónku.Kolikrát mù¾ete do balónku fouknout, ne¾ praskne, a jaký bude mít rozmìr? Øe¹ení str. 14Úloha I . 6 . . . vý¹e mého domova hvìzd se bude dotýkat. . .První experimentální úloha leto¹ního roèníku je svým zadáním pomìrnì jednoduhá, po-skytuje v¹ak velký prostor pro va¹i nápaditost a vynalézavost: Zmìøte vý¹ku va¹eho bydli¹tìo nejvíe zpùsoby a výsledky porovnejte. Nebojte se odvá¾nýh nápadù. Spoèítejte neboalespoò odhadnìte hyby mìøení nezapomínajíe na to, ¾e ve fyzie platí: jedno pozorování= ¾ádné pozorování! Øe¹ení str. 51Strana 4



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK Zadání úlohÚloha II . 1 . . . rohové zradlo B PObr. 4�
Pøedstavte si, ¾e stojíte v bodì B na obr. 4 pøed dvìma zr-adlovými plohami, které jsou na sebe kolmé ( = 90Æ). Kolikrátuvidíte svùj obraz v zradleh? Co se stane, dáme-li pøed jednustìnu pøeká¾ku P (napø. skøíò)?Jak se situae zmìní, budou-li zradla mìnit svùj úhel ( < 90Æ,resp.  > 90Æ)? Øe¹ení str. 16Úloha II . 2 . . . magnetiké kyvadlo l � Bg

Obr. 5�
V homogenním tíhovém poli (tíhové zryhlení g = 9;81m:s�2) jena závìsu zanedbatelné hmotnosti délky l = 1;00m umístìna malákovová kulièka o hmotnosti m = 10;0 g. Na kulièku byl pøivedennáboj o velikosti Q = 5;0�C. Celá tato aparatura se nahází vesvislém homogenním magnetikém poli, jeho¾ vektor magnetikéinduke B o velikostiB = 0;5T má stejný smìr jako tíhové zryhleníg. Ostatní magnetiká pole jsou vùèi tomuto magnetikému polizanedbatelná. Celá soustava se nahází v klidu. Závìs vyhýlímeo úhel � = 7Æ a uvolníme. Popi¹te pohyb kulièky po uvolnìní.Øe¹ení str. 19Úloha II . 3 . . . jarový tryskáèMatou¹ si vystøihl z tvrdého papíru lodièku, která je nakreslena na obr. 6 pøi pohledushora. Do místa A pak kápl kapièku jaru a þloï ÿ spustil na vodní hladinu. Nemálo se podivil,kdy¾ loï þsama od sebeÿ vyrazila prude vpøed. Umíte pohyb lodi vysvìtlit? Platí pro nìjzákon zahování energie? Øe¹ení str. 23AObr. 6�

R S RRObr. 7�Úloha II . 4 . . . zradla, aneb kdo je nejkrásnìj¹íVypuklé a duté zradlo mají stejný polomìr køivosti R. Vzdálenost mezi vrholy zradelje 2R. V jakém bodì na optiké ose zradel musíme umístit zdroj svìtla S, aby po odraze odvypuklého a dutého zradla splýval obraz bodu S se svým vzorem? Øe¹ení str. 24Úloha II . 5 . . . dvojèata ve vesmíru
Z ' M

K
u

v
Obr. 8�

Mihal a Karel jsou dvojèata. V zájmu vy¹¹ího vìdekéhopoznání je posadíme ka¾dého do jiné kosmiké lodi v tý¾ èast = 0 a vystøelíme ze Zemì Z ryhlostmi u a v vstøí hvìzd-ným dálavám. Abyhom jim ¾ivot o nejvíe znepøíjemnili,jejih ryhlosti svírají úhel ', jak je to vidìt na obr. 8. Poèas hvìzdného putování se jejih ryhlosti nemìní. V èase t0se Mihal, který se zrovna nahází v bodì M, rozhodne vyslatzprávu { rádiový signál svému sourozeni. Pod jakým úhlem vùèi svému smìru pohybu musí zamìøit signál, aby Karelzprávu obdr¾el?Vliv ostatníh tìles na dráhu lodí a paprsku zanedbejte. Diskutujte té¾ pøípad, kdyvesmírné lodì nejsou vypu¹tìny ve stejný èas, ale Mihal se vydá do vesmíru o dobu T døíve.Jak se zmìní výpoèet, budou-li velikosti ryhlostí u a v blízké ryhlosti svìtla ?Øe¹ení str. 25Strana 5



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK Roèník XÚloha II . 6 . . . kostka ukruZjistìte, jaký tlak vydr¾í kostka ukru, tj. jaká je její mez pevnosti v tlaku. V øe¹ení neza-pomeòte uvést parametry pou¾itýh kostek (rozmìry kostky, znaèku ukru apod.). Vhodnoumetodou proveïte tolik mìøení, aby va¹e výsledky byly prùkazné (nejménì deset mìøení najeden druh kostky). Z výsledkù zkuste vyvodit nìjaké závìry. Øe¹ení str. 59Úloha III . 1 . . . skokanÈlovìk padá z mùstku do bazénu, pøièem¾ v bazénu je voda a mùstek je ve vý¹e h nadhladinou. Ná¹ skokan má hmotnost M = 80 kg, hustotu � = 0;9 g.m�3, je vysoký L = 1;7ma na poèátku skoku (volného pádu) byl v klidu. Do jaké nejvìt¹í hloubkyH se skokan ponoøí?Jaký bude jeho dal¹í pohyb? Odpor vodního prostøení: a) zanedbejte, b) nezanedbejte.Øe¹ení str. 27Úloha III . 2 . . . dopravní pøestupekJede si tak jednou pan Doppler po mìstì a o nevidí. Zastavuje ho vozidlo poliie a pøí-slu¹ník povídá: þPane øidièi, jste si vìdom toho, ¾e jste jel na èervenou?ÿþNikoliv. Kdy¾ jsem projí¾dìl kolem semaforu, tak jsem vidìl zelenou. Tím jsem si na-prosto jist,ÿ odpovídá pan Doppler.þTak v tom pøípadì vám musím dát pokutu za ryhlou jízdu!ÿKolik zaplatil pan Doppler a proè, jsou-li sazby 1Kè za 1 km.h�1 pøes povolený limit60 km.h�1 ve mìstì? Øe¹ení str. 29Úloha III . 3 . . . kouleTøi koule jsou spojeny stejnými gumièkami tak, ¾e tvoøí rovnostranný trojúhelník. Sou-stava le¾í na hladkém vodorovném stole. Jaké náboje je tøeba na koule pøivést, aby se plohatrojúhelníka zdvojnásobila? Tuhost gumièek je k, poèáteèní délka je l. Øe¹ení str. 31Úloha III . 4 . . . irkusArtista padá na silnì napnutou plahtu z vý¹ky h = 1m. Jaký bude maximální prùhybplahty, je-li prùhyb s artistou v klidu �y = 2 m? Pova¾ujte v¹ehny výhylky za malé.Øe¹ení str. 31Úloha III . 5 . . . kutilPøedstavte si obyèejnou ívku o 100 záviteh, její¾ kone oznaème A, B (viz obr. 9). Nyníspojíme kone závitu èíslo 57 s konem ívky B pomoí dokonalého vodièe. Jak se bude li¹ittato ívka od ívky s 57 závity, budeme-li ji mìøit mezi body A{B ? Øe¹ení str. 32A B1 57 100Obr. 9�Úloha III . 6 . . . optiké vlastnosti vodyTentokrát je zadání velmi struèné: zmìøte index lomu obyèejné pitné vody. Souèasnì sipøeètìte autorské øe¹ení úlohy I . 6 a pokuste se realizovat jen jednu metodu, ale zato onejpreiznìji. Øe¹ení str. 62
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Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK Zadání úlohÚloha IV . 1 . . . severJe to u¾ dávno, o jsme my, organizátoøi, hodili na své základní ¹koly. Niménì si v¹ihnidobøe pamatujeme, ¾e jsme se uèili, jak pomoí ruèièkovýh hodinek a polohy Slune naobloze pøibli¾nì stanovit sever. Po vás byhom htìli, abyste nám vysvìtlili, jak to funguje,proè to funguje a s jakou pøesností (pøibli¾nì). Øe¹ení str. 33Úloha IV . 2 . . . Pepek námoøníkSpoètìte prái, kterou musí vykonat námoøník na to, aby svinul plahtu o hmotnosti M ,která má ¹íøku a a vý¹ku b. Plahta visí elá svisle dolù z ráhna a námoøník ji navíjí na ráhnokonstantní ryhlostí. Øe¹ení str. 36Úloha IV . 3 . . . mìøení tlaku vzduhu v zimìFyzikální expedie potøebuje zmìøit tlak vzduhu ve svém táboøe, aby si mohla být jistá,¾e jí nehrozí vysokohorská nemo (u¾ i tak jim hrozí umrznutí, proto¾e je pøesnì �30ÆC).Shodou okolností mají s sebou rtu»ový barometr s hliníkovou stupnií a namìøili tlak vzduhu750 torr. Jaký byl ve skuteènosti tlak vzduhu, jestli¾e jsou barometr i mìøidlo ejhoványpro teplotu 0ÆC? Øe¹ení str. 37Úloha IV . 4 . . . napjatá situae k1 k2 k1k2Obr. 10�
Mìjme dvì pru¾iny o tuhosti k1 a k2. Jaký bude pomìr pe-riod kmitù, jestli¾e na nì povìsíme záva¾í, pokud jsou v prv-ním pøípadì pru¾iny spojeny þsériovìÿ a ve druhém þpara-lelnìÿ (viz obr. 10)? V þparalelnímÿ pøípadì je záva¾í umís-tìno tak, ¾e hrazdièka je stále vodorovná. Øe¹ení str. 38Úloha IV . 5 . . . fotbalistiký problémFotbalista vykopne míè a udìlí mu kromì posuvné ryh-losti i rotai okolo svislé osy. Na kterou stranu od pùvodníhosmìru se míè zaène odhylovat v závislosti na smyslu rotaea proè? Míè pova¾ujte za ideální kouli, odpor vzduhu neza-nedbávejte. Øe¹ení str. 39Úloha IV . 6 . . . hustota vodyTentokrát je va¹ím experimentálním úkolem zmìøit dal¹í fyzikální vlastnost vody, toti¾ jejíhustotu. Aby nevznikaly velké zmatky, vymysleli jsme pro vás tento postup mìøení: Do vodyponoøíme nádobu dnem vzhùru, pùvodnì elou naplnìnou vzduhem o atmosférikém tlaku.Jak se nádoba ponoøuje, tak se do nádoby postupnì dostává voda. Vymyslete, jak tímtopostupem zjistíte hustotu vody a pokuste se navrhnout takové experimentální uspoøádání,abyste dosáhli maximální pøesnosti. Znáte atmosfériký tlak a tíhové zryhlení. Øe¹ení str. 67Úloha V . 1 . . . rozmazaný ¹roubPo naklonìné rovinì se sklonem � se z klidové pozie valí vále, na kterém je pøedkreslenzávit. Vále se stále zryhluje a postupnì se nám jednotlivé závity þrozma¾ouÿ, a¾ nenípoznat, ¾e tam jednotlivé závity byly. Mìøíme èas od pu¹tìní vále do hvíle, kdy nerozeznámejednotlivé závity. Jak tento èas závisí na úhlu � ? Pøedpokládejte, ¾e oko má snímkovaífrekveni f , vále má prùmìr R, stoupání závitù je s. Øe¹ení str. 39Úloha V . 2 . . . Vykradená pyramidaJistý du¹evnì horý faraón si pøed mnoha tisíi lety nehal vytesat mnoha tisíi otrokùz jednoho kusu mohutné skály pyramidu. Starovìí zlodìji o dvì dynastie pozdìji htìlipyramidu vyloupit, leè nena¹li vhod, a tak se rozhodli, ¾e se pokusí pyramidu pøevrhnout.Strana 7



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK Roèník XDo její ¹pièky zaklesli pevný kruh, jím¾ provlékli je¹tì pevnìj¹í lano. Za lano pak zapøáhliorganizovanou skupinu otrokù táhnouíh smìrem od pyramidy kolmo ke dvìma hranámpodstavy (obr. 11). Podaøí se otrokùm pyramidu pøevrhnout, kdy¾ jih bude dostateènìmnoho, nebo ji po písku jen kus popotáhnou?Okolní písek je dokonale udusán minulými generaemi vykradaèù hrobek, kteøí u¾ elástaletí obhlí¾eli, kudy pyramidu vykrást, tak¾e se pyramida do písku nebude boøit. Hmotnostpyramidy je M , koe�ient statikého smykového tøení je �. Pyramidu pova¾ujte za jehlan(pohøební dutina je velmi malá, proto¾e vláde je elý seshlý). Øe¹ení str. 40
dh �F armádaotrokù

Obr. 11� �Obr. 12�Úloha V . 3 . . . velké váleníMìjme dva duté vále vnìj¹íh polomìrù R1, R2 a vnitøníh polomìrù r1, r2 (r2 < R2 <r1 < R1). Vále jsou vlo¾eny do sebe (obr. 12) a navzájem se po sobì valí, ale neklou¾ou.Vnìj¹í vále se zaène valit po naklonìné rovinì s úhlem �. Jakého zryhlení elá soustavadosáhne?Nad ráme zadání se mù¾ete pokusit popsat pohyb jednotlivýh válù. Hmotnosti válùjsou M1;M2 a materiál vále mù¾eme pova¾ovat za homogenní. Zmìní se øe¹ení výraznì protøi vále? Øe¹ení str. 42Úloha V . 4 . . . vodotrysk v lodi, aneb Ryhlé ¹ípy nikdo nedobìhneRyhlé ¹ípy si postavily ¹lapohyb neboli oboj¾ivelný vùz, s ním¾ podnikly závod pøes øekus Bratrstvem koèièí praky. Bratrstvo prohrálo a málem se utopilo. þVy budete mokrý taky,kouknìte se na ty mraky!ÿ proedil Dlouhé Bidlo po nedobrovolné koupeli, naèe¾ následu-jíí den vyvrtal do dna ¹lapohybu Ryhlýh ¹ípù nebozezem díru prùøezu S. Jak vysokýmvodotryskem se na pøí¹tíh závodeh mohly kohat davy pøíznivù sportu, kdy¾ Ryhlé ¹ípyvèetnì Ryhlono¾ky usedly do lodi? Øe¹ení str. 43Úloha V . 5 . . . ¹lehtiVeliký ¹éf semináøe radostnì pøeskakuje uktuae hmoty ve svém pokoji. Právì dopadlplnou vahou z vý¹e H = 1m nad zemí volným pádem na hrábì. Násada je dlouhá l = 2;0m avá¾í m2 = 1kg, èást oelového hrabla kolmá k násadì je dlouhá z = 7 m a vá¾í m1 = 2;5 kg(pova¾ujte jej za homogenní).Jakou ryhlost má kone násady hrabí v okam¾iku, kdy se opová¾livì dotkne nosu na¹ehonejvy¹¹ího? Srá¾ku pova¾ujte za nepru¾nou. ©éfùv nos se nahází 180 m nad podlahou,¹éfova hmotnost èiní 92 kg vèetnì klíèù v pravé kapse. Øe¹ení str. 44Úloha V . 6 . . . experimentování v de¹tiTeï u¾ nebude snì¾it, a proto mù¾ete pozorovat dé¹». Pokuste se zmìøit objem jednéde¹»ové kapky. Nezapomeòte si zapsat, kdy to vlastnì pr¹elo a jestli dé¹» pøi¹el ze západu neboz výhodu (porovnávejte kvalitu výhodníh a západníh de¹»ù). Napø. pøi pádu padákemlze mìøit ¹uplerou v¹ehny rozmìry kapky, oejhujeme-li si dalekohled, mù¾eme v nìmodhadovat velikost kapek. . . Øe¹ení str. 72Strana 8



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK Zadání úlohÚloha VI . 1 . . . kapalina mezi rovnobì¾nými deskamiOdvoïte vztah pro vý¹ku h hladiny kapaliny mezi dvìma svislými nekoneènì dlouhýmirovinami, vzdálenými od sebe d, které jsou ponoøeny do kapaliny. Povrhové napìtí kapalinyje � a hustota je �. Øe¹ení str. 44Úloha VI . 2 . . . pru¾ina, kvádr a tøení 1 2k vObr. 13�Na obr. 13 máme dva stejné kvádry o hmotnostim spojenépru¾inou o tuhosti k. Koe�ient tøení (statikého i dynami-kého) je f . Jakou minimální ryhlostí v musíme poslat kvádrè. 2 smìrem ke stìnì, aby se v prùbìhu nastalého dìje pohnuli kvádr è. 1? Øe¹ení str. 45Úloha VI . 3 . . . kuleèníkMáme N identikýh kuleèníkovýh koulí, které le¾í na nekoneènì velkém, ideálnì rovnéma vodorovném kuleèníkovém stole. Jednu kouli uvedeme do pohybu. Po jistém poètu nárazùse koule vrátí zpìt a zùstane stát. Jaký je minimální poèet koulí, aby to bylo mo¾né. V¹ehnyrázy jsou dokonale elastiké. Øe¹ení str. 47Úloha VI . 4 . . . lanovkaNa ©umavì se v souèasnosti buduje zajímavé zaøízení na pøepravu døeva. Proto¾e se domoèálu normální traktor nedostane, pokou¹ejí se lesníi pou¾ít pro pøepravu døeva vzduho-lodì. Vzduholoï bude mít nosnost 5000 kg a bude upevnìna ke dvìma stanovi¹tím vzdá-lenýh od sebe 3 km. Vzduholoï nemá ¾ádný pohon a je tahána mezi kotvíími stanovi¹ti.Jednu estu absolvuje s nákladem døeva a druhou jede prázdná, obèas nese vaky s vodou.Jakou maximální silou bude vzduholoï pùsobit na upevòovaí lana, bude-li prázdnáa nesmí-li její vý¹ka nad terénem pøesáhnout 300m (aby nenaru¹ila vzdu¹ný prostor) na elétøíkilometrové trase? Øe¹ení str. 48Úloha VI . 5 . . . vodovodKe konùm vodorovné trubie délky l, hmotnosti M a konstantního prùøezu S jsou pøi-pevnìna kolena, která pøivádí vodu seshora a odvádí ji smìrem dolù (voda bì¾í svisle, zatoèídoleva, bì¾í vodorovnì, pak zahne vpravo a bì¾í zase svisle dolù). Druhé koleno je upevnìnona otoèném kloubu. Jaký prùtok musí být v trubii, aby zùstala vodorovnì? Øe¹ení str. 49Úloha VI . 6 . . . jak tlustý je papír?Pokuste se zmìøit, jak tlustý je list papíru. Aby byly va¹e výsledky srovnatelné, mìøtepapír poházejíí ze ¹kolního se¹itu nelinkovaného. Øe¹ení str. 73
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Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK Roèník X
�Øe¹ení teoretikýh úlohÚloha I . 1 . . . stojánek na víno

Obr. 14�
Firma Strýèek Skrblík s. r. o. zaplavila domáí i zahraniènítrhy geniálním výrobkem { døevìným stojánkem na víno, je-ho¾ podobu si mù¾ete prohlédnout na obr. 14. Bude tentostojánek funkèní? Závisí stabilita systému stojánek { láhevvína na velikosti a tvaru láhve èi na mno¾ství moku v láhviobsa¾eném? A pokud ano, tak jak?Øe¹ení:Z obrázku v zadání není patrné, zda podlo¾ka je èi není souèástí stojánku, proto vy¹etøímeobì mo¾nosti. V obou pøípadeh jde o to, zda se tì¾i¹tì elé soustavy stojánek { láhev budenaházet nad podstavou stojánku (podmínka stability).a) Podlo¾ka je souèástí stojánkuV tomto pøípadì musí tì¾i¹tì le¾et nad podlo¾kou, o¾, jak je z obrázku v zadání patrné,v¾dy platí, proto¾e bì¾nì pou¾ívané lahve ani nepøesáhnou podlo¾ku.b) Podlo¾ka není souèástí stojánkuV tomto pøípadì podstavou stojánku rozumíme pouze podstavu døevìnného hranolu,tudí¾ tì¾i¹tì soustavy musí le¾et nad touto podstavou. Poloha tì¾i¹tì soustavy je dána polo-hou tì¾i¹tì a tíhou jednotlivýh èástí soustavy: stojánku (tíha T1) , prázdné láhve (tíha T2)a kapaliny (tíha T3).

TT2 +T3 T1Obr. 15a TT2 +T3 T1Obr. 15b� TT2 +T3 T1Obr. 15�Doléváme-li postupnì kapalinu do láhve, mìní se jak poloha tì¾i¹tì, tak tíha kapaliny (vizobr. 15a a¾ 15). Tím se mìní poloha výsledného tì¾i¹tì soustavy, která je stabilní, pokudse tì¾i¹tì soustavy nahází stále nad podstavou stojánku. Proto staèí vy¹etøit podmínkustability pro prázdnou a plnou láhev.Z uvedeného vyplývá, ¾e stabilita stojánku je ovlivnìna spoustou faktorù. . .(laskavý ète-náø si snadno doplní). V¾dy ale lze setrojit stojánek tak, aby splòoval podmínky zadání;fyzikálnì øeèeno, aby tì¾i¹tì se v¾dy naházelo nad podstavou hranolu.Úloha I . 2 . . . alhymistiké zradloMìjme válovou nádobu se rtutí. Roztoèíme ji úhlovou ryhlostí ! kolem rotaèní osy.Urèete ohniskovou vzdálenost zradla, které tvoøí povrh rtuti.
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Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK Øe¹ení teoretikýh úlohØe¹ení:
x

y!
� �Fg FF0[x; y℄

Obr. 16Æ
Hladina rotujíí kapaliny vytvoøí paraboloid. Pro jedno-duhost staèí praovat v rovinì svislého øezu proházejííhoosou rotae. Polo¾me poèátek soustavy souøadni do vrholuparaboloidu. Pak má køivka rovniiy = !22gx2 ;o¾ lze ukázat takto. Aby byla èástie na hladinì v klidu, musíbýt výslednie sil, které na ni pùsobí, normálou k povrhu.Sklon hladiny je tedy dán pomìrem velikostí sil gravitaènía odstøedivé tg� = m!2xmg : (1)Køivka je tedy dána difereniální rovniídydx = !2xg ; (2)z které integraí plyne y = !22g x2 +  ;kde konstantu  polo¾íme rovnou nule, vzhledem k volbì souøadné soustavy. V¹imnìte si, ¾eohnisková vzdálenost nezále¾í na hmotnosti, tudí¾ ani na hustotì kapaliny.Teï, kdy¾ máme jasno ve tvaru køivky, je mo¾né pou¾ít víe postupù. Jednoduhé je øíi,¾e parabola daná rovnií x2 = 2py, má ohniskovou vzdálenost p=2, a odtud u¾ vyjdef = g2!2 :Del¹í, ale elkem spolehlivé øe¹ení získáme tím, ¾e vezmeme paprsek pøiházejíí z neko-neèna rovnobì¾nì s rotaèní osou ve vzdálenosti r, v místì dopadu se odrazí o dvojnásobnýúhel ne¾ je úhel �(r) a hledáme, kde tento odra¾ený paprsek protne osu. Pøi dobré orientaive vzoreèíh analytiké geometrie vyjde výsledek nezávislý na r. Na závìr byh se rád zmínilo elegantním zpùsobu øe¹ení: Uva¾ujme paprsek z nekoneèna, rovnobì¾ný s osou, dopadajíína hladinu v místì, kde je sklonìna o úhel � = 45Æ k vodorovné rovinì. Tento paprsek se od-razí do vodorovné roviny a tudí¾ místo jeho odrazu je ve vý¹e rovné ohniskové vzdálenosti.U¾itím rovni (1) a (2) tak dostanemetg� = 1 = !2g x0 ; z èeho¾ x0 = g!2 : (3)Index 0 se vztahuje k onomu význaènému bodu. Po dosazení do rovnie paraboly obdr¾ímetémìø okam¾itì výsledek: f = y0 = !22g x20 = !22g g2!4 = g2!2 : (4)Kdyby mìl nìkdo z Vás poit, ¾e se jedná o teorii odtr¾enou od reálného svìta, vìzte,¾e na stejném prinipu praoval originální astronomiký pøístroj. Jednalo se o tzv. Nu¹lùvirkumzenitál, kterým se urèovaly èasy prùhodù hvìzd kru¾nií urèité vý¹ky nad horizontem.Pøístroj existoval ve tøeh exempláøíh. Strana 11



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK Roèník XÚloha I . 3 . . . ponoøit se èi neponoøit?
S�; "rh �0 Q; SObr. 17�

Velká nádoba je naplnìna tekutým dielektrikem hustoty� a relativní permitivity "r. Na dnì nádoby je tenká kovovádeska o plo¹e S. Nad ní plave vodivý hranol hustoty �0 < �,jeho¾ podstava má obsah S. Na hranol pøivedeme elektrikýnáboj Q (viz obr. 17). Jak ovlivní elektriké pole hloubkuponoru hranolu, víte-li, ¾ea) deska na dnì je uzemnìna,b) deska není uzemnìna?Zaveïte takové zjednodu¹ujíí pøedpoklady, abyste byli shopni úlohu øe¹it, a pokuste seodhadnout hybu, kterou va¹e zjednodu¹ení do výsledku vnesou.Øe¹ení:Pro jednoduhost budeme pøedpokládat, ¾e je deska stejnì velká jako podstava plovouíhokvádru a vrstva nevodivého dielektrika mezi nimi je dostateènì tenká na to, aby v ní byloelektriké pole homogenní.Pokud je deska na dnì uzemnìná, nabije se opaèným nábojem stejné velikosti jako kvádr.Systém pak bude podobný deskovému kondenzátoru a velikost elektriké intenzity v nìmmù¾eme vyjádøit jako: E 0 = Ud = QCd = Q"S :Jedna deska samozøejmì vytváøí pouze polovièní intenzitu:E = Q2"Sa na kvádr pùsobí síla F = QE = Q22"S ;která se musí vykompenzovat pøírùstkem síly vztlakové. V¹imnìte si, ¾e síla nezávisí navzdálenosti hranolu a dna. Zmìna hloubky ponoru tedy bude�h = F�gS = Q22"S2g� :Jestli¾e v¹ak tento výraz vyjde vìt¹í ne¾ byla vý¹ka pùvodnì neponoøené èásti hranolu,k vyrovnání sil nedojde, hranol klesne a¾ na dno, kde se vybije, a pak se vrátí zpìt dopoèáteèní polohy.Pokud deska na dnì uzemnìná není, budou se na ní pouze indukovat povrhové náboje,jejih¾ silové pùsobení se v¹ak vykompenzuje, pou¾íváme-li vý¹e popsané pøiblí¾ení.Kdybyhom mìli úlohu øe¹it beze v¹eh aproximaí, museli byhom numeriky propo-èítat pole v dielektriku s uvá¾ením povrhovýh nábojù, které zde budou hrát urèitou rolii v pøípadì, ¾e je deska nekoneènì tenká. V jejím støedu se toti¾ v dùsledku vìt¹í intenzitypole kvádru budou indukovat náboje opaèného znaménka, ne¾ má kvádr, a tyto náboje pakbudou hybìt na okraji. Pøita¾livá síla se tedy vytvoøí v ka¾dém pøípadì.Úloha I . 4 . . . pøekvapení po proitnutí?Pøedstavte si, ¾e jdete veèer klidnì spát a do rána se ve¹keré vzdálenosti a rozmìry v¹ehpøedmìtù zvìt¹í desetkrát, pøièem¾ jejih hmotnost se nezmìní. Zanehá tato událost nìjakéstopy na va¹í existeni? A pokud ano, tak jaké?Strana 12



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK Øe¹ení teoretikýh úlohØe¹ení:Tato úloha je z øady kvalitativníh, úvahovýh problémù. Je velmi tì¾ké obsáhnout ¹íøidùsledkù a v¹eh souvislostí pøi zmìnì rozmìrù. Pokusíme se nìkteré z nih popsat u¾itímtransformae fyzikálníh velièin.Nejdøíve si ujasníme, o to znamená, ¾e mù¾eme pozorovat nìjakou zmìnu. Vzhledemk tomu, ¾e jsme zvyklí v¹ehny velikosti posuzovat relativnì vùèi jiným velikostem, nevidìlibyhom pøímo zvìt¹ení svìta. Zmìnu byhom vidìli porovnáním proesù, které by probíhalyjinak pøed a po zvìt¹ení. Skoro ni by toti¾ nefungovalo tak, jako pøed transformaí (zmìnourozmìrù).K tomu, abyhom mohli mluvit o pozorovatelnýh zmìnáh, musíme spei�kovat, jak sezmìní fyzikální zákony. Vezmìme napøíklad Newtonùv gravitaèní zákon Fg = �m1m2r2 . Tatoformule dává pøedpis pro gravitaèní sílu v pøípadì, ¾e vzdálenost mezi dvìmi tìlesy je r a majíhmotnosti m1; m2. Vzdálenost a hmotnost mìøíme pomoí nìjakého mìøítka (napøíklad metrje de�nován pøes ryhlost svìtla, kilogram je ulo¾ený v ústavu pro míry a váhy v Paøí¾i).Základní otázkou je, jestli po transformai (zmìnì rozmìrù) se zákony zmìní tak, ¾e donih dosadíme vzdálenost zmìøenou stejným zpùsobem jako pøed transformaí, vezmemeprostì nìjaký metr, který se ale také zvìt¹il, anebo mìøíme pomoí pùvodníh nezmìnìnýhmìøítek. Matematiky øeèeno, oznaèíme-li v(A; B) vzdálenost dvou bodù mìøenou pùvodnímimìøítky, v0(A; B) vzdálenost mìøenou zvìt¹enými mìøítky a A0; B0 jsou obrazy bodù A; B potransformai (èárkovanì znaèím velièiny a jednotky po transformai), tak platí:v(A0; B0) = 10 v(A; B) ; v0(A0; B0) = v(A; B) :Teï u¾ jenom zbývá rozhodnout, jestli po transformai bude platit místo Fg = � m1m2v(A;B)2a) Fg = � m1m2v0(A0; B0)2 (vzdálenost mìøíme stejným zpùsobem jako pøed transformaí {pomoí mìøítek, které se zmìnily) nebob) Fg = � m1m2v(A0; B0)2 (vzdálenost mìøíme pomoí pùvodníh, nezmìnìnýh mìøítek).Rozeberme nejprve pøípad a). Fyzikální zákony platí ve stejné formì jako pøed trans-formaí, pøièem¾ fyzikální velièiny v nih obsa¾ené se mìøí zmìnìnými mìøítky. To znamená,¾e jste sie v¹ehny rozmìry desetkrát zvìt¹ili, ale rovnì¾ jste pøede�novali jednotku metru(tj. zmìnili fyzikální konstanty, napø. ryhlost svìtla) tak, ¾e se vlastnì ni nestalo. V¹ehnypohybové rovnie vypadají úplnì stejnì, velièiny nabývají ve zmìnìnýh mìøítkáh stej-nýh hodnot, ale nikdo si nièeho nev¹imne. Délka libovolného pøedmìtu po transformai je[l0℄ m0 = l0 = 10l = 10[l℄ m = [l℄10m = [l℄ m0 (hranatou závorkou rozumím èíselnou hodnotuvelièiny), nebo» právì m0 = 10m. V tomto smyslu jsou fyzikální zákony nemìnné vùèi li-bovolné transformai. (Co¾ je zároveò jeden z výhozíh prinipù obené teorie relativity.)Jenom pøede�nujeme jednotku, ale jestli jsme to udìlali tak, ¾e v¹ehny pøedmìty jsme 10�vzdálili a pøitom desetkrát zvìt¹ili ryhlost svìtla, to nikdo nepozná.Pøípad b). Nebudu tu líèit, jak se 100� zmen¹í gravitaèní zryhlení, 1000� zmen¹íhustota látek apod., jen se soustøedím na základní problémy.Pøedev¹ím, na¹e zmìna totálnì nesplòuje platné zákony. Nemù¾ete zároveò splnit zákonzahování hybnosti (ryhlost zùstává konstantní) a zahovat také moment hybnosti (to bymusela ryhlost 10� klesnout). Nìkdo prostì pøi¹el (jestli to byl ufónek nebo Bùh, pova¾ujiza nepodstatné) a vynalo¾il své úsilí na to, aby v¹ehny èástie od sebe 10� vzdálil. Mu-sel tím zvý¹it desetkrát i jejih ryhlosti, nebo» v = �s=�t, jinak by poru¹il vý¹e zmínìnétransformaèní pravidlo. Musíme ale také øíi, na jaké úrovni v nitru hmoty se zastavil. PokudStrana 13



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK Roèník Xjenom vzdálil molekuly, zmìnil tak vìt¹inu látek v plyn (1000� men¹í hustota), pokud oddì-loval i atomy, rozbil tak skoro v¹ehny hemiké slouèeniny (100� klesla elektrostatiká síla,která je zodpovìdná za v¹ehny hemiké vazby), mohl i rozbít atomy a nakone i roz¹tìpitjádra atomù { oddìlení nukleonù od sebe (a na to u¾ je tøeba vynalo¾it sakra velikou energii).A tím jeho mo konèí, i kdyby byl v¹emoný. Kvarky uvnitø nukleonù u¾ oddìlit nemù¾e,nebo» energie k tomu potøebná je tak velká, ¾e bohatì staèí na tvorbu novýh èásti. Tadyje vidìt, ¾e takto klasiky pojatá úloha musí mít své hranie, z klasikého hlediska mù¾emejít maximálnì po úroveò atomù.Rozeberme také pøírodní zákony. Síly, které ubývají s kvadrátem vzdálenosti (jsou totakzvanì síly dlouhodosahové) logiky klesnou 100�. Zároveò ale platí, ¾e podle de�nie sílyz druhého Newtonova zákona F = ma, abyhom uryhlili nìjaké tìleso na stejnou èíselnouhodnotu zryhlení, musíme vynalo¾it desetkrát vìt¹í sílu (a0 = 10a), efektivnì tedy klesnenapø. gravitae 1000�. Snáze tento jev pohopíme tak, ¾e na¹i transformai dotáhneme ma-tematiky do kone. Nebudeme mìnit èíselné hodnoty rozmìrù, ale formálnì pøede�nujemefyzikální konstanty tak, aby se nám v¹e jevilo 10� vìt¹í, jako by se metr desetkrát zmen¹il.Poté v¹ehny základní konstanty pøede�nujeme tak, aby zákony zùstaly ve stejné podobì,a máme tady nový svìt. Konkrétnì 10� zmen¹íme ryhlost svìtla, 1000� zmen¹íme gravi-taèní konstantu �, nebo» v jejím rozmìru je m�3 apod. Nutno v¹ak poznamenat, ¾e v na¹íúloze jsme objektivnì ¾ádné konstanty nemìnili, studujeme ten samý vesmír jako pøed zmì-nou, tímto zpùsobem ale snadno nahlédneme, jak se který proes zmìní.Nakone shrnu va¹e závìry, jak by to s námi vypadalo. Jedním slovem { ¹patnì. 1000�men¹í hustota zpùsobí, ¾e z bì¾nýh látek budou plyny, maximálnì kapaliny. Tíhové zryhlenína þpovrhuÿ Zemì bude 100� men¹í, odstøedivá síla kolem rovníku zpùsobí (stoupne 10�),¾e se vìt¹ina hmoty Zemì rozlítne do vesmíru (za pøedpokladu, který jsem ji¾ diskutoval, ¾ese toti¾ zvìt¹í ryhlost, aby obì¾ná doba zùstala stejná). Termojaderná syntéza ve Sluni jesilnì závislá na hustotì hmoty, Slune vyhasne a díky rotai døíve, ne¾ se opìt gravitaènì dádo kupy, ztratí tolik hmoty, ¾e u¾ na dal¹í svíení mít nebude. O rozpadu molekul a atomùdíky stokrát slab¹í elektrostatiké interaki jsem u¾ psal. Ze Sluneèní soustavy i galaxie sestane vysoe energetiká mlhovina a snad za pár miliard let dojde k tomu, ¾e se na nìjakénovì vzniknuv¹í planetì z novì vytvoøenýh atomù a molekul zrodí inteligentní ¾ivot, kterýpohopí, jakou stra¹nou katastrofu na¹e úloha ve vesmíru vyvolala.Úloha I . 5 . . . balónek rfObr. 18�
Jak mo mù¾ete nafouknout pou»ový balónek, dokud nepraskne?Pøedpokládejte, ¾e balónek má tvar koule. Nenafouknutý neh» mápolomìr r0. Je z gumové blány, která má v jistém pøiblí¾ení tyto elastikévlastnosti: roztahujeme-li kruh vyøíznutý z této blány na okraji tak, ¾esíla na jednotku délky obvodu je f , bude polomìr kruhu r pøímo úmìrnýf , r = r0(1+af); a je konstanta úmìrnosti (viz obr. 18). Materiál prasknepøi maximální síle na jednotku délky fmax.Na jedno nadehnutí naberete do pli objem Vfuk vzduhu a ten pak fouknete do balónku.Kolikrát mù¾ete do balónku fouknout, ne¾ praskne, a jaký bude mít rozmìr?Øe¹ení:Pøed samotným øe¹ením pøíkladu je tøeba si dùkladnì pøeèíst zadání a pov¹imnout si,¾e v zadání úlohy je popsáno hování kruhu z uva¾ované gumové blány, zatímo úloha po-¾aduje vy¹etøit hování kulového povrhu, které by mohlo být zela odli¹né. Pro správnépohopení elé situae je dobré si také pov¹imnout, ¾e pro r = r0 je f = 0 N.m�1 - þpnutíje v poèáteèním stavu nulovéÿ.Strana 14



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK Øe¹ení teoretikýh úloh
' ��R
R h

F 0 F 0
F FFv

Obr. 19�
Prvním krokem k úspì¹nému vyøe¹ení pøíkladu je najítzávislost polomìru balónku R na f . Neh» je balónek, jeho¾poèáteèní polomìr byl R0, nafouknut na polomìr R. Uvá¾ímekulový vrhlík o polomìru �. Jeliko¾ povrh koule má v ka¾-dém bodì stejné vlastnosti, platí �=�0 = R=R0. Je-li vrhlíkdostateènì malý, platí v oznaèení dle obr. 19 ' = �R a projeho vý¹ku platíh = R(1� os') = R "1�  1� '22 !# = R'22 :Odtud získáme h� = '2 , o¾ znamená, ¾e pro malé ' je vrhlíkmnohem þplo¹¹í ne¾ ¹ir¹íÿ a lze tudí¾ pro nìj pou¾ít vztahyplatné pro kruh. Odtud ji¾ pøímo plyne(1 + af) = ��0 = RR0 :Tento vztah lze také získat porovnáním pomìru obsahù dvou kruhù z uva¾ovaného materiálus pomìrem povrhù dvou koulí: (1 + af)2 = �r2�r20 = 4�R24�R20 :Platí tedy R = R0(1 + af). Odtud ji¾ snadno odvodíme, ¾e maximální objem balónku jeVmax = 43�R3max = 43�R30(1 + afmax)3 :V pøípadì, ¾e zanedbáme pøetlak v balónku vzniklý pnutím v gumové blánì, lze do balónkufouknout elkemn = "Vmax � V0Vfuk # krát ( [x℄ znamená dolní elou èást èísla x ) ;kde V0 = 43�R30.K dosa¾ení pøesnìj¹ího výsledku je tøeba uvá¾it pøetlak v balónku. Uvá¾íme opìt kulovývrhlík o polomìru �. Pro dostateènì malý kulový vrhlík platí ' = �R . Souèet velikostíelastikýh sil pùsobííh po jeho obvodu je F = 2��f , velikost jejih výslednie, kterásmìøuje do støedu balónku, je Fv = F' = 2��f �R = 2��2fR :Tato výslednie zpùsobuje pøetlak �p = Fv��2 = 2fR :Tento vztah lze také odvodit následovnì: Pøedstavíme si kouli jako dvì polokoule, délka jejihspoje je 2�R a pùsobí tedy na nìm síla 2�Rf . Tato síla odpovídá síle zpùsobené tlakem,která se sna¾í obì polokoule odtrhnout. Získáváme tedy:�p�R2 = 2�Rf a tedy �p = 2fR : Strana 15



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK Roèník XProto¾e teplota v balónku je stejná jako teplota v okolí balónku platí:(pa +�p)Vmax = pa(V0 + nVfuk)n = " 43�R30Vfukpa  pa + 2fmaxR0 +R0afmax! (1 + afmax)3 � 43�R30Vfuk #Za pøedpokladu, ¾e teplota v balónku nedosáhne teploty v okolí balónku, lze pro pøepoèetobjemu pou¾ít vztahù platnýh pro adiabatiký dìj.K øe¹ení lze pøidat je¹tì jeden zajímavý postøeh k úloze. Vypoèteme prái potøebnouk rozta¾ení gumovému kruhu o poèáteèním polomìru r0 na polomìr r. Platí:W = Z rr0 2���� r0r0a d� = �2r3 + r30 � 3r2r03r0aV nìkterýh øe¹eníh se praovalo s pojmem energie blány, který lze de�novat pouze nazákladì tohoto vztahu. V ¾ádném pøípadì neplatí pro energii vztah obdobný vztahu proenergii povrhu kapaliny (E = �S). Dále uká¾eme, ¾e vztah pro vykonanou prái neodporujezákonu zahování energie. Vypoèítáme plo¹nou hustotu energie" = ES = 2r3ar0 + r203ar2 � 1aPlo¹ná hustota energie je tedy funkí závislou pouze na pomìru r a r0 a tedy pro energiijakékoliv èásti blány, její¾ obsah je S, platí E = "S. Rozdìlili byhom pùvodní blánu na nèástí, ka¾dou byhom roztáhli samostatnì ve stejném pomìru a znovu je spojili. Vykonalibyhom stejnou prái, jako kdybyhom roztahovali pøímo pùvodní blánu. Platí tedy zákonzahování energie.Úloha II . 1 . . . rohové zradlo B PObr. 20�
Pøedstavte si, ¾e stojíte v bodì B na obr. 20 pøed dvìma zr-adlovými plohami, které jsou na sebe kolmé ( = 90Æ). Kolikrátuvidíte svùj obraz v zradleh? Co se stane, dáme-li pøed jednustìnu pøeká¾ku P (napø. skøíò)?Jak se situae zmìní, budou-li zradla mìnit svùj úhel ( < 90Æ,resp.  > 90Æ)?Øe¹ení:Nejprve nìkolik vìt úvodem. Úloha znìla: þ. . . kolikrát uvidíte svùj obraz v zradleh. . . ÿMìli byhom tedy uva¾ovat reálný pøípad (lidské tìlo, dvì oèi). Samozøejmì, ¾e to pøiná¹íproblémy. Pokud toti¾ máte oèi dvì, uvidíte se obenì (tj. v nìkterýh poloháh) víekrát,ne¾li jednooký. Vzhledem k tomu, ¾e by se úloha v pøípadì dvou oèí stala komplikovanou(vzdálenost oèí, dominane jednoho z nih. . . ), uva¾ujme proto následujíí formulai úlohy:þKolikrát uvidí zornièka sama sebe?ÿNejprve si uvìdomme, o vlastnì znamená, ¾e se zornièka uvidí v zradle. Znamená to,¾e paprsek, který þz níÿ vy¹el, na ni zpìt dopadne.Úlohu budeme øe¹it bez pøeká¾ky (v pøípadì pøeká¾ky se postupuje obdobnì, ale je tozdlouhavé) pro obený úhel  a budeme diskutovat tøi pøípady:i) (180Æ �  < 360Æ)Je zøejmé, ¾e pokud se paprsek odrazí od jednoho ze zradel, nikdy se neodrazí od tohodruhého. To znamená, ¾e maximální poèet odrazù paprsku, vyházejíího ze zornièky tak,aby na ni dopadl zpìt, je roven jedné. Zornièka se tedy uvidí 1-krát.Strana 16



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK Øe¹ení teoretikýh úlohNemusí se ale vidìt ani jednou a to v tom pøípadì, ¾e je v oblasti K, ze které neexistujeani jedna kolmie na jedno ze zradel (viz obr. 21).
1
2  K

Obr. 21�

1
2 K2

K1� �0 �� 0
Obr. 22�ii) (90Æ <  < 180Æ)Uva¾ujme pøípad, ¾e se paprsek vyházejíí ze zornièky odrazil nejprve od jednoho zradla,pak od druhého a dopadl zpìt na zornièku (viz obr. 22). Je dobré si také uvìdomit, ¾e pokudse paprsek pohybuje smìrem do vrholu úhlu svíraného zradly, pak se ka¾dý následujííúhel odrazu li¹í od pøedhozího o úhel , a pokud se paprsek vraí, li¹í se o úhel �.Pokud paprsek dopadá pod úhlem � na zradlo 1, dopadne na zradlo 2 pod úhlem180Æ � (� + ). Aby se paprsek mohl vrátit do zornièky, musel by být úhel �0 + � 0 men¹íne¾ 180Æ, tj.  � 90Æ. To v¹ak není v tomto pøípadì splnìno. Zároveò je zøejmé, ¾e ¾ádnýz paprskù, které se jednou odrazily od ka¾dého ze zradel, se nikdy neodrazí potøetí.Zbývá mo¾nost, ¾e se paprsek odrazí právì jednou od jednoho ze zradel. Paprsek vy-házejíí ze zornièky se mù¾e odrazit jednak od zradla 1 a vrátit se zpìt, jednak od zradla2 a vrátit se zpìt. To znamená, ¾e paprsek poka¾dé dopadá kolmo na dané zradlo. V¾dynastane alespoò jedna z tìhto mo¾ností. Mù¾e se ale stát, ¾e opìt neexistuje kolmie vedenáze zornièky na jedno ze zradel, a pak se uvidí jen jednou (viz obr. 22, oblasti K1 a K2).Tedy maximálnì se zornièka v pøípadì ii) uvidí 2-krát, minimálnì jednou.iii) (0Æ �  � 90Æ)Budeme uva¾ovat dvì varianty. Paprsek jdouí ze zornièky se odrazí, ne¾li na ni dopadnezpìt (viz obr. 23)a) sudý poèet krát, b) lihý poèet krát.1
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Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK Roèník XRozebereme nejprve þsudouÿ variantu. Jak ji¾ bylo øeèeno, pokud paprsek dopadne nazradlo 1, potom 2, potom 1, . . . , po ka¾dém odrazu se velikost následujíího úhlu dopaduzvìt¹í o . To platí samozøejmì pouze tehdy, pokud paprsek postupuje smìrem do vrholuúhlu, který zradla svírají. Oznaème jako �max úhel, pod kterým paprsek zaèíná z úhluþvystupovatÿ (viz shematiky obr. 23a).Platí, ¾e �max = 180Æ � �� (k � 1) ;kde k je polovina elkového poètu odrazù. Ne¾li paprsek dopadne zpìt na zornièku, odrazí se(k � 1)-krát. Oznaème úhel, který pøi dopadu do zornièky paprsek svírá se zradlem 2, jako� a úhel, který svírá tento paprsek s paprskem vyházejíím ze zornièky, jako Æ. Vzhledemk tomu, ¾e � = �max � (k � 1)a také (180Æ � �) + (180Æ � �) +  + Æ = 360Æ;dostáváme pro úhel Æ rovnii Æ = 180Æ � (2k � 1) :Oèividnì 0Æ � Æ � 90Æ. Odtud plyne pro kmax nerovnostkmax � (90Æ=) + 1=2 : (5)Zornièka se v þsudéÿ variantì iii) uvidínS = 2 INT[(90Æ=) + 1=2℄-krát(INT znamená elou èást, dvojka je tam proto, ¾e pokud se uvidím v jednom zradle, uvidímse i ve druhém; viz v obr. 23a dva druhy ¹ipek, tj. smìru esty pro paprsek).Pøejdìme k þlihéÿ variantì. Pøi ní, po urèitém poètu odrazù, dojde k situai, ¾e paprsekdopadne na jedno ze zradel pod pravým úhlem a vraí se po stejné dráze zpìt. To znamená,¾e platí � + k = 90Æ.Niménì zde je nutno si uvìdomit, ¾e existuje omezení pro úhel �. (To je rozdíl od þsudéÿvarianty, kde úhel � v rovnii pro kmax nevystupoval!). Pokud se paprsek ze zornièky odrazínejprve od zradla 1 (viz obr. 23b), je zøejmé, ¾e �1min = 1. Tedyk1max = INT[(90Æ � 1)=℄ :V pøípadì, ¾e se paprsek nejprve odrazí od zradla 2, jek2max = INT[(90Æ � 2)=℄ :(Snadno se dá napø. ukázat, ¾e rozdíl jk1max � k2maxj � 1). Celkový poèet obrazù v lihévariantì je tedy nL = k1max + k2max + 2(dvojka znamená pøímý odraz v zradleh).Celkový poèet svýh obrazù, které tak zornièka uvidí, bude rovenn = nS + nL :Speiálnì pro  = 90Æ bude nS = 2. Niménì se zornièka þsudouÿ variantou uvidí jenjednou. To proto, ¾e paprsek z ní vyházejíí bude rovnobì¾ný s paprskem vházejíím,tj. pøiházejí ze stejného (pro zornièku!) místa, a ona je nemù¾e rozli¹it. (Pokud byhomStrana 18



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK Øe¹ení teoretikýh úlohzornièku nahradili bodem, vraejíí se paprsek by jej minul. Zde hraje roli koneèná velikostzornièky.)Tento pøípad nastane pro v¹ehny úhly , pro nì¾ nastává v nerovnii (5) rovnost. V da-nýh pøípadeh je tedy nutno odeèíst jednièku od elkového poètu obrazù. (Je u¾iteèné si tonakreslit, aby bylo vidìt, ¾e vlastnì uvidíte v¹ehny blízké body zobrazovaného bodu, jentento bod ne.)A tak se zornièka pro  = 90Æ uvidí 3-krát.Pokud je v místnosti pøeká¾ka ( = 90Æ), uvidí se zornièka pouze dvakrát, proto¾e pøe-ká¾ka ze zadání stojí v estì jednomu paprsku. Pokud by tato pøeká¾ka byla posunutánevhodnìji, vidìla by se zornièka pouze jednou, pøípadnì ani jednou.Nakone byh je¹tì rád zdùraznil, ¾e vztah pro n se li¹í od vzoren = INT[360Æ=℄� 1 ,který byhom þvydedukovaliÿ bez hlub¹ího rozboru. Jako pøíklad byh uvedl  = 72Æ.V tomto úhlu existují dvì oblasti, ve kterýh se zornièka uvidí 5-krát, a jedna oblast, zekteré se uvidí jen 4-krát.Úloha II . 2 . . . magnetiké kyvadlo l � Bg
Obr. 24�

V homogenním tíhovém poli (tíhové zryhlení g = 9;81m:s�2) jena závìsu zanedbatelné hmotnosti délky l = 1;00m umístìna malákovová kulièka o hmotnosti m = 10;0 g. Na kulièku byl pøivedennáboj o velikosti Q = 5;0�C. Celá tato aparatura se nahází vesvislém homogenním magnetikém poli, jeho¾ vektor magnetikéinduke B o velikostiB = 0;5T má stejný smìr jako tíhové zryhleníg. Ostatní magnetiká pole jsou vùèi tomuto magnetikému polizanedbatelná. Celá soustava se nahází v klidu. Závìs vyhýlímeo úhel � = 7Æ a uvolníme. Popi¹te pohyb kulièky po uvolnìní.Øe¹ení:Nejprve uveïme kvalitativní øe¹ení. Na kulièku pùsobí magnetiká síla, která je dánavektorovým souèinem Fm = Qv� B (6)Magnetiké pole zpùsobuje zakøivení dráhy kulièky. Síla, kterou pùsobí na kulièku, ji dleFlemingova pravidla levé ruky odhyluje doleva (pøi pohledu shora a pøi kladném nábojikulièky) od smìru jejího pohybu (v zadání úlohy míøí magnetiké pole ve smìry osy �z).Její dráha musí být odpovídajíím zpùsobem prohnuta. Uvá¾íme-li, ¾e dominujíím pohybemkulièky je pohyb matematikého kyvadla, vypadá její kmitání pøi pohledu shora dle obr. 28.Na kru¾nii le¾í ty body, v nih¾ je ryhlost kulièky nulová. Magnetiké pole tedy zpùsobujestáèení roviny kyvu kyvadla.Cílem kvantitativního øe¹ení, kterým se fyzika ve skuteènosti zabývá, je dostat øe¹enímpohybovýh rovni závislost polohového vektoru èástie na èase r (t). Vyházíme pøi tomz pohybovýh rovni ma = Fg + Fm + R;kde R je síla vlákna. V kartézském systému (x; y; z) mají tvarmax = �BQvy +Rx;may = BQvx +Ry;maz = �mg +Rz: (7)Toto je komplikovaná soustava rovni, její¾ pøímé øe¹ení je obtí¾né. My se v¹ak bez nìhoobejdeme. Strana 19



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK Roèník X
l y

�
SKRmgObr. 25�

Pøednì si uvìdomíme, ¾e i obyèejné matematiké kyvadlo analy-tiky vyøe¹íme jen pro malé výhylky �, kdy mù¾eme psát sin� := �.Potom se pohyb odehrává pøibli¾nì v rovinì konstantní souøadnie z.Podle obrázku 25 rozlo¾íme tíhovou sílu na slo¾ku kolmou na závìsa slo¾ku ve smìru závìsu, která se vyrovná s vazebnou silou závìsu.Potom síla mg sin� pùsobí pøibli¾nì proti výhyle y, pro ni¾ platísin� = y=l. Tím se nám redukují rovnie (7) na dvojrozmìrný pro-blém max = Fx = �BQvy � mgl x;may = Fy = BQvx � mgl y: (8)Na první pohled jsme si mo nepomohli, nebo» pøed sebou máme sou-stavu lineárníh difereniálníh rovnid2xdt2 = �BQm dydt � gl x;d2ydt2 = BQm dxdt � gl y: (9)I kdy¾ lze tuto soustavu rovni oproti pùvodní soustavì øe¹it pøesnì matematikým po-stupem, nebudeme ho provádìt a radìji zkusíme nalézt øe¹ení fyzikální analogií.Ta spoèívá v tom, ¾e þnáhodouÿ víme je¹tì o jedné síle, která je jako magnetiká síla(6) dána vektorovým souèinem ryhlosti èástie a nìjakého vektoru. Je to síla Coriolisova.Nejprve vysvìtlíme, jak vypadá Coriolisova síla a s èím úze souvisí, a potom vám objasnímeideu na¹eho øe¹ení magnetikého kyvadla.Pohybový zákon v rotujíí vzta¾né soustavìMìjme ineriální vzta¾nou soustavu (IVS) S' a soustavu S, která vùèi ní rotuje kolemspoleèného poèátku konstantní úhlovou ryhlostí ! (viz obr. 26), jedná se tedy o soustavuneineriální (NIVS). Druhý Newtonùv zákon platí jen pro IVS a to v podobì, kterou v¹ihnidobøe známe (èárkovanì znaèíme velièiny nále¾ejíí do S'):ma' = F'; (10)V soustavì S v¹ak vznikají tzv. zdánlivé síly, které nikterak nesouvisí s fundamentálnímiinterakemi (s gravitaèní èi elektromagnetikou silou). Tyto síly jsou pøímým dùsledkemtoho, ¾e se soustava S pohybuje vùèi v¹em IVS zryhlenì. Pohybový zákon v soustavì Spak mù¾eme zapsat v podobì ma = F+ FS; (11)kde F je výslednie v¹eh skuteènýh sil (napø. elektriká, magnetiká èi gravitaèní síla) a FSje výslednie v¹eh zdánlivýh (setrvaènýh) sil.V soustavì S pùsobí obenì dvì takové zdánlivé síly Jednou z nih je síla odstøedivá,tu v¹ihni dobøe znáte z kolotoèe,FO = m!2[x0; y0℄ � m!2�;kde jsme � oznaèili polohový vektor v rovinì (x; y). Druhou silou je síla Coriolisova, kteráje zodpovìdná napø. za stáèení pasátníh vìtrù v subtropeh. A toto je námi hledaná síla,která nám pomù¾e úlohu elegantnì vyøe¹it, nebo» je podobnì jako magnetiká síla dánavektorovým souèinem (pùsobí kolmo na smìr ryhlosti)FC = 2m�� v:Strana 20



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK Øe¹ení teoretikýh úlohPlatí pro ni stejné zákonitosti, které jsme popsali u síly magnetiké. Druhý Newtonùv zákonv soustavì S pak má tvar ma = F +m!2�+ 2m�� v;o¾ v rovinì (x; y) dává soustavu rovnimax = Fx � 2m!vy +m!2x;may = Fy + 2m!vx +m!2y: (12)Øe¹ení rovni analogiíRovnie (12) vypadají velie podobnì jako rovnie (8). Pøedstavme si, ¾e rovnie (8) nepo-pisují pùsobení magnetikého a tíhového pole na kyvadlo pøi jeho malýh výhylkáh v na¹íIVS, nýbr¾ ¾e se jedná o kyvadlo v NIVS S rotujíí úhlovou ryhlostí ! a s nulovým mag-netikým polem. Jinak øeèeno: budeme pova¾ovat magnetikou sílu za sílu Coriolisovu, kde! = BQ2m :Proè to v¹ehno dìláme? K na¹í hypotetiké NIVS S toti¾ existuje IVS S', která má tuvlastnost, ¾e z pohybovém zákona (11) se stane zákon (10), ve kterém u¾ ¾ádný vektorovýsouèin v� � není. Tím se pohybové rovnie velie zjednodu¹í a nám nebude èinit problémyje vyøe¹it. Nalezneme tak øe¹ení v soustavì S', které jednoduhou transformaí pøenesemezpìt do soustavy S.Pøidáme-li do (8) nulu, tzn. pøièteme a odeèteme m!2x, resp. m!2y, rovnie budou míttvar ax = �(gl + !2)x� 2!vy + !2x;ay = �(gl + !2)y + 2!vx + !2y: (13)Srovnáme-li rovnie (13) s (12), vidíme, ¾e výrazy �m
2x a �m
2y, kde jsme oznaèili
2 = gl + !2; (14)hrají roli slo¾ek síly F v rovnii (11).
x0�0x x�xy0�0yy �y � !t K

S Obr. 26�
Nyní staèí jenom vìdìt, jak se transformují slo¾kysíly do soustavy S', vùèi ní¾ se S otáèí, a tuto transfor-mai odvodíme z obr. 26. Velie snadno zjistíte, ¾ex = x0 os!t+ y0 sin!t;y = �x0 sin!t+ y0 os!t: (15)Jedná se jenom o hledání tìh správnýh pravoúhlýhtrojúhelníkù, jejih¾ odvìsny dohromady poskládají xa y. Inverzní transformae z S do S' vyházíx0 = x os!t� y sin!t;y0 = x sin!t+ y os!t;nebo» soustava S' se vùèi S otáèí s úhlovou ryhlostí �!. Jeliko¾ síla F je úmìrná vektoru[x; y℄, ihned odtud vyplývá, ¾e v soustavì S' bude mít tvarF' = [�
2x0;�
2y0℄; Strana 21



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK Roèník Xa tedy musíme v S' øe¹it dvì rovnie, které u¾ nejsou mezi sebou provázány,a0x = �
2x0;a0y = �
2y0: (16)Rovnie (16) urèitì v¹ihni poznáváte, jejih øe¹ením jsou obyèejné kmity, nebo» zryhleníje pøímo úmìrné výhyle, ale opaèného smìru. Ale pozor, jsou to obenì eliptiké kmity,nebo» zde velie zále¾í na poèáteèníh podmínkáh.Obené øe¹ení rovni (16) napí¹eme jako superpozii harmonikýh funkí sin a os:x0 = K sin
t + L os 
t;y0 = M sin
t +N os 
t; (17)konstanty K, L, M , N musíme dopoèítat z poèáteèníh podmínek (napø. konkrétnì prohodnoty K = N 6= 0, L =M = 0 dostáváme obyèejné kruhové kmity). V èase t = 0 platí(poèátek soustavy souøadné odpovídá rovnová¾né poloze kyvadla { bod S na obr. 25):y0(0) = �; v0y(0) = 0;x0(0) = 0; v0x(0) = �!�; (18)kde jsme oznaèili poèáteèní výhylku ve smìru y (a tím i y0) � = l sin�. Ryhlost vx(0) jsmezvolili nulovou, a proto v soustavì S' je v0x(0) = �!�, nebo» se elá S' otáèí vùèi S úhlovouryhlostí �!. y0
x0�

2� !
5;3;1
6;4;2;0

Obr. 27�

Ze známého vzoreèku v = !r pro rovnomìrný pohybpo kru¾nii, a uvá¾íme-li, ¾e ryhlosti jsou maximálnítam, kde jsou nulové polohy, a naopak, snadno odvodímev0x = K
 os 
t� L
 sin
t;v0y = M
 os 
t�N
 sin
t; (19)Dosadíme-li poèáteèní podmínky (18) do rovni (19)a (17), získáme: K = ��!=
, L = 0, M = 0, N = �.V soustavì S' má øe¹ení na¹í úlohy tvarx0 = ��!
 sin
t;y0 = � os 
t:V soustavì S' kyvadlo vykonává eliptiké kmity, jak jeto vidìt na obrázku 27. x
y�

2 � !
 0
1

2
34 56 Obr. 28�

Teï u¾ staèí provést transformai zpìt do soustavy Spodle vztahu (15). Øe¹ení na¹í úlohy pak vypadá takto:x = � os 
t sin!t� �!
 sin
t os!t;y = � os 
t os!t+ �!
 sin
t sin!t: (20)Za pou¾ití stejnýh poèáteèníh podmínek byhom do-spìli k výsledku (20) øe¹ením rovni (9). Cílem této úlohy v ¾ádném pøípadì nebyl výkladøe¹ení soustavy difereniálníh rovni. Uznávám, ¾e námi pou¾itá �nta není úplnì triviální,pokud jste ji ale pohopili, mìli byste mít jasno v tom, o to vlastnì ty zdánlivé síly jsou.Na obr. 28 se skuteènì mù¾eme pøesvìdèit, ¾e pohyb kyvadla v na¹em pøiblí¾ení (20)kvalitativnì souhlasí s tím, o jsme pøedpovìdìli v úvodu.Strana 22



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK Øe¹ení teoretikýh úlohZávìrKyvadlo bude kmitat s úhlovou frekvení 
, pøièem¾ ale nikdy neprojde rovnová¾nou po-lohou. Bìhem kmitání se stáèí v¾dy doleva, smìøuje-li magnetiké pole ve smìru osy �za naopak doprava, je-li B ve smìru z, a to tak, ¾e polohy maximálníh èi minimálníh vý-hylek se stáèí úhlovou ryhlostí !. Kyvadlo tak dìlá harakteristiké þ¹pièkyÿ. Nejmen¹ívzdálenost od poèátku souøadné soustavy je �!=
.Pro zadané hodnoty získáme: poèáteèní výhylka � = 12 m, frekvene ! = 1;3:10�4Hz,úhlová frekvene 
 = 3;1Hz. Tyto hodnoty samozøejmì vùbe neodpovídají obrázkùm, kdebyl pou¾it pomìr frekvení asi 1 : 8;5. Magnetiká síla je mnohem slab¹í ne¾ tíhová, a takza tìhto podmínek mù¾eme mluvit o þstáèení roviny kyvù kyvadlaÿ, nebo» velikost vedlej¹ípoloosy �!=
 z obrázku 27 je zanedbatelná vùèi hlavní poloose �, je asi desetitisíkrát men¹í.Stejnì tak mù¾eme zanedbat ! ve vztahu (14). Dostáváme tak obyèejné matematiké kyvadlokmitajíí s periodou 2 s, jeho¾ rovina kyvù se otoèí kolem dokola za 14 hodin.PoznámkaÚplnì stejný pohyb vykazuje populární Fouaultovo kyvadlo, na které pùsobí námi po-u¾itá Coriolisova síla s tím, ¾e úhlová frekvene rotae poloh maximální a minimální vzdá-lenosti od rovnová¾né polohy kyvadla je ! = !Z= sin�, kde � je zemìpisná ¹íøka a !Z jevelikost uhlové ryhlosti Zemì rotujíí okolo vlastní osy. To souvisí s tím, ¾e na pohyb kyva-dla v na¹em pøiblí¾ení má vliv pouze slo¾ka vektoru �Z ve smìru tíhového zryhlení. V na¹ízemìpisné ¹íøe (� = 50Æ) se Fouaultovo kyvadlo otoèí kolem dokola asi za 31;3 hodin; naseverní polokouli se stáèí doprava, kde¾to na ji¾ní polokouli doleva. Kdybyhom htìli na¹emagnetiké kyvadlo experimentálnì zmìøit, museli byhom pøihlédnout i k rotai Zemì, kterárovnì¾ zpùsobuje stáèení roviny kyvù, nebo» jsou oba jevy øádovì srovnatelné.Nìkdy se stáèení Fouaultova kyvadla vysvìtluje tak, ¾e se nemìní orientae roviny kyvùvùèi stáliím, o¾ není obenì pravda, platí to jenom na póleh. Je to napøíklad vidìt z toho,¾e za jeden den se oitneme ve stejné pozii vùèi stáliím, av¹ak kyvadlo rotaèní pohybzdaleka je¹tì nedokonèilo. Správným vysvìtlením pohybu Fouaultova kyvadla je jen a jenpùsobení Coriolisovy síly, která je dùsledkem toho, ¾e soustava spjatá se zemí je neineriální.Úloha II . 3 . . . jarový tryskáè AObr. 29�
Matou¹ si vystøihl z tvrdého papíru lodièku, která je na-kreslena na obr. 29 pøi pohledu shora. Do místa A pak káplkapièku jaru a þloï ÿ spustil na vodní hladinu. Nemálo se po-divil, kdy¾ loï þsama od sebeÿ vyrazila prude vpøed. Umítepohyb lodi vysvìtlit? Platí pro nìj zákon zahování energie?Øe¹ení:Celou soustavu mù¾eme pova¾ovat za dvourozmìrnou (v rovinì hladiny, neuvolòuje setedy ¾ádná poteniální energie skrytá v gravitaèním poli). Hladinu vody pova¾ujme za pru¾-nou blanku, která má tendeni smr¹tit se na o nejmen¹í plohu, ale gravitae jí to nedovolí.Energie uskladnìná v této plo¹e je dána vzorem�E = ��S ;tedy vnitøní energie je úmìrná plo¹e hladiny. Konstantu úmìrnosti � nazýváme povrhovénapìtí (vody) a jeho hodnota je pøibli¾nì 73mJ.m�2. Kápnutím èistíího prostøedku se aleneuvolní elá tato energie, rozvine se toti¾ povrh nové kapaliny { jaru. Ten má urèitì takénìjaké povrhové napìtí. To se mi nepodaøilo najít v ¾ádnýh tabulkáh, je v¹ak men¹í ne¾povrhové napìtí vody. Ono rozlití nutnì nìjakou energii spotøebuje, ale bude to ménì, ne¾voda dodá. Tolik energetiké hledisko. Strana 23



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK Roèník XZ hlediska sil je to pøibli¾nì takto: Pøedstavme si místo lodièky, øeknìme sirku, na její¾jedné stranì je èistá hladina a na druhé taky. Na ka¾dou stranu sirky pùsobí povrhové napìtívody, které je v rovnováze a má velikost 73mN na ka¾dý metr sirky. Kápnutím jaru, mýdlanebo jiné látky o ni¾¹ím povrhovém napìtí se tato rovnováha poru¹í a na sirku bude pùsobitnenulová výsledná síla smìrem do èisté vody. Pokud nebude ono tìleso (sirka, lodièka, okoliplovouího) pøipevnìno, dá se do zryhleného pohybu, který pøejde ve zpomalený, proto¾ese skvrna roz¹íøí, tím hnaí síla zanikne a nakone odporové síly pohyb loïky zastaví.Zákon zahování energie jako elek samozøejmì naru¹en není. Pøi vý¹e popsaném dìjise pouze pøemìòuje jedna forma energie ve druhou a to poteniální energie (av¹ak ne vesmyslu gravitaèního poteniálu!) soustavy jar{voda na kinetikou energii lodièky. Pokudbyhom htìli vrátit jar do láhve, na jeho shromá¾dìní a hlavnì odtr¾ení z hladiny byhompotøebovali minimálnì tolik energie, kolik jí získalo na¹e plavidlo pøi rozjezdu.Úloha II . 4 . . . zradla, aneb kdo je nejkrásnìj¹í R S RRObr. 30�
Vypuklé a duté zradlo mají stejný polomìr køivostiR. Vzdálenost mezi vrholy zradel je 2R. V jakém bodìna optiké ose zradel musíme umístit zdroj svìtla S, abypo odraze od vypuklého a dutého zradla splýval obrazbodu S se svým vzorem?Øe¹ení:Ve vzorovém øe¹ení budeme pou¾ívat znaménkovou konveni, která se nejèastìji pou¾ívána støední ¹kole. Velièiny mìøené pøed zradlem jsou kladné, za zradlem záporné. (Podrob-nìji napø. E. Svoboda { Pøehled støedo¹kolské fyziky, SPN 1991, str. 468, 471, 472.) Je dobrési uvìdomit,¾e k tomu, aby nìkde vznikl obraz pøedmìtu nestaèí jeden paprsek, ale musí setam protnout v¹ehny paraxiální paprsky. K øe¹ení nám niménì staèí zobrazovaí rovnie.R RR jbjja0j jaj jb0jS1 S=S2

Obr. 31)
Bod S zobrazíme nejprve napø. vypuklým zradlema poté dutým. Opaèným postupem byhom samozøejmìobdr¾eli stejný výsledek. Obraz S1 vzniklý prvním zob-razením bude vzorem pro druhé a jeho výsledek S2 budeshodný s bodem S.Zobrazovaí rovnie pro vypuklé zradlo:1a + 1a0 = � 2R ;a { pøedmìtová vzdálenost, a0 { obrazová vzdálenost.Zobrazovaí rovnie pro duté zradlo:1b + 1b0 = 2R ;b { pøedmìtová vzdálenost, b0 { obrazová vzdálenost.Podle vý¹e uvedenýh pøedpokladù platí také rovniea0 + b = 2R ; a+ b0 = 2R :Nyní máme ètyøi rovnie o ètyøeh neznámýh, z nih¾ snadno dopoèítáme napøíklad a.Vyjde kvadratiká rovnie se dvìma reálnými koøenya1 = 1 +p32 R a a2 = 1�p32 R :První koøen zjevnì vyhovuje zadání úlohy, zatímo druhý nikoliv, nebo» le¾í mimo oblastmezi zradly.Strana 24



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK Øe¹ení teoretikýh úlohÚloha II . 5 . . . dvojèata ve vesmíru
Z ' M

K
u

v
Obr. 32�

Mihal a Karel jsou dvojèata. V zájmu vy¹¹ího vìdekéhopoznání je posadíme ka¾dého do jiné kosmiké lodi v tý¾ èast = 0 a vystøelíme ze Zemì Z ryhlostmi u a v vstøí hvìzd-ným dálavám. Abyhom jim ¾ivot o nejvíe znepøíjemnili,jejih ryhlosti svírají úhel ', jak je to vidìt na obr. 32. Poèas hvìzdného putování se jejih ryhlosti nemìní. V èase t0se Mihal, který se zrovna nahází v bodì M, rozhodne vyslatzprávu { rádiový signál svému sourozeni. Pod jakým úhlem vùèi svému smìru pohybu musí zamìøit signál, aby Karelzprávu obdr¾el?Vliv ostatníh tìles na dráhu lodí a paprsku zanedbejte. Diskutujte té¾ pøípad, kdyvesmírné lodì nejsou vypu¹tìny ve stejný èas, ale Mihal se vydá do vesmíru o dobu T døíve.Jak se zmìní výpoèet, budou-li velikosti ryhlostí u a v blízké ryhlosti svìtla ?Øe¹ení:Pøednì si uvìdomme, ¾e kdy¾ se budeme na elou situai dívat ze soustavy spojené seZemí, nebude platit, ¾e úhel, pod kterým signál poletí, je shodný s úhlem, pod kterýmsignál Mihal vyslal (viz obr. 33). Oznaème si w ryhlost signálu v soustavì spojené seZemí. Pohybuje-li se Mihal ryhlostí u a vy¹le-li signál ryhlostí  pod úhlem , ryhlostletu signálu bude w = + u (na úlohu se díváme nerelativistiky). Ryhlosti se vektorovìsèítají a s výjimkou pøípadu u = 0 zøejmì platí  6= �, kde � je úhel letu signálu v soustavìspojené se Zemí. Proto musíme úlohu øe¹it v Mihalovì soustavì.Tato soustava se vzhledem k Zemi pohybuje ryhlostí u. Pro ryhlost Karla v Mihalovìsoustavì pak platí1 v' = v� u ;o¾ rozepsáno ve slo¾káh v0x = vx � u ;v0y = vy :

O M
K1 K2

x
y

 �uv  wu
vsoustava Zemì

Obr. 333 O'=MK1K2
x0

y0
' vv�uv�u�u

soustavaMihalova
Obr. 344Ve speiálním pøípadì, kdy T = 0, se Karel vzhledem k Mihalovi pohybuje po pøíme,která prohází poèátkem Mihalovy soustavy, tj. polohou Mihala (viz obr. 34). Mihal musívyslat signál tímto smìrem. Z obrázku pak snadno nahlédneme, ¾e platítg  = v0yv0x = vyvx � u = v sin'v os'� u: (21)1Tyto vztahy se nazývají adièní teorém skládání ryhlostí, který plyne z Galileovy transformae souøadni.Ve speiální teorii relativity musíme pou¾ít jiné vztahy vyházejíí z Lorentzovy transformae souøadni.Strana 25



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK Roèník XPokud vystartuje Mihal o èas T døíve, budeúhel  závislý na èase, oznaème jej . Na obr. 35 jenastínìna tato situae v soustavì spojené s Miha-lem: V èase t = �T vystartuje ze Zemì Mihal,v t = 0 se vydává na svou pou» i Karel, aby pouplynutí doby t0 mohl Mihal vyslat signál (bodK0), který Karel obdr¾í v èase t = t0 + � (bod K1).Dráha Karla v Mihalovì soustavì je pøímka sesmìrnií tg  vypoètené podle vzore (21). Podleobr. 35 pak snadno odvodímetg  = �� = sin (t0 + �)v0os (t0 + �)v0 � uT ;kde � je doba letu signálu. Uvìdomme si v¹ak, ¾e v nerelativistikém pøípadì je doba letusignálu � vùèi èasu t0 zanedbatelná, nebo» dráha, kterou za nìjakou dobu urazí Karel jemnohem men¹í ne¾ dráha, kterou za stejnou dobu urazí svìtlo. Na obrázku to znamená, ¾esplynou úseèky MK0 a MK1. Dobu � je samozøejmì mo¾no spoèítat z kosinové vìty 4K1MK0,o¾ vede na øe¹ení pomìrnì slo¾ité kvadratiké rovnie. Výsledek vyhází úmìrný èlenùm v=a u=, to znamená, ¾e nemá smysl poèítat s èasem � v nerelativistikém pøípadì. Prototg  ' v0t0 sin v0t0 os  � uT : (22)

O'=MK0K1
x0

y0
� � uT

v0�v0t0 
soustavaMihalova
Obr. 355

Ze vztahu (22) rovnou vidíme, ¾e pro èas t0 � T se  blí¾í . To je samozøejmé, nebo» zatéto podmínky je v Mihalovì soustavì rozdíl mezi smìrnií Karlovy dráhy a drahou signáluminimální.V pøípadì, ¾e jsou ryhlosti blízké ryhlosti svìtla, musíme nahradit Galileovu transfor-mai transformaí Lorentzovou Pohybuje-li se soustava bS ryhlostí u vùèi soustavì S vesmìru osy x, Lorentzova transformae potom zní (støí¹kované velièiny jsou vzta¾eny k po-hybujíí se soustavì bS.): bx = (x� ut)� ;by = y ;bt = (t� ux2 )� ; (23)kde � je Lorentzùv faktor, � = 1q1� u2=2 :Uva¾ujeme-li v¹ak relativistiké efekty, musíme také pou¾ít relativistiké vzore pro sklá-dání ryhlostí bvx = vx � u1� uvx2 ; bvy = vy� �1� uvx2 � :Na rozdíl od klasikého pøípadu se nám v relativitì transformují i slo¾ky ryhlosti kolména smìr pohybu soustavy bS. Je to dáno prostì tím, ¾e pøi Lorentzovì transformai nezùstáváèas stejný pro rùzné ineriální systémy a transformuje se stejnì jako souøadnie; mluvíme pako èasoprostoru. Oznaème hledaný úhel v relativistikém pøípadì b. Potom za pøedpokladuT = 0 platí tg b = bvybvx = v sin'v os'� u 1� = tg  1� = tg vuut1� u22 : (24)Strana 26



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK Øe¹ení teoretikýh úlohTo znamená, ¾e pøi zapoètení relativistikýh efektù se nám tg b zmìní právì o Lorentzùvfaktor �. To plyne z toho, ¾e v jakékoliv fyzikální souøadné soustavì zùstává ryhlost svìtlastále stejná.Poznámka: Pro zajímavost uvedeme i odvození vztahù pro relativistiké skládání ryh-lostí. Staèí nám k tomu pouze Lorentzova transformae (23) a znalost obenì platnýh vztahùvx = dxdt a vy = dydt . Aplikujme tyto vztahy v soustavì bS za pou¾ití (23):bvx = dbxdbt = � �dxdt � u�� �1� u2 dxdt � = vx � u1� uvx2 ;bvy = dbydbt = dydtdbtdt = vy� �1� u2 dxdt � = vy� �1� uvx2 � :Úloha III . 1 . . . skokanÈlovìk padá z mùstku do bazénu, pøièem¾ v bazénu je voda a mùstek je ve vý¹e h nadhladinou. Ná¹ skokan má hmotnost M = 80 kg, hustotu � = 0;9 g.m�3, je vysoký L = 1;7ma na poèátku skoku (volného pádu) byl v klidu. Do jaké nejvìt¹í hloubkyH se skokan ponoøí?Jaký bude jeho dal¹í pohyb? Odpor vodního prostøení: a) zanedbejte, b) nezanedbejte.Øe¹ení:Na zaèátku výpoètù si nejprve uvìdomme, v jakýh èasovýh sledeh probíhá elý dìj:a) skok z vý¹ky h (volný pád) a¾ po dopad na hladinu,b) postupné ponoøování skokana,) pohyb smìrem dolù pro ji¾ zela ponoøeného skokana a¾ do hloubky ponoøení H,d) pohyb smìrem nahoru, dokud je skokan elý ponoøen,e) vynoøování; skokan zùstává nakone èásteènì vynoøen nad hladinou.Po tomto ujasnìní se nyní vìnujme rozboru sil, které v bodeh b) a¾ e) na skokana pùsobí.Jednak je to hydrostatiká vztlaková síla, která pùsobí na ka¾dý pøedmìt v kapalinì, jednakodporová síla prostøedí, která pùsobí proti pohybu skokana díky jeho nenulové ryhlosti.1) Zanedbáváme odporovou sílu kapalinyJeliko¾ nám jde o urèení hloubky ponoøení H, nemusíme znát èasové závislosti velièinharakterizujíí pohyb. Lze potom u¾ít zákona zahování energie pro skokana, který se na-hází v poli gravitaèní síly. To ov¹em pøedpokládá znalost poteniální energie (Ep) a prùbìhsil, které konají prái, abyhom mohli tyto práe (Wb, W) spoèíst.Pøedpokládáme-li, ¾e skokan bude pøi skoku stále ve svislé poloze, nemusíme (pro jedno-duhost) vztahovat poteniální energii vzhledem k tì¾i¹ti, nýbr¾ i vzhledem k patám skokana.Nulovou hladinu poteniální energie stanovme v zatím neznámé hloube H (tj. od hladinyk patám).Rozebereme jednotlivé kroky:a) Skokan má poteniální energii Ep =Mg(h+H) :b) Na skokana pùsobí hydrostatiká vztlaková síla, která vykoná práiWb = LZ0 Fvzdx ; Strana 27



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK Roèník Xkde Fvz = Sx%kg ;pøièem¾ S je plo¹ný prùøez skokana (zjednodu¹me ho na tvar kvádru nebo vále), xhloubka, do které je ponoøen, %k hustota vody, g tíhové zryhlení. Integrál je souètempøes v¹ehny elementy práe Fvzdxna dráze dx, kde je Fvz mo¾no pokládat za konstantní.Integrováním zjistíme, ¾e Wb = 12SL2%kg. Tento výpoèet lze provést i úvahou, nebo»Wb je lineárnì závislá na x, tak¾e elkový souèet je obsahem trojúhelníku.) Zde Fvz = V %kg = SL%kg je tedy konstantní. Vykonaná práe na dráze H � L je W =SL%kg(H � L). Sepi¹me zákon zahování energie:Ep =Wb +W ;nebo» energie, jakou má skokan, se spotøebuje na brzdìní. Z toho po dosazení snadnospoèteme: H = h%+ 12%kL%k � % ;uvá¾íme-li M = V % = SL%.Dosadíme-li hodnotu h = 10m, zjistíme, ¾e skokan by se ponoøil do hloubky H =98;5m, o¾ je zjevný nesmysl, nebo» skokan by se utopil, a on se pøitom neutopí. Odporovásíla tedy bude mít podstatný vliv.d) Potom se skokan zaène vynoøovat rovnomìrnì zryhlenì, dokud je zela ponoøen nebo»vztlaková síla je konstantní.e) Pøi vynoøování nad hladinu bude proes e) probíhat shodnì jako b). Skokan má v poloze,kdy þstojíÿ na hladinì takovou ryhlost, ¾e ho vynese do vý¹ky h, o¾ je dáno tím, ¾eenergie se nikde neztráí (nedisipuje), tzn. po zabrzdìní je skokan zase uryhlován.2) Odporovou sílu kapaliny nezanedbávámea) Spoèteme nejprve ryhlost v bodì, kde se dotýká skokan hladiny. Jde o rovnomìrnìzryhlený pohyb se zryhlením g, tedyh = gt22 ; v0 = gt :Vylouèením èasu dostaneme v0 = p2gh.b) Sepí¹eme 2. Newtonùv zákon pro zryhlení a skokana. Uryhlujíí síla je tíhová Mg,zpomalujíí síla vztlaková Fvz = Sx%kg, podobnì jako v pøípadì 1b) a odporová sílaprostøedí (kapaliny) Fo = 12CS%kv2. Celkovì tedyMg � Sx%kg � 12CS%kv2 = Ma :Výpoèet mù¾eme provést jednoduhým modelováním tøeba i na programovatelné kal-kulaèe. Jeho my¹lenka spoèívá v posouvání èasu, kdy v èasovém okam¾iku t dopoètemepodle na¹í rovnie a, a pomoí nìho spoètemev0 = v + adt ;x0 = x+ vdt+ adt22 ; (25)Strana 28



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK Øe¹ení teoretikýh úlohpøedpokládáme-li v dostateènì malém intervalu (t; t+ dt) rovnomìrnì zryhlený pohyb.Hodnoty x0, v0 jsou ji¾ v èase t+dt : Pomoí nih spoèteme novou hodnotu a0 a postupse opakuje.V na¹em pøípadì b) jsou poèáteèní hodnoty x = 0 a v = v0 = p2gh, pøièem¾ výpoèetkonèí v okam¾iku, kdy x � 1;7m.) Dostáváme podobnou rovnii jako u b). Zde výpoèet konèí pro nulové (nebo pøibli¾nìnulové) hodnoty ryhlosti a koneèná hodnota x bude hledaná hloubka H.Dále u¾ jen uvedu rovnie pro bod d) a e):SL(%k � %)g � 12CS%kv2 = Ma ;�Mg + Sx%kg � 12CS%kv2 = Ma ;kde druhá z rovni vede pøi øe¹ení ke kmitavému pohybu, který se utlumí.K vlastní tehnie výpoètu se slu¹í dodat, ¾e dt mù¾eme zjistit zkusmo a to tak, ¾edáváme stále men¹í a men¹í hodnoty, pokud se výsledky výpoètu od sebe dost li¹í. Já jsempou¾il hodnotu dt = 0;005 s a odporovou konstantu C = 1.Pøi výpoètu s men¹í obmìnou vztahu (25)x0 = x + v + v02 dtjsem se na programovatelné kalkulaèe Casio dostal k výsledkùm proh = 10m ; H = 6;4m ;h = 2m ; H = 4;7m ;h = 1;8m ; H = 4;6m ;o¾ je pøee jen realistiètìj¹í výsledek (by» se hodnoty zdají také ponìkud velké) ne¾ v pøí-padì 1).Úloha III . 2 . . . dopravní pøestupekJede si tak jednou pan Doppler po mìstì a o nevidí. Zastavuje ho vozidlo poliie a pøí-slu¹ník povídá: þPane øidièi, jste si vìdom toho, ¾e jste jel na èervenou?ÿþNikoliv. Kdy¾ jsem projí¾dìl kolem semaforu, tak jsem vidìl zelenou. Tím jsem si na-prosto jist,ÿ odpovídá pan Doppler.þTak v tom pøípadì vám musím dát pokutu za ryhlou jízdu!ÿKolik zaplatil pan Doppler a proè, jsou-li sazby 1Kè za 1 km.h�1 pøes povolený limit60 km.h�1 ve mìstì?Øe¹ení:Pokud heme problému pøijít na kloub, musíme pøedpokládat, ¾e poliista vidìl èervenouv tentý¾ okam¾ik, kdy pan Doppler vidìl zelenou. A dále vzhledem ke zmìnì frekvene svìtlamusíme uva¾ovat relativistiké vztahy pro Dopplerùv jev. Zavedeme si dvì souøadné soustavy.Souøadnou soustavu semaforu S1 (v ní se nahází i poliista) a soustavu Dopplerova autaS2. Tyto souøadné soustavy se pøibli¾ují ryhlostí v.Co vidí pozorovatel v S1? Semafor vy¹le 1 vlnu èerveného svìtla ryhlostí  za èas T = 1f .V soustavì S2, z hlediska pana Dopplera, se ale pøibli¾uje semafor ryhlostí v. Z toho, ¾ev S1 i v S2 se svìtlo pohybuje ryhlostí , lze odvodit, ¾e v S2 vy¹le semafor 1 vlnu za èasT = Tq1� v22 Strana 29



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK Roèník X(dilatae èasu). Jeliko¾ se semafor pøibli¾uje ryhlostí v, je vlnová délka pøijímaného svìtlaa jeho frekvene �z = (� v)T = fs� v+ v ; fz = fs+ v� v :Vyjádøíme si ryhlost v: v = f 2z � f 2f 2z + f 2 := 0;22 = 237:106 km.h�1 ;o¾ odpovídá pokutì 237 mil. Kè.Tento výsledek je mo¾no pova¾ovat za správný, pokud ov¹em uvedeme podmínky, zakterýh platí.i) Pøedev¹ím jsme jaksi mimodìk pøedpokládali, ¾e semafor stojí pøímo ve smìru jízdy panaDopplera. Jeliko¾ ke srá¾e semaforu a pana Dopplera nedo¹lo, musíme pøedpokládat, ¾ese pan Doppler podíval na semafor ve vzdálenosti minimálnì srovnatelné s jeho vý¹kou(èi horizontální vzdáleností), nebo» v pøípadì, ¾e pan Doppler projí¾dí pod semaforema dívá se pøitom na nìj, nemù¾e u¾ doházet k podélnému Dopplerovu jevu. Dojde zatok pøíènému Dopplerovu jevu zpùsobenému dilataí èasuf 0 = fs1� v22 ;o¾ v na¹em pøípadì znamená, ¾e pan Doppler uvidí èervenou, a to je¹tì o nìo tmav¹íne¾ je v S1.ii) Ve výpoètu jsme pou¾ili velikost ryhlosti svìtla ve vakuu. Pøi správném zaokrouhlenínebude ani zemská atmosféra na obtí¾.Nakone je tøeba uèinit poznámku k pøesnosti výpoètu.Poliista udìlujíí pokutu mù¾e znát frekveni (vln. délku) semaforu s pomìrnì velkoupøesností. Pokud v¹ak pan Doppler øekne, ¾e vidìl zelenou, pak lze vý¹i pokuty pouze od-hadnout nebo uèinit výpoèet pro pana Dopplera o nejpøíznivìj¹í a pou¾ít v nìm frekveninìjaké ¾lutozelené barvy. V ka¾dém pøípadì je zbyteèné odeèíst onìh 60 Kè, obzvlá¹tì, kdy¾uvá¾íme, ¾e se inident odehrál na vzduhu, a ne ve vakuu.Je tedy nanejvý¹ vhodné zaokrouhlit výsledek s ohledem na pøesnost zadanýh (èi zvo-lenýh) velièin.Na úplný závìr se mù¾eme zamyslet nad (ne)reálností pøíkladu.a) Na automobil jezdíí ryhlostí 0;22 si asi je¹tì pár let poèkáme. Jízda v nìm bude alevelmi nepohodlná. Zkuste si spoèítat odstøedivou sílu pùsobíí na pasa¾éry v tomto autìjedouím po povrhu zemském. Prostøedky, kterými by poliista v historiky krátké dobìtakto rozjeté auto zastavil a pan Doppler by pøitom neutrpìl újmu na zdraví, zatímneznáme.b) Pan Doppler si mohl v¹imnout, ¾e zelená se nahází na semaforu na místì èervené.) A» u¾ pan Doppler zelenou vidìl nebo ne, bylo by pro nìj urèitì výhodnìj¹í zaplatitpokutu za jízdu na èervenou, ne¾ riskovat èástku o nìkolik øádù vy¹¹í.Úloha III . 3 . . . kouleTøi koule jsou spojeny stejnými gumièkami tak, ¾e tvoøí rovnostranný trojúhelník. Sou-stava le¾í na hladkém vodorovném stole. Jaké náboje je tøeba na koule pøivést, aby se plohatrojúhelníka zdvojnásobila? Tuhost gumièek je k, poèáteèní délka je l.Strana 30



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK Øe¹ení teoretikýh úlohØe¹ení:
Fel FkQ p2lObr. 36�

V zadání to nebylo patøiènì zdùraznìno, ale pøedpokládáme, ¾enáboje, které pøivedeme na koule mají stejnou velikost. Øe¹ení prorùzné náboje by bylo o nìo slo¾itìj¹í.Aby se obsah trojúhelníka zvìt¹il dvakrát, musíme jeho stranuzvìt¹it p2-krát. To plyne ze vztahù2S = 2� 12 l2 sin 60Æ = 12(p2l)2 sin 60Æ :To samozøejmì platí obenìji. Kdy¾ nìjakému objektu zvìt¹íme lineární rozmìry n-krát, pakse jeho plohy, povrhy atd. zvìt¹í n2-krát a jeho objem vzroste n3-krát.Dále je zøejmé, ¾e v¹ehny náboje musí mít stejné znaménko,proto¾e heme-li, aby se obsah trojúhelníka zvìt¹il, v¹ehny tøikulièky se musí odpuzovat. Na ka¾dou kulièku pùsobí elektrostatiké síly Fel od dal¹íh dvoukulièek a síly od gumièek Fk (viz obr. 36). Pùsobíí síly musí být v rovnováze. Síla Fel, kteroupùsobí jedna kulièka na druhou, má podle Coulombova zákona velikost Fel = 14�" Q2(p2l)2 .Síla Fk, má velikost Fk = k�l = k(p2� 1)l. Musí tedy platitk(p2� 1)l = 14�" Q2(p2l)2 :Náboj, který musíme pøivést na ka¾dou kulièku tedy jeQ = �2lq2�"k l(p2� 1) :Úloha III . 4 . . . irkusArtista padá na silnì napnutou plahtu z vý¹ky h = 1m. Jaký bude maximální prùhybplahty, je-li prùhyb s artistou v klidu �y = 2 m? Pova¾ujte v¹ehny výhylky za malé.Øe¹ení:V zadání je napsáno, ¾e plahta, na kterou artista padá, je silnì napjatá. Co to znamená?Pnutí uvnitø plahty je natolik velké, ¾e jeho pøírùstek pøíslu¹ejíí dal¹ímu malému prota¾eníplahty je oproti pùvodní hodnotì zanedbatelný. Dále uva¾me, ¾e zmínìná prota¾ení jsoudostateènì malá právì v tomto smyslu.
FxFy Fp� �y l

Obr. 37)
Z pøedhozího odstave plyne, ¾e síla Fp (viz obr. 37), pù-sobíí ve smìru plahty, má konstantní velikost. Pro dal¹í vý-poèet je zajímavá pouze její slo¾ka Fy. Slo¾ka Fx musí býtnulová, jinak by se nám artista zaèal pohybovat ve vodorov-ném smìru. To v¹ak není mo¾né, proto¾e situae je dostateènìsymetriká, jak plyne ze zadání.Pro velikost síly Fy platí (pou¾ijeme sin� := tg� platné pro malé úhly �)Fy = Fp sin� := Fpyl = ky :Konstantu k urèíme ze silové rovnováhy v poloze, v ní¾ je artista v klidu (prohnutí o �y).Síla plahty musí být kompenzována gravitaèní silou.mg = k�y ) k = mg�y ;kde m je hmotnost artisty. Strana 31



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK Roèník XMaximální prùhyb plahty vypoèteme ze zákona zahování energie. Bìhem pádu se nej-prve mìní poteniální energie artisty na kinetikou energii a na energii pru¾nosti plahty.Nejhloubìji bude artista zøejmì v místì, kde se zastaví, tedy kde jeho kinetiká energie budenulová. Jeliko¾ pru¾né síle F = ky odpovídá energie W = 12ky2, mámemg(h+ ymax) = 12ky2max = 12mg�y y2max :Toto je kvadratiká rovnie, jejím¾ jediným fyzikálnì smysluplným øe¹ením jeymax = �y +q(�y)2 + 2h�y := 22;1 m :Nakone se zmíníme o výsledku, které vyhází ze zela jinýh pøedpokladù, toti¾ ¾eplahta bez artisty má právì klidovou þdélkuÿ (zde se asi není mo¾né vyhnout nìjaké úvazeo struktuøe plahty, aby se vyjasnil význam té þdélkyÿ). Pak je z Hookova zákona Fp = ~k�l,kde �l je zmìna délky plahty. V tomto pøípadì, pokud zanedbáme ymax vùèi h v poteniálníenergii, získáme ymax = 4q4h(�y)3 :Dùle¾itá poznámka: Øe¹ení úlohy, jak bylo popsáno vý¹e, odpovídá spí¹e dopadu akrobatana provaz, proto¾e plahta byla uva¾ována víe ménì jednorozmìrnì. Pokud øe¹íme problémpro skuteènì dvourozmìrnou plahtu, nelze ji¾ brát rozmìry artisty nekoneènì malé. I vdvourozmìrném pøípadì v¹ak vyhází maximální prùhyb plahty pøímo úmìrný pùsobíí síleza pøedpokladu, ¾e se plahta pod artistou pøíli¹ neroztáhne.Èíselnì tedy dostaneme stejnì velký prùhyb jako v jednorozmìrném pøípadì. Tvar plahtyale bude jiný. Aproximujeme-li místo, v nìm¾ se artista dotýká plahty, kruhem o polomìrua a má-li nezatí¾ená plahta tvar kruhu o polomìru b, bude z-ová souøadnie bodù plahtyv závislosti na vzdálenosti od osy z:z = �h ln r=bln a=b ; r > a ;z = �h ; r � a ;kde h je maximální prùhyb plahty.Úloha III . 5 . . . kutilPøedstavte si obyèejnou ívku o 100 záviteh, její¾ kone oznaème A, B (viz obr. 38).Nyní spojíme kone závitu èíslo 57 s konem ívky B pomoí dokonalého vodièe. Jak se budeli¹it tato ívka od ívky s 57 závity, budeme-li ji mìøit mezi body A{B ?A B1 57 100Obr. 38�Øe¹ení:Cívka je harakterizována v elektrikém obvodu dvìma velièinami { svým odporem Ra indukèností L. Budeme pøedpokládat, ¾e ívka ze zadání úlohy má rovnomìrnì rozlo¾enyv¹ehny své závity po elé déle a je blízká ideální íve.V obvodeh stejnosmìrného proudu se v ustáleném stavu neprojeví odli¹né vlastnostizkratované ívky od ívky s 57 závity. Její odpor tedy bude 57100R, kde R je odpor elénezkratované ívky.Strana 32



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK Øe¹ení teoretikýh úloh
57 z. 43 z.Obr. 393

Zapojení ze zadání úlohy lze ekvivalentnì pøekreslit dle obr. 39.Celá ívka se tedy bude hovat jako transformátor s pomìrem zá-vitù N1N2 = 5743, který má zkratované sekundární vinutí. Proveïmenásledujíí my¹lenkový pokus: Zvý¹íme-li nepatrnì napìtí na pri-márním vinutí (nezkratované èásti ívky), nastane zvìt¹ení prouduproházejíího primárním vinutím a zvìt¹í se magnetiká indukeuvnitø primárního vinutí. Na primárním vinutím se bude induko-vat napìtí, smìøujíí proti zvý¹ení napìtí. Potud je popis vlastností zkratované ívkyshodný s popisem vlastností ívky nezkratované. Av¹ak magnetiká induke se zároveò zvìt-¹ila i v sekundárním vinutím a tedy i na nìm se bude indukovat napìtí, opaèného smìrune¾ pùvodní vzrùst napìtí, a sekundárním vinutím zaène proházet proud opaèného smìrune¾ v primárním vinutí (tento proud bude pomìrnì velký, nebo» sekundární vinutí je zkra-továno; bude pouze omezován odporem sekundárního vinutí). Tento proud ov¹em¾e sni¾ujemagnetikou induki vznikajíí v primárním vinutí (lépe øeèeno vytváøí magnetikou indukiopaèného smìru). To má za pøímý následek induki napìtí na primárním vinutí smìøujííhoshodnì s pùvodním zvý¹ením napìtí. Samozøejmì nyní lze elou úvahu nìkolikrát zopa-kovat. Jaký tedy z tìhto kvalitativníh úvah plyne závìr? Zkratovaná ívka bude mít men¹íindukènost ne¾ obdobná ívka s 57 závity. Bude jí proházet vìt¹í proud (Z = pR2 + L2!2)s men¹ím fázovým posunem (�' = artg L!R ). Cívka odebírá ze zdroje vìt¹í energii (vìt¹íproud i úèiník), která se pou¾ije k pokrytí ztrát vzniklýh v sekundárním vinutí.Úloha IV . 1 . . . severJe to u¾ dávno, o jsme my, organizátoøi, hodili na své základní ¹koly. Niménì si v¹ihnidobøe pamatujeme, ¾e jsme se uèili, jak pomoí ruèièkovýh hodinek a polohy Slune naobloze pøibli¾nì stanovit sever. Po vás byhom htìli, abyste nám vysvìtlili, jak to funguje,proè to funguje a s jakou pøesností (pøibli¾nì).Øe¹ení:Cílem úlohy bylo, abyhom si vyjasnili, jak funguje známá to pouèka ze ¹koly o urèeníseveru pomoí ruèièkovýh hodinek:Jsme-li na severní polokouli a namíøíme-li malou ruèièku na Slune, pak osaúhlu �, urèeného malou ruèièkou, støedem iferníku (vrhol úhlu) a dvanátkou,urèuje severoji¾ní smìr a jih je pøed námi. Po otoèení se o 180Æ se bude ná¹pohled upírat na sever.To» tedy pouèka. Zbývá øíi, proè platí a hlavnì, jak pøesnì. Následujíí øe¹ení èerpáz my¹lenek Tomá¹e Braunera.Vý¹e zmínìné pravidlo pøipou¹tí dvì interpretae: a) hodinová ruèièka míøí ke Sluni,b) hodinová ruèièka míøí k prùmìtu Slune do teèné roviny k Zemi v místì pozorovatele,iferník hodinek také le¾í v teèné rovinì. Jinak øeèeno, rovina urèená Slunem a hodinovouruèièkou je vertikální, tj. kolmá na horizont.První z variant je nejednoznaèná, proto¾e umo¾òuje rotai kolem osy urèené ruèièkou.Proto budeme vy¹etøovat druhou interpretai a zvlá¹tì pak její pøesnost.Mìøíme-li èas od poledne (tj. od doby, kdy Slune vrholí), pak za dobu t se Zemì otoèío úhel � = 
 t, kde 
 je úhlová ryhlost rotae Zemì. Hodinky mají iferník, na kterém12 hodinám odpovídá otoèení ruèièek o 360Æ. Zemì se za tuto dobu otoèí ale jen o 180Æ, tj.hodinová ruèièka rotuje dvakrát ryhleji ne¾li Zemì kolem své osy.Pøedstavme si nyní, ¾e jsme se podívali na hodinky, zjistili úhel � a z nìj úhel � = �=2,o který se pootoèila Zemì (viz obr. 40). Urèeme, o jaký skuteèný úhel  byhom se mìliotoèit od Slune, abyhom do¹li na jih (na¹í metodou nejdøíve urèujeme jih). Strana 33



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK Roèník XProto¾e osa rotae Zemì je sklonìna k rovinì ekliptiky o 23;5Æ, budeme popisovat na¹ipolohu pomoí tøí úhlù � �, ' a ", jejih¾ význam je patrný z obr. 40. Poznamenejme jen,¾e úhel " nabývá hodnot z intervalu h�23;5Æ;+23;5Æi, podle polohy Zemì na ekliptie. Dálebudeme pøedpokládat, ¾e se Zemì pohybuje po kru¾nii.
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Obr. 40
Sluneèní paprsek jdouí rovnobì¾nì s osou x a proházejíí bodem A[x; y; z℄ na Zemi,bude povrh Zemì protínat je¹tì v bodì A0[�x; y; z℄. Body A, A0 urèují na povrhu Zemìhlavní kru¾nii k1 (o¾ je kru¾nie se støedem ve støedu koule, le¾íí na zadané sféøe). Toutokru¾nií je zadaná rovina, v ní¾ le¾í prùmìt sluneèního paprsku do teèné roviny (toto tvrzení,které by se mohlo zdát ne zela zøejmým, lze ovìøit pøímým výpoètem). Smìr k jihu urèujepoledník v daném místì, který je èástí jiné hlavní kru¾nie k2. Úhel  je pak roven úhlu,který spolu svírají teèné vektory t1 a t2 obou kru¾ni v bodì A.Bod A má v èárkované souøadné soustavì (její¾ osa je toto¾ná s osou rotae Zemì)souøadnie A[os' os�; os' sin�; sin'℄ :Proto¾e øe¹ení úlohy nezávisí na zvoleném mìøítku, zvolili jsme za polomìr Zemì jednièku.Jestli¾e heme vyjádøit souøadnie bodu A v neèárkované souøadné soustavì, musímeèárkovanou souøadnou soustavu otoèit o úhel �" (viz obr. 40) kolem osy y = y0:x = x0 os "+ z0 sin " = os' os� os "+ sin' sin " ;y = y0 = os' sin� ;z = �x0 sin "+ z0 os " = � os' os� sin "+ sin' os " :Normálový vektor k rovinì, v ní¾ le¾í kru¾nie k1, jen1 =�!OA � �!OA0= (0;�z; y) = (0; os' os� sin "� sin' os "; os' sin�) :Normálový vektor n2 k rovinì, v ní¾ le¾í kru¾nie k2, je rovnobì¾ný s rovinou x0y0 a mù¾emejej zvolit jako n2(x0; y0; z0) = (sin�;� os�; 0):Po aplikai rotae o úhel " dostávámen2(x; y; z) = (sin� os ";� os�;� sin� sin ") :Snadno nahlédneme, ¾e úhel, který svírají vektory t1, t2, je shodný s úhlem, který svírajívektory n1 a n2. Proto os  = n1 �n2jn1jjn2j :Strana 34



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK Øe¹ení teoretikýh úlohDal¹í výpoèet je ryze tehniký, a proto jej poneháváme na vás a uvedeme jen koneènývýsledek pro os :os  = sin' os� os "� os' sin "q(os' sin�)2 + (os' os� sin "� sin' os ")2 : (26)
" { roèní doba� { denní doba

odhylka 
Obr. 41�Chyba Æ, jí¾ se dopustíme u¾itím na¹í pouèky, tedy bude Æ =  � �. Speiálnì prozemìpisnou ¹íøku ' = 50Æ (na ní se zhruba nahází ná¹ stát), z obr. 41 zjistíme, ¾e nejvìt¹íhyby se dopustíte v létì pøibli¾nì v osm hodin ráno nebo ve ètyøi hodiny odpoledne a jejívelikost bude pøibli¾nì 24;6Æ.V zimì to bude ve ètyøi ráno a v osm veèer, o¾ se ale, proto¾e v danýh dobáh Slune prosamou tmu neuvidíme, ve skuteènosti nestane. Nejvìt¹í hyby se tak dopustíme pøi výhodua západu Slune.S vý¹e uvedenou rovnií (26) pro úhel  si mù¾ete je¹tì vyhrát a najít místa na Zemia èasy, ve kterýh je hyba nejvìt¹í.Je¹tì je nutno uvá¾it ostatní relevantní hyby.Samozøejmì by nám mìly jít správnì hodinky (�5minut). Potom je tu hyba vznikajííz faktu, ¾e Zemì je rozdìlena do èasovýh pásem, maximální hyba tak vznikajíí v urèeníèasu je pùl hodiny (pokud je èas v pásmu urèen poledníkem, pùlíím pásmo), èemu¾ odpovídána iferníku 15Æ, ale hyba bude polovièní, tj. 7;5Æ.Dále se díky eliptiké dráze objeví hyba, která má maximální velikost pøibli¾nì 15 minutv urèení poledne podle Slune (Slune toti¾ nebude ve 12 hodin le¾et pøesnì ji¾ním smìrem),tj. 3;75Æ v urèení severu. Tato hyba je nejvìt¹í na zaèátku listopadu èi v polovinì února.Je mo¾né (spí¹e jisté), ¾e jednotlivé hyby jsou na sobì závislé, a proto je není mo¾no jennaivnì seèíst. Niménì z obrázkù vidíme, ¾e velikost maximální hyby bude v na¹í zemìpisné¹íøe 24;6Æ + 7;5Æ := 32Æ právì v létì a speiálnì pro Prahu, pøes ni¾ prohází patnátýpoledník, kolem 24;6Æ, proto¾e se neobjeví þpásmováÿ hyba. (Zde neuva¾ujeme þeliptikouÿhybu, která bìhem roku kolísá.Poznámka: Rád byh upozornil také na to, ¾e vý¹e uvedená metoda nebude praovat naji¾ní polokouli tak, ¾e bude urèovat sever. Jak si toti¾ snadno uvìdomíte, hodinky by vámmusely jít pozpátku aneb metodu mù¾ete pou¾ít s tím, ¾e zradlíte malou ruèièku vùèi ose6{12.Úloha IV . 2 . . . Pepek námoøníkSpoètìte prái, kterou musí vykonat námoøník na to, aby svinul plahtu o hmotnosti M ,která má ¹íøku a a vý¹ku b. Plahta visí elá svisle dolù z ráhna a námoøník ji navíjí na ráhnokonstantní ryhlostí.
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Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK Roèník XØe¹ení:Uká¾eme si dvì øe¹ení této úlohy:1) Výslednou prái spoèítáme ze zmìny poteniální energie plahty v tíhovém poli. Pro úèelytohoto výpoètu si plahtu nahradíme hmotným bodem o hmotnosti M (hmotnost plahty)umístìným v tì¾i¹ti plahty. ®e je mo¾né takovouto aproximai provést, o tom nás nejlépepøesvìdèí jedna z de�ni tì¾i¹tì: Tì¾i¹tì je pùsobi¹tì výsledné tíhové síly. Tì¾i¹tì nesmotanéplahty le¾í ve vzdálenosti b=2 od ráhna, tì¾i¹tì smotané plahty le¾í pøímo na ose ráhna.Smotaná plahta zvìt¹ila svoji poteniální energii oEp = Mg b2 :Stejnou prái musel vykonat Pepek, protoW = Mg b2 :2) U¾itím integrálního poètu. Prái spoèítáme podle de�nie jako dráhový integrál síly.W = BZA F�ds : (27)

ax
Obr. 42�

Síla, kterou musí Pepek pùsobit, je rovna tíhové síle dosud nenamotané èásti plahty(vìt¹í síla by zpùsobila zryhlený pohyb plahty). Vzdálenost nenamotané èásti plahty odráhna oznaèím x (viz obr. 42) a bude se mìnit od �b do 0. Snadno odvodíme, ¾e tíhová sílapùsobíí na nenamotanou èást plahty jeF =Mxb g :Dosazením do vztahu (27) dostanemeW = � 0Z�b Mgxb dx = Mg b2 ;o¾ je hledaná práe. Pøi dosazování do skalárního souèinu jsmezohlednili to, ¾e Pepek pùsobí silou opaènou ne¾ je síla tíhová (zna-ménko mínus pøed integrálem).K tomuto výsledku byhom pøi pøesnìj¹ím výpoètu museli je¹tì pøidat dal¹í práe, kterémusel Pepek vykonat.i) Kinetiká energie soustavy na koni dìjePokud bude námoøník navíjet konstantní ryhlostí a¾ do úplného kone, bude se paks touto obvodovou ryhlostí otáèet ráhno i s plahtou. Kinetiká energie takovéto otáèejííse soustavy je Ek = 12J!2 = 12J v2R2kde J je moment setrvaènosti soustavy ráhno + namotaná plahta, v ryhlost vyta-hování plahty, R polomìr soustavy ráhno + namotaná plahta. Dosazením nìjakýhrozumnýh hodnot (v = 1m.s�1, b = 10m .. .) zjistíme, ¾e v pøípadì, kdy je hmotnostráhna s hmotností plahty srovnatelná, je tato kinetiká energie minimálnì o øád men¹íne¾ W . V opaèném pøípadì byhom tuto energii nemìli opomíjet. Pepek mù¾e zabránitkonání této nadbyteèné práe tím, ¾e pøestane tìsnì pøed konem toèit a plahta samaþdojedeÿ.Strana 36



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK Øe¹ení teoretikýh úlohii) Ztráty zpùsobené tøením a jinými odporovými silamiBudou pravdìpodobnì srovnatelné s W a budou záviset na mnoha faktoreh (kvalita na-víjeího systému, povìtrnostní podmínky . . .). Práe jim odpovídajíí se pøemìní na teplo.Poznámka na závìr: Snad na ¾ádné lodi se plahty na ráhno nenamotávají, v¹ude sek nìmu pouze pøivazují.Úloha IV . 3 . . . mìøení tlaku vzduhu v zimìFyzikální expedie potøebuje zmìøit tlak vzduhu ve svém táboøe, aby si mohla být jistá,¾e jí nehrozí vysokohorská nemo (u¾ i tak jim hrozí umrznutí, proto¾e je pøesnì �30ÆC).Shodou okolností mají s sebou rtu»ový barometr s hliníkovou stupnií a namìøili tlak vzduhu750 torr. Jaký byl ve skuteènosti tlak vzduhu, jestli¾e jsou barometr i mìøidlo ejhoványpro teplotu 0ÆC?Øe¹ení:Nejprve si ujasnìme prinip rtu»ového barometru. Je to trubie tvaru U, na jednom koniuzavøená. Uvnitø je rtu», mezi rtutí a uzavøeným konem U{trubie je vakuum. Z rovnostisil dostáváme vztah paS = h�gS ;kde � je hustota rtuti, S prùøez trubie, h rozdíl vý¹ek hladin v obou trubiíh. Je vidìt, ¾erozdíl vý¹ek hladin (a tedy i namìøený tlak) závisí pouze na hustotì. Z toho té¾ plyne, ¾etepelná deformae sklenìné trubie nemá na mìøení vliv. K trubii je pøipevnìno mìøítko,na kterém odeèítáme jen rozdíl vý¹ek hladin.Podle de�nie odpovídá tlak 1 torr vý¹e 1mm rtu»ového sloupe v manometru pøi nor-málníh podmínkáh. Zajímá nás h0, které by udávalo vý¹ku sloupe rtuti pøi daném tlaku,pokud by teplota barometru byla 0ÆC.Proto¾e mìøítko se zimou smrsklo, ukazuje víe, ne¾ je ve skuteènosti vý¹ka hladiny. Tedyhskut = hnam(1 + ��T ) < hnam ;kde hnam je vý¹ka rtu»ového sloupe odeètená polárníky z barometru a � = 2;4:10�5K�1 jeteplotní délková rozta¾nost hliníku, �T = �30K. Naví je tøeba zapoèítat teplotní zmìnuhustoty rtuti. ��30 = �0=(1 + ��T ) > �0 ;kde � = 1;8:10�4K�1 je teplotní objemová rozta¾nost rtuti. Pro atmosfériký tlak platí vztahpa = h0�0g = hskut��30g, z nìj¾ heme získat h0. První vyjádøení tlaku je pøi teplotì 0ÆCa druhé je pøi �30ÆC. Vý¹ka rtu»ového sloupe h0 udávajíí správný tlak tedy jeh0 = hskut��30�0 = hnam1 + ��T1 + ��T ;po dosazení h := 753;5mm, èili atmosfériký tlak je ve skuteènosti pøibli¾nì 754 torrù. Vy-sokohorská nemo tedy rozhodnì nehrozí, tento tlak se vyskytuje bì¾nì i v normálníhpodmínkáh.Proto¾e ��T; ��T � 1, mù¾eme zanedbat jejih vy¹¹í moniny a psáth0 := hnam(1 + ��T )(1� ��T ) := hnam(1 + ��T � ��T ) :Poznámka: Je dobré si uvìdomit, ¾e vý¹ka hladiny se poèítá ze vzore h = p=�g a nepøímo z toho, ¾e se nìjak zvìt¹í objem rtuti (obenì by toti¾ nemusela vyházet lineárnízávislost jako zde). Strana 37



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK Roèník XÚloha IV . 4 . . . napjatá situae k1 k2 k1k2Obr. 43�
Mìjme dvì pru¾iny o tuhosti k1 a k2. Jaký bude pomìr pe-riod kmitù, jestli¾e na nì povìsíme záva¾í, pokud jsou v prv-ním pøípadì pru¾iny spojeny þsériovìÿ a ve druhém þpara-lelnìÿ (viz obr. 43)? V þparalelnímÿ pøípadì je záva¾í umís-tìno tak, ¾e hrazdièka je stále vodorovná.Øe¹ení:Nejprve pøipomeòme de�nièní vztah pro tuhost pru¾inyk = F�ya nyní odvodíme vztahy pro tuhost systému pro paralelní a sériové spojení pru¾in.1) Paralelní spojeníProdlou¾ení obou pru¾in �y, bude stejné pro obì pru¾iny, nebo» dle pøedpokladù úlohy jehrazdièka spojujíí pru¾iny stále vodorovná, tedy�y = �y1 = �y2 :Celková síla, kterou pùsobí obì pru¾iny na hrazdièku, jeF = k1�y1 + k2�y2 = (k1 + k2)�ya pro þtuhost pru¾in spojenýh paralelnìÿ tak dostanemek = F�y = (k1 + k2)�y�y = k1 + k2 :Pøipomeòme, ¾e v zadání úlohy nebylo øeèeno ni o umístìní zátì¾e na hrazdièe a bezznalosti její polohy na hrazdièe nelze èinit ¾ádné úvahy o rozkládání tíhové síly na zátì¾pùsobíí na jednotlivé pru¾iny.2) Sériové spojeníSíla, která zpùsobuje prodlou¾ení dolní pru¾iny, se v ideálním pøípadì, pøená¹í na hornípru¾inu, proto platí F = F1 = F2 :Celkové prodlou¾ení soustavy pru¾in je tedy�y = �y1 +�y2 = F1k1 + F2k2 = Fk1 + Fk2 = F � 1k1 + 1k2�a pro þtuhost pru¾in spojenýh sériovìÿ pak mámek = F�y = FF � 1k1 + 1k2� = k1k2k1 + k2 :Uva¾ujeme-li, ¾e se obì pru¾inky budou hovat jako jedna, bez vzniku slo¾enýh kmitùa podobnýh nepìknýh vìí, staèí pou¾ít známý vztah pro dobu periody kmitù osilátorutvoøeného pru¾inou tuhosti k, na které je zavì¹eno záva¾í o hmotnosti mT = 2�rmk :Strana 38



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK Øe¹ení teoretikýh úlohTedy pomìr period kmitù sériovì a paralelnì spojenýh pru¾in budeTTp = 2�r mk1k2k1+k22�q mk1+k2 = k1 + k2pk1k2 � 2 :Poslední nerovnost platí díky AG nerovnosti (nerovnost mezi aritmetikým a geometrikýmprùmìrem).Úloha IV . 5 . . . fotbalistiký problémFotbalista vykopne míè a udìlí mu kromì posuvné ryhlosti i rotai okolo svislé osy. Nakterou stranu od pùvodního smìru se míè zaène odhylovat v závislosti na smyslu rotaea proè? Míè pova¾ujte za ideální kouli, odpor vzduhu nezanedbávejte.Øe¹ení:Ka¾dý, kdo nìkdy hrál fotbal, ví, ¾e vykopnutý míè se odhyluje ve smìru rotae. Ale jakto zdùvodnit?Pou¾ijme Bernoulliho rovnii 12�v2 + p = konst.Jeden ze zdánlivì paradoxníh dùsledkù této rovnie je ten, ¾e v místì, kde kapalinaproudí vy¹¹í ryhlostí (takové místo poznáme podle vy¹¹ího poètu proudni { podobnì jakointenzitu elektrikého nebo magnetikého pole poznáme podle hustoty siloèar), musí být ni¾¹ítlak.Pokud za ryhlost v mehaniky dosadíme vzájemnou ryhlost povrhu míèe a vzduhu,kde se sèítá ryhlost pohybu a rotae, dojdeme k závìru, ¾e míè bude zatáèet v opaènémsmyslu, ne¾ je jeho rotae.Chybnost této úvahy tkví v tom, ¾e jsme pøedpokládali, ¾e vzduh má na v¹eh protileh-lýh bodeh u povrhu míèe stejnou ryhlost vùèi tì¾i¹ti míèe a opomnìli jsme fakt, ¾e míèsám nezanedbatelnou mìrou ovlivní proudíí vzduh kolem. Fy
Obr. 442

Ve viskózní tekutinì (souhrnný název pro kapaliny a plyny)strhuje otáèejíí se koule nejbli¾¹í vrstvy tekutiny a ryhlost prou-díí tekutiny je vy¹¹í nahoøe (viz obr. 44). Díky odli¹ným ryh-lostem proudìní na rùznýh stranáh koule, musí být na rùznýhstranáh koule rùzný tlak (abyhom splnili Bernoulliovu rovnii).Ni¾¹í tlak bude na stranì s vy¹¹í ryhlostí proudìní a opaènì naprotilehlé stranì bude tlak ni¾¹í. Jestli¾e pak seèteme jednotlivétlakové síly, elková výslednie bude smìøovat do oblasti vy¹¹íhryhlostí.Mù¾eme tedy zopakovat, ¾e koule se bude odklánìt od pøí-mého smìru ve stejném smyslu jako rotuje.Tento bezpohyby zajímavý fyzikální efekt nazýváme Magnusùv jev a byl vyu¾it i kekonstruki novodobýh plahetni { rotorové lodi s Flettnerovým rotorem. Tyto plahetniemají místo sto¾áru a plahet vysoké vále, kterými otáèí motor.Úloha V . 1 . . . rozmazaný ¹roubPo naklonìné rovinì se sklonem � se z klidové pozie valí vále, na kterém je pøedkreslenzávit. Vále se stále zryhluje a postupnì se nám jednotlivé závity þrozma¾ouÿ, a¾ nenípoznat, ¾e tam jednotlivé závity byly. Mìøíme èas od pu¹tìní vále do hvíle, kdy nerozeznámejednotlivé závity. Jak tento èas závisí na úhlu � ? Pøedpokládejte, ¾e oko má snímkovaífrekveni f , vále má prùmìr R, stoupání závitù je s. Strana 39



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK Roèník XØe¹ení:Oko si pøedstavíme jako kameru, která po dobu 1=f exponuje, a v¹e, o se stane, zahytído jednoho obrázku. Aby se ¹roub jevil zela rozmazaný, musí jeho závity za dobu 1=f projítv¹emi polohami, o¾ nastane, pokud se otoèí alespoò jednou dokola (nakreslete si obrázek).To znamená, ¾e potøebujeme spoèítat, v jakém okam¾iku dosáhne vále frekvene otáèení f .Podle známýh vzorù platí f = !=2� = v=�R, a tedy v = �Rf . Dále pro pohyb válepo naklonìné rovinì musí platit zákon zahování energie Ep = Ek + Er, èilimgh = 12mv2 + 12J!2 = 34mv2;nebo» pro vále je J = 12m (R=2)2 a ! = 2v=R. Z toho plyneh = 3v24g :Proto¾e jde o pohyb rovnomìrnì zryhlený s nulovou poèáteèní ryhlostí, platí snadno od-voditelný vztah d = 12vt, kde d je ura¾ená dráha, o¾ v na¹em pøípadì (naklonìná rovina)znamená d = h= sin�, kde h je vý¹kový rozdíl. Dostáváme tak tøetí dùle¾itý vztaht = 2hv sin� :Z vý¹e uvedenýh vztahù pro t, h a v, obdr¾íme øe¹enít = 3�Rf2g sin� :Mù¾eme tedy konstatovat, ¾e èas, po kterém se ¹roub rozma¾e, závisí nepøímo úmìrnì nasinu sklonu naklonìné roviny.Úloha V . 2 . . . vykradená pyramida
dh �F armádaotrokù

Obr. 45�
Jistý du¹evnì horý faraón si pøed mnoha tisíi letynehal vytesat mnoha tisíi otrokù z jednoho kusu mo-hutné skály pyramidu. Starovìí zlodìji o dvì dynastiepozdìji htìli pyramidu vyloupit, leè nena¹li vhod, atak se rozhodli, ¾e se pokusí pyramidu pøevrhnout. Dojejí ¹pièky zaklesli pevný kruh, jím¾ provlékli je¹tì pev-nìj¹í lano. Za lano pak zapøáhli organizovanou skupinuotrokù táhnouíh smìrem od pyramidy kolmo ke dvìmahranám podstavy (obr. 45). Podaøí se otrokùm pyramidu pøevrhnout, kdy¾ jih bude dosta-teènì mnoho, nebo ji po písku jen kus popotáhnou?Okolní písek je dokonale udusán minulými generaemi vykradaèù hrobek, kteøí u¾ elástaletí obhlí¾eli, kudy pyramidu vykrást, tak¾e se pyramida do písku nebude boøit. Hmotnostpyramidy je M , koe�ient statikého smykového tøení je �. Pyramidu pova¾ujte za jehlan(pohøební dutina je velmi malá, proto¾e vláde je elý seshlý).Øe¹ení:Úlohu je tøeba rozdìlit na urèení dvou podmínek { jak velkou sílu budeme potøebovatpro pøeklopení pyramidy a pøi jak velké síle se pyramida je¹tì nezaène posouvat. Spojenímobou podmínek obdr¾íme øe¹ení.Strana 40



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK Øe¹ení teoretikýh úloh

d
h FgF2

F1F� �oObr. 46
Pùsobení síly F na pyramidu mù¾eme nahradit pùsobením sil F1, F2, jejih¾ velikosti jsouF1 = F os� a F2 = F sin� (viz obr. 46). Pro úplnost dodejme, ¾e gravitaèní síla Fg mápùsobi¹tì v tì¾i¹ti pyramidy, tj. v 14 vý¹ky!Tøení vykompenzuje pùsobení síly F1 do maximální velikosti Ft = �(Fg + F2). Polo¾meprvní podmínku jako F1 < Ft. A tedy po úpravì snadno dostávámeF < �Fgos�� � sin� : (28)Toto je podmínka pro velikost síly plynouí ze tøení s podlo¾kou taková, aby se pyramidaneposunula. Teï urèíme, jak velikou sílu budeme doopravdy potøebovat.Vyjdìme z momentù pùsobííh sil vzhledem k ose otáèení (hrana pyramidy)M1 = F1h ;M2 = Fg d2 + F2d2 :Z obrázku je jasné, ¾e heme, aby M1 > M2, a protoF1h > Fg d2 + F2d2 ) F > 12Fgdh os�� 12d sin� : (29)A nyní snadno obì podmínky (28) a (29) spojíme do jedné. Po jednoduhém vykráenía upravení dostáváme výsledek � > d2h :Na závìr je¹tì proveïme diskusi. Je tøeba si uvìdomit, jaké postupy a úpravy jsme pou¾ili,zda byly ekvivalentní a èi jsme nepøehlédli jiné mo¾nosti øe¹ení.To, o jsme u vztahu (28) oznaèili jako þúpravyÿ, je pøedpoklad, ¾e os�� � sin� > 0.Diskutujme, o se stane, kdy¾ je zde znaménko opaèné. Tím se zmìní znaménko nerovnostive vztahu (28) a ka¾dý snadno nahlédne, ¾e je tato podmínka splnìna pro ka¾dou sílu F(resp. její velikost). Kdy¾ je � � otg�, pyramida se neposune ani pøi þsebevìt¹íÿ síle F .Podobnì ve vztahu (29) jsme pøedpokládali, ¾e je h os� � 12d sin� > 0. To je pro na¹iúlohu splnìno v¾dy. Upravíme-li tento vztah na tvar 2h=d > tg�, vidíme, ¾e levá strana jetangens úhlu mezi stìnou a podstavou pyramidy, a jeliko¾ otroi stojí venku, je tento v¾dyvìt¹í ne¾ tg�.
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Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK Roèník XÚloha V . 3 . . . velké válení
�Obr. 47�

Mìjme dva duté vále vnìj¹íh polomìrù R1, R2 a vnitø-níh polomìrù r1, r2 (r2 < R2 < r1 < R1). Vále jsou vlo¾enydo sebe (obr. 47) a navzájem se po sobì valí, ale neklou¾ou.Vnìj¹í vále se zaène valit po naklonìné rovinì s úhlem �.Jakého zryhlení elá soustava dosáhne?Nad ráme zadání se mù¾ete pokusit popsat pohyb jednot-livýh válù. Hmotnosti válù jsou M1;M2 a materiál válemù¾eme pova¾ovat za homogenní. Zmìní se øe¹ení výraznìpro tøi vále?Øe¹ení:Oznaème h pøevý¹ení naklonìné roviny a � velikost úhlu, který svírá naklonìná rovinas vodorovnou rovinou. Oznaème !1 úhlovou ryhlost rotae vnìj¹ího vále a !2 úhlovou ryh-lost rotae vnitøního vále; vzhledem k tomu, ¾e se vále po sobì pohybují bez prokluzování,bude platit v = R1!1 ) !1 = vR1 ;r1!1 = R2!2 ) !2 = r1R2!1 = r1vR1R2 :Kinetiká energie soustavy se skládá z translaèní a rotaèní slo¾ky:Ekin = 12(M1 +M2)v2 + 12J1!21 + 12J2!22 :Vypoèteme moment setrvaènosti napø. J1 vnìj¹ího dutého vále J1 = J1;0 � J1;i, kde J1;0 jemoment setrvaènosti elého vále (tj. bez dutiny) a J1;i je moment setrvaènosti vále, kterýby vyplnil dutinu, tedy J1;0 = 12�M1 R21R21 � r21 �R21 ;J1;i = 12�M1 r21R21 � r21 �r21 ;J1 = J1;0 � J1;i = 12M1(R21 + r21) :Výrazy v závorkáh pøedstavují hmotnosti plnýh válù, které jsou samozøejmì jiné ne¾ M1.Celková kinetiká energie soustavy tedy budeEkin = 12(M1 +M2)v2 + 14M1(R21 + r21)!21 + 14M2(R22 + r22)!22 ;Ekin = 12(M1 +M2)v2 + 14M1R21 + r21R21 v2 + 14M2 (R22 + r22)r21R21R22 v2:Pohybuje-li se soustava bez tøení, bude na úpatí naklonìné roviny podle zákona zahováníenergie platit Ekin = Epot = (M1+M2)gh. Je-li koneèná ryhlost soustavy v (pøedpokládáme,¾e se soustava pohybuje rovnomìrnì zryhlenì bez pøípadnýh kmitù malého vále uvnitøvelkého), bude pro její zryhlení platits = 12at2 = 12av2a2 = v22a :Strana 42



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK Øe¹ení teoretikýh úlohPorovnáním vztahu pro energie vyjádøímev2 = (M1 +M2)gh12(M1 +M2) + 14M1R21 + r21R21 + 14M2 (R22 + r22)r21R21R22 :Nyní ji¾ zbývá jen dosadit do vztahu pro zryhlení, s = hsin� , tedy výsledný vztah budea = 12(M1 +M2)g sin�12(M1 +M2) + 14M1R21 + r21R21 + 14M2 (R22 + r22)r21R21R22 :Bude-li válù víe, zmìní se výsledný vztah tak, ¾e v èitateli bude souèet hmotností v¹ehválù a ve jmenovateli bude nìkolik dal¹íh èlenù za þètvrtinamiÿ vhodnì pronásobenýmipolomìry válù. Tedy napøíklad pro tøi válea = 12(M1 +M2 +M3)g sin�12(M1 +M2) + 14M1R21 + r21R21 + 14M2 (R22 + r22)r21R21R22 + 14M3 (R23 + r23)r21r22R21R22R23 :Úloha V . 4 . . . vodotrysk v lodi, aneb Ryhlé ¹ípy nikdo nedobìhneRyhlé ¹ípy si postavily ¹lapohyb neboli oboj¾ivelný vùz, s ním¾ podnikly závod pøes øekus Bratrstvem koèièí praky. Bratrstvo prohrálo a málem se utopilo. þVy budete mokrý taky,kouknìte se na ty mraky!ÿ proedil Dlouhé Bidlo po nedobrovolné koupeli, naèe¾ následu-jíí den vyvrtal do dna ¹lapohybu Ryhlýh ¹ípù nebozezem díru prùøezu S. Jak vysokýmvodotryskem se na pøí¹tíh závodeh mohly kohat davy pøíznivù sportu, kdy¾ Ryhlé ¹ípyvèetnì Ryhlono¾ky usedly do lodi?Øe¹ení:Tuto úlohu mnozí z vás øe¹ili pomoí Bernoulliho rovnie. Je to jistì jeden z mo¾nýhzpùsobù, ale nìkteøí se v øe¹ení ztratili, a ni nespoèítali.Staèila jednoduhá úvaha: Voda u dna lodi má pøesnì takovou tlakovou poteniální ener-gii, která staèí na to, aby vyvrtanou dírou vystoupila opìt do vý¹ky okolní hladiny.Tuto úvahu mù¾eme zpøesnit tak, aby platila pro pøípad, kdy se loïka potápí: Pøedstavmesi, ¾e na díru vytvoøenou Dlouhým Bidlem vodotìsnì pøipevníme ve svislém smìru trubii.Pak se nepohybnì hladina v trubii ustálí ve vý¹e odpovídajíí velikosti pøípadného vo-dotrysku. Pokud se takto upravená loï bude pohybovat ke dnu, ni to nezmìní na tom, ¾ehladina v trubii bude ve stejné vý¹e jako hladina okolní. Z toho plyne, ¾e nejvy¹¹í mo¾nývodotrysk sahá do vý¹e okolní hladiny.Nìkolik poznámek k tomu, kdy to vùbe takto funguje: Vlivem rùznýh tøeíh a od-porovýh sil bude vodotrysk pravdìpodobnì ni¾¹í. Uva¾ovali jsme pouze pøípad, kdy naloïku nepùsobí dal¹í síly a zryhlení. Pokud by Ryhlono¾ka do loïky skoèil, mohla by vodavy¹plouhnout i vý¹e. Nejednalo by se v¹ak o trvalý jev. Zanedbali jsme také kapilární efekty.Závìr: Pøíznivi Ryhlýh ¹ípù se asi mo nepobaví.Úloha V . 5 . . . ¹lehtiVeliký ¹éf semináøe radostnì pøeskakuje uktuae hmoty ve svém pokoji. Právì dopadlplnou vahou z vý¹e H = 1m nad zemí volným pádem na hrábì. Násada je dlouhá l = 2;0m avá¾í m2 = 1kg, èást oelového hrabla kolmá k násadì je dlouhá z = 7 m a vá¾í m1 = 2;5 kg(pova¾ujte jej za homogenní). Strana 43



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK Roèník XJakou ryhlost má kone násady hrabí v okam¾iku, kdy se opová¾livì dotkne nosu na¹ehonejvy¹¹ího? Srá¾ku pova¾ujte za nepru¾nou. ©éfùv nos se nahází 180 m nad podlahou,¹éfova hmotnost èiní 92 kg vèetnì klíèù v pravé kapse.Øe¹ení:Na zaèátku, tìsnì pøed osudným pádem, se ná¹ veliký ¹éf nahází ve vý¹i H = 1m nadpodlahou. Následnì padá, padá a padá, dokud se jeho podrá¾ky nedotknou nejvy¹¹í èástinastra¾eného hrabla. K této srá¾e dojde poté, o uletí volným pádem vzdálenost H � z;kde z je vý¹ka kovového hrabla. Pánì ¹éfova ryhlost v tomto okam¾iku tedy bude ze zákonazahování energie, v = q2g(H � z) :Pøedpokládejme, ¾e ná¹ ¹éf má dokonale pevnou obuv znaèky ****. (Naví má ¹éf hro¹íkù¾i.) Srá¾ka obuv{hrábì bude nepru¾ná. Pokud byhom toti¾ pøedpokládali srá¾ku pru¾nou,¹éf by se od hrabla odrazil.Tedy ¹éf dopadne na hrábì a zastaví se v rovnová¾né poloze. V¹ehna jeho kinetikáenergie se absorbuje v jeho podrá¾káh. Tato rovnová¾ná poloha v¹ak není jen tak ledajaká,ona je labilní a tak pùsobením malinké uktuae se ¹éf z ní vyhýlí a uvede hrábì v pohybotáèivý.Pro dal¹í pohyb soustavy ¹éf{hrábì platí zákon zahování energie (pøi zanedbání tako-výh pøízemníh jevù, jako je kupøíkladu odpor prostøedí). Pøedpokládejme zde, ¾e hrábìpo podlaze neprokluzují. Celková energie soustavy E1 tìsnì po dopadu ¹éfa na hrablo jestrovna elkové energii E2 soustavy v okam¾iku, kdy je násada svislá. Zjevnì E1 je rovna jenpoteniální energii, jeliko¾ ¹éf je v klidu:E1 = Mgz +m1g z2 ;Neh» v00 = z!00, !00 je úhlová ryhlost hrabí, J je moment setrvaènosti hrabí J = 13m1z2+13m2l2, prièem¾ m1z2 � m2l2, tedy mù¾eme pøibli¾nì psát J � 13m2l2. PakE2 = 12Mv002 + 12J!002 +m2g l2 ;Tedy Mgz +m1g z2 = 12M!002z2 + 12J!002 +m2g l2 :Dostáváme úhlovou ryhlost hrabí v okam¾iku, kdy je násada kolmá na vodorovnou rovinu!00 = s2Mgz +m1gz �m2glMz2 + J :V zadání jsme hovoøili o úderu kone násady do nosu { oním konem násady jsme mínilièást násady, která odpovídá vý¹inám Jeho vzáného fròáku. Udeøí-li násada v tuto hvíli donosu na¹eho nejvy¹¹ího, pak tak uèiní ryhlostí w = f!00g:1;8m.s�1.Úloha VI . 1 . . . kapalina mezi rovnobì¾nými deskamiOdvoïte vztah pro vý¹ku h hladiny kapaliny mezi dvìma svislými nekoneènì dlouhýmirovinami, vzdálenými od sebe d, které jsou ponoøeny do kapaliny. Povrhové napìtí kapalinyje � a hustota je �.Øe¹ení:Úlohu lze øe¹it elou øadou postupù. Nejjednodu¹¹í je úlohu si zbyteènì nekomplikovata stykový úhel mezi povrhem kapaliny a deskami polo¾it roven �90Æ, tedy pøedpokládat, ¾eStrana 44



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK Øe¹ení teoretikýh úlohkapalina dokonale smáèí èi nesmáèí desky. Vzhledem k tomu, ¾e desky jsou nekoneèné (v re-álném pøípadì je jejih délka mnohem vìt¹í ne¾ jejih vzdálenost), bude situae symetrikávzhledem ke ka¾dé rovinì kolmé na obì desky i povrh kapaliny. Z této symetrie vyplyne, ¾epovrh kapaliny bude þválovýÿ.Nyní uva¾ujme úsek desek délky L. Ze symetrie nepùsobí na kapalinu ¾ádná síla rovno-bì¾ná s deskami. Na ka¾dé dese pùsobí na její okraj povrh kapaliny silou F1 = �L, elkovásíla na kapalinu je F = 2�L. Vzhledem k pøedpokladu o dokonalém (ne)smáèení je tato sílarovnobì¾ná s tíhovou silou pùsobíí na kapalinu mezi deskami. Smìr této síly urèuje, zdakapalina materiál desek smáèí nebo nesmáèí. Je-li zakøivení povrhu malé, je objem kapalinyv uva¾ovaném úseku V = hLd. V pøípadì, ¾e kapalina desky smáèí, je tíhová síla na nipùsobíí Fg = mg = �V g = �hLdg. Jeliko¾ je kapalina v rovnová¾ném stavu, platí F = Fg,a tedy h = 2��dg : (30)V opaèném pøípadì, tj. kapalina desky nesmáèí, dostaneme obdobný vztah a¾ na to, ¾ekapilární sílu vyrovnává tlaková síla kapaliny.Úloha VI . 2 . . . pru¾ina, kvádr a tøení 1 2k vObr. 48�Na obr. 48 máme dva stejné kvádry o hmotnostim spojenépru¾inou o tuhosti k. Koe�ient tøení (statikého i dynami-kého) je f . Jakou minimální ryhlostí v musíme poslat kvádrè. 2 smìrem ke stìnì, aby se v prùbìhu nastalého dìje pohnuli kvádr è. 1?Øe¹ení:V zadaní úlohy nebylo øeèeno, v jakém stavu se na poèátku soustava nahází, zda jepru¾ina napjatá, stlaèená, anebo v rovnová¾né poloze. Rozebereme proto v¹ehny mo¾nosti.Nejprve zavedeme souøadnou soustavu. Proto¾e k vyøe¹ení úlohy staèí vy¹etøovat pohybpouze kvádru è. 2, volíme souøadnie o nejvhodnìji vùèi danému tìlesu. Osa x je v nárysutoto¾ná s podlo¾kou a její poèátek je v místì, kde by se naházelo tì¾i¹tì kvádru è. 2, pokudby pru¾ina byla v rovnováze.Rozebereme si nyní silové pùsobení na jednotlivé kvádry. Na oba pùsobí stejná tíhovásíla, a proto i stejná reake podlo¾ky. Tyto síly jsou pøíèinou tøení mezi kvádry a podlo¾kou.Tøeí síla má velikost Ft = mgf , kde f je koe�ient tøení, a pùsobí v¾dy proti smìru pohybu(dynamiké tøení), pøípadnì proti smìru síly, která se sna¾í s tìlesem pohnout (statiké tøení).Dále na oba kvádry pùsobí síla pru¾iny, stejná o do velikosti, ale opaèná o do smìru. U tétosíly pro zjednodu¹ení pøedpokládáme, ¾e má bìhem elého dìje velikost úmìrnou zmìnì jejídélky: Fp = k�l, kde k je tuhost pru¾iny. No a koneènì na kvádr è. 1 pùsobí síla od stìny,která vyrovnává v¹ehny síly sna¾íí se pohnout tímto kvádrem þskrz stìnuÿ. Ostatní síly(napø. odporovou sílu vzduhu) zanedbáme.Má-li se pohnout kvádr è. 1, o¾ je zadáním úlohy, musí na nìho pùsobit síla pru¾inysmìrem od stìny vìt¹í, ne¾ je tøeí síla. K tomu je potøeba zjistit, zda se kvádr è. 2, pøidané poèáteèní ryhlosti, mù¾e dostat do místa, kde bude pru¾ina dostateènì napnutá. Prosouøadnii tìlesa è. 2, pøi vyrovnání síly tøení a síly pru¾iny na tìleso è. 1, musí platitFp = kx = Ft = mgf ) x = mgfk : (31)Kvádr è. 2 musí dosáhnout této souøadnie s nenulovou ryhlostí, aby se pohnul kvádr è. 1.Úlohu lze øe¹it dvìma zpùsoby. Buï napí¹eme pohybové rovnie, kdy je nutno kvùli tøeíStrana 45



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK Roèník Xsíle rozli¹it pøípady pohybu kvádru è. 2 smìrem ke stìnì a ode stìny. Rovnie mají tvarmd2xdt2 = mgf � kx ; pro pohyb ke stìnì,md2xdt2 = �mgf � kmx ; pro pohyb ode stìny.K tìmto rovniím musíme naví zadat poèáteèní podmínky x(t = 0) = x0 a v(t = 0) = v0.Øe¹ení je v¹ak, i kdy¾ jej lze provést, obtí¾nìj¹í. Proto budeme úlohu øe¹it snaz¹ím zpùsobem:pøes zákon zahování energie, kde zapoèteme i pøemìnu pohybové energie na tepelnou energii,která je zpùsobena tøením. Uva¾ujeme pøitom pouze tìleso è. 2, které se pohybuje.Na poèátku dìje má kvádr è. 2 energiiE0 = 12mv20 + 12kx20 ; (32)kde první èlen je kinetiká energie a druhý èlen vyjadøuje poteniální energii pøítomnoudíky silovému pùsobení pru¾iny. Pøedpokládáme zde, ¾e tìleso má v èase t = 0 ryhlosto velikosti v0 smìrem ke stìnì. Této ryhlosti nabylo urèitým, blí¾e nepopsaným zpùsobem(napø. velmi krátkým pùsobením znaèné síly { úderem apod.). Poèáteèní výhylka x0 je buïkladná, pokud je pru¾ina napnuta, nulová, je-li v rovnováze, nebo záporná, je-li stlaèena.V urèitém èase t1 se kvádr pøestane pohybovat smìrem ke stìnì a díky síle od pru¾iny sezaène vraet zpìt. V tomto okam¾iku bude mít polohu x1 a pouze poteniální energii, kteráse bude rovnat poèáteèní energii zmen¹ené o energii, která se pøemìnila v teplo vlivem tøení,tedy E1 = 12kx21 = E0 �mgf(x0 � x1) : (33)Koneènì v èase t2 dosáhne kvádr souøadnie x = mgfk , potøebné k tomu, aby se pohnulkvádr è. 1. V tomto okam¾iku bude mít kvádr è. 2 energiiE2 = 12kx2 + 12mv2 = E1 �mgf(x� x1) : (34)Èást energie se opìt ztratila tøením.Z rovni (33) a (34) mù¾eme dosazením za E0 z (32) a za x z (31) vyjádøit x1 a v0 prokrajní pøípad, kdy bude ryhlost v kvádru è. 2 po dosa¾ení souøadnie x nulová, èím¾ vypadneèlen kinetiké energie v rovnii (34). Uvìdomíme-li si, ¾e vzhledem ke zvolené souøadnésoustavì musí být v0 < 0 a x1 < 0, obdr¾íme po úpraváhx1 = �3mgfk ; (35)v0 = �s15g2f 2mk + 2gfx0 � x20 km ) v0 = �gfrmk p15; pro x0 = 0 :Mìla by následovat krátká diskuse výsledkù. Pøednì byhom si mìli uvìdomit to, ¾e pøivelkém tøení by dle na¹eho výpoètu (viz vztah (35)) muselo být také velké stlaèení pru¾iny.Tedy v reálném pøípadì musí být jednak vzdálenost mezi kvádry vìt¹í ne¾ x1, dále pru¾inamusí být natolik pru¾ná, aby dovolila stlaèení o tuto hodnotu. Jinak dojde k odrazu (a»u¾ pru¾nému, èi nepru¾nému) kvádru è. 2 a úloha se zkomplikuje, ponìvad¾ pak musímezapoèítat délku plnì stlaèené pru¾iny.Strana 46



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK Øe¹ení teoretikýh úlohUva¾ujeme-li nenulové x0, pak pro x0 < �3mgfk a x0 > mgfk je øe¹ení víe ne¾ jednodu-hé. V tìhto pøípadeh mù¾e být toti¾ poèáteèní ryhlost kvádru è. 2 nulová a kvádr è. 1 sepohne v¾dy.Úloha VI . 3 . . . kuleèníkMáme N identikýh kuleèníkovýh koulí, které le¾í na nekoneènì velkém, ideálnì rovnéma vodorovném kuleèníkovém stole. Jednu kouli uvedeme do pohybu. Po jistém poètu nárazùse koule vrátí zpìt a zùstane stát. Jaký je minimální poèet koulí, aby to bylo mo¾né. V¹ehnyrázy jsou dokonale elastiké.Øe¹ení:Øe¹ení úlohy zapoèneme tvrzením, které si snadno doká¾ete sami.Pokud se srazí dvì stejné koule dokonale pru¾ným støedovým rázem, pak si vzájemnìvymìní ryhlosti. Vypadá to tedy, jako by proletìly skrz sebe. (Ale jen vypadá!)Ve speiálním pøípadì, kdy koule B stála a koule A do ní vrazila, se koule A zastaví(v ideálním pøípadì na místì) a koule B se zaène pohybovat stejným smìrem a stejnouryhlostí jako se pohybovala koule A.Pokud dojde k neentrálnímu rázu, mù¾eme k øe¹ení úlohy o dal¹ím pohybu koulí vyu¾ítvý¹e uvedeného tvrzení. Proto¾e v na¹í úloze bude pøi srá¾káh v¾dy jedna z koulí v klidu,budeme øe¹it jednodu¹¹í variantu, ne¾ kdyby se obì koule mohly pohybovat.Rozlo¾íme vektor ryhlosti v nalétávajíí koule A na dvì komponenty. Jedna (vr) budenamíøena na støed koule B, druhá (vt) bude teèná k povrhu koule B (viz obr. 49). Proto¾eneuva¾ujeme tøení, dojde praktiky ke støedovému rázu koule A pohybujíí se ryhlostí vrs koulí B. Koule B se zaène pohybovat ryhlostí vr a koule A bude mít ryhlost vt. Snadnose pøesvìdèíte, ¾e úhlová odhylka vektorù v a vt mù¾e být maximálnì 90Æ, o¾ v¹ak veskuteènosti odpovídá støedovému rázu, tj. nalétávajíí koule by se zastavila.
A B

vt
vrv

Obr. 49� 1
23

4 Obr. 50�Z vý¹e uvedeného vyplývá, ¾e nejmen¹í poèet koulí v pøípadì, ¾e uva¾ujeme pouze þdvou-koulovéÿ srá¾ky je: 4 (to jsou ty rozmístìné) + 1 (to je ta, o do ní na zaèátku strèíme) =5, pøièem¾ shematiké rozmístìní koulí je zahyeno na obr. 50.
A BCD Obr. 51 

A B
CdrObr. 52!Niménì existuje uspoøádání, pøi nìm¾ dojde k po¾adovanému efektu za úèasti pouhýhStrana 47



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK Roèník Xètyø koulí (viz obr. 51). Zde dohází k zajímavé situai. Pou¾itím pouze dvou rovni (zá-konù zahování (ZZ) hybnosti a energie) úlohu o dal¹ím pohybu koulí po srá¾e nevyøe¹íme.Získáme na závìr dvì rovnie o tøeh neznámýh (napø. tøi ryhlosti). Proto musíme pou¾ítpøedpoklad o dokonale tvrdýh koulíh k tomu, abyhom mohli øíi, ¾e koule B a C se rozletípod úhlem 60Æ, tj. ¾e koule se zaènou pohybovat ve smìru síly, je¾ na nì pøi srá¾e pùsobila.Tak zjistíme, ¾e koule A se odrazí zpìt s nenulovou ryhlostí a po nárazu do koule D sezastaví.Pro zajímavost si to spoètìme s tím, ¾e koule B a C se nemusejí dotýkat (viz obr. 52).Pak platí (u¾itím ZZ), ¾ev = w + p12r2 � 4rd� d22r u a v2 = w2 + 2u2 ;kde v, resp. w je velikost ryhlosti koule A pøed srá¾kou, resp. po srá¾e a u je velikostryhlosti, kterou bude mít po srá¾e koule B i C.Nás zajímá situae, kdy se koule A zastaví, tj. w = 0. To nastane prod = 2r(p2� 1) � 0;82r :Vidíme, ¾e rezerva pro to, aby do¹lo k odrazu koule A pøi nedotýkajííh se koulíh B a C,je znaèná.Úloha VI . 4 . . . lanovkaNa ©umavì se v souèasnosti buduje zajímavé zaøízení na pøepravu døeva. Proto¾e se domoèálu normální traktor nedostane, pokou¹ejí se lesníi pou¾ít pro pøepravu døeva vzduho-lodì. Vzduholoï bude mít nosnost 5000 kg a bude upevnìna ke dvìma stanovi¹tím vzdá-lenýh od sebe 3 km. Vzduholoï nemá ¾ádný pohon a je tahána mezi kotvíími stanovi¹ti.Jednu estu absolvuje s nákladem døeva a druhou jede prázdná, obèas nese vaky s vodou.Jakou maximální silou bude vzduholoï pùsobit na upevòovaí lana, bude-li prázdnáa nesmí-li její vý¹ka nad terénem pøesáhnout 300m (aby nenaru¹ila vzdu¹ný prostor) na elétøíkilometrové trase?Øe¹ení:Pro jednoznaènost pøedpokládejme následujíí dopravní re¾im prázdné vzduholodi. Nej-prve vzduholoï vystoupá do vý¹ky h (zde 300m) a pak se prodlu¾uje lano z místa, kdevzduholoï startovala, souèasnì se pøitahuje lano vedouí z místa, kam smìøuje, tak, abyvzduholoï zùstala v konstantní vý¹e. Pøistání neh» je opìt kolmé.Zanedbáme té¾ zmìny hustoty vzduhu s vý¹kou. Neh» je tedy rozdíl vztlakové a gra-vitaèní síly pro prázdnou vzduholoï konstantní F0 = Mg = 49 050N, kde M je nosnostvzduholodi.Zavedeme oznaèení: F1, F2 neh» jsou síly pùsobíí na jednotlivá lana, délka základny jel = 3km, vzduholoï neh» je ve vodorovné vzdálenosti x od bodu, kde je upevnìno prvnílano (0 � x � l).Pro slo¾ky tìhto sil platí F1x = F2x ;F1y + F2y = F0 :Z geometrikýh úvah lze dále odvodit dal¹í rovnie, svazujíí jednotlivé slo¾ky sil. Napøíkladmù¾eme vzít tyto dvì rovnie vyjadøujíí pomìry x-ovýh a y-ovýh slo¾ek.F1yF1x = hx ; F2yF2x = hl � x ;Strana 48



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK Øe¹ení teoretikýh úlohJiné vztahy urèené z geometrie by ji¾ nebyly nezávislé. Máme tak ètyøi rovnie pro ètyøineznámé, jejih¾ øe¹ením jsouF1x = F0 (l � x)xlh ; F1y = F0 l � xl ;F2x = F0 (l � x)xlh ; F2y = F0xl :Pro velikost síly pùsobíí na první lano nakone obdr¾ímeF1 = sqrtF 21x + F 22x = F0px2 + h2(l � x)lh :Pro F2 by to bylo díky symetrii podobné, jen je nutné vzájemnì zamìnit výrazy x a (l� x).

0 1500 3000xF0
F1

Obr. 53(

Maximum funke lze zji¹»ovat rùznými zpùsoby. Kdoneumí derivovat, mù¾e hledat pomoí vypoèítanýh hod-not a nakresleného grafu (viz obr. 53). Je niménì ¾á-douí extrém najít pøesnì, tøeba metodou postupnéhopùlení intervalù (za hvíli uká¾eme proè).Exaktní hodnoty x, v nih¾ se mù¾e naházet extrém,jsou dány rovniídF1dx = F0 (l � 2x)x� h2px2 + h2lh = 0 :Èitatel tvoøí kvadratikou rovnii, její¾ koøeny snadnospoèteme xextrém1;2 = l �pl2 � 8h24 : (36)Pro dané hodnoty se na intervalu naházejí extrémy dva. Jak ukazuje graf (viz obr. 53),jedná se o mìlké lokální minimum ve vzdálenosti a 30m a maximum pro x = 1 470m.Kdo si vypsal hodnoty po 100 metreh, nabyl dojmu, ¾e maximum le¾í uprostøed, o¾ èíselnìnedává velkou hybu, ale pro jiné vstupní hodnoty u¾ to vliv mít mù¾e.Pokud mìníme pomìr h=l, mìní se i poloha, v ní¾ dohází k extrémùm. Zvy¹ujeme-livý¹ku h, maximum se posunuje stále víe ke kraji, zatímo minimum mu þjde naprotiÿ.Existuje urèitá kritiká vý¹ka, kdy je pod odmoninou v rovnii (36) nula, tj.h = p24 l = 1 060m ; xextrém1;2 = l4 = 750m :Oba extrémy zde splynou a funke F1(x) zde má tzv. inexní bod. Pokud dále zvìt¹ujemepomìr, derivaí ji¾ ¾ádné extrémy nenalezneme, funke je zde monotónní a extrémní hodnotybudou na kraji intervalu.Èíselnì vyjde: F1(x = 1 500m) = 125 050N ;F1(x = 1 470m) = 125 100N ;F1(x = 30m) = 48 800N :Úloha VI . 5 . . . vodovodKe konùm vodorovné trubie délky l, hmotnosti M a konstantního prùøezu S jsou pøi-pevnìna kolena, která pøivádí vodu seshora a odvádí ji smìrem dolù (voda bì¾í svisle, zatoèídoleva, bì¾í vodorovnì, pak zahne vpravo a bì¾í zase svisle dolù). Druhé koleno je upevnìnona otoèném kloubu. Jaký prùtok musí být v trubii, aby zùstala vodorovnì? Strana 49



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK Roèník XØe¹ení:Oznaèení velièin v úloze: % je hustota vody, g { tíhové zryhlení, S { prùøez trubky,l { délka trubky a M { hmotnost trubky. Prvním krokem k správnému vyøe¹ení úlohy jezakreslení v¹eh pùsobííh sil (viz obr. 54).
Fg�F FRA Obr. 542

Sílu F, kterou pùsobí na trubii protékajíí kapalina, ur-èíme z druhého Newtonova zákonaF = �p�t :Síla R je reakèní síla upevnìní prvního kolena. Její velikost asmìr urèíme z podmínky rovnováhy silF� F+ R+ Fg = 0 ) R = �Fg :Dále nás bude zajímat pouze y-ová slo¾ka síly F. Pro její velikost bude platitFy = �py�t = v�m�t = v2%S = Q2m%S = %Q2vS ;kde Qm = �m=�t = %vS je hmotnostní prùtok a Qv = �V=�t = vS prùtok objemový.Velikost tíhové síly je dána vztahemFg = (M + %lS)g :Má-li zùstat trubka v klidu, musí být splnìna kromì podmínky rovnováhy sil také podmínkarovnováhy momentù sil vùèi libovolné pevné ose. Pro osu zvolenou v bodì upevnìní A takmáme Fg l2 = Fyl :Odtud dostaneme pro hmotnostní prùtok rovnii(M + %lS)g l2 = Q2m%S l ) Qm = sg%S(M + %lS)2 :Pro objemový prùtok pak obdr¾ímeQv = sgS(M + %lS)2% ) v = sg(M + %lS)2%S :
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Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK Øe¹ení experimentálníh úloh
�Øe¹ení experimentálníh úlohÚloha I . 6 . . . vý¹e mého domova hvìzd se bude dotýkat. . .První experimentální úloha leto¹ního roèníku je svým zadáním pomìrnì jednoduhá, po-skytuje v¹ak velký prostor pro va¹i nápaditost a vynalézavost: Zmìøte vý¹ku va¹eho bydli¹tìo nejvíe zpùsoby a výsledky porovnejte. Nebojte se odvá¾nýh nápadù. Spoèítejte neboalespoò odhadnìte hyby mìøení nezapomínajíe na to, ¾e ve fyzie platí: jedno pozorování= ¾ádné pozorování!Øe¹ení:Vypraování experimentální úlohy by mìlo obsahovat na zaèátku trohu teorie popisujíídanou problematiku, následuje struèný, ale srozumitelný popis mìøení, na ¹kodu není výèetpomùek. Nezbytná je tabulka namìøenýh hodnot a výpoèet odhylky mìøení (viz Chybymìøení). Stejnì nezbytný je závìr a diskuse získanýh výsledkù, kde diskutujete, proè vámo jak vy¹lo, srovnáváte metody apod. To v¹e se bohu¾el do na¹eho øe¹ení z prostorovýhdùvodù neve¹lo. Proto jsou podrobnì vypraovány pøedev¹ím první dvì metody, které majív¹ehny základní nále¾itosti.Metody mìøeníMìøení pøíméPomùky: Pro na¹e mìøení je vhodné stavební pásmo, které mívá délku nìkolika desítekmetrù a bývá dìlené po 1 mm. Pøi mìøení délky 1 metru pásmem se dopou¹tíme hyby asi1 mm. Dále jsou u¾iteèní olovnie a kamarád.Popis mìøení: Vylezeme na støehu a pásmo spustíme k patì domu asistentovi, kterýjeho kone pøilo¾í k zemi tak, aby pásmo bylo napnuté a svislé. Svislost lze kontrolovat vedlespu¹tìnou olovnií. Alternativnì lze pou¾ít dlouhý ¾ebøík a odmìøit vý¹ku metrem (pásmem)po èásteh postupným pøikládáním. My jsme mìøili pomoí pásma a pomoníka.Namìøené hodnoty:Mìøení h=m �hi=m (�hi)2=m21 5;99 +0;00 0;00002 6;00 �0;01 0;00013 6;00 �0;01 0;00014 5;98 +0;01 0;00015 5;99 +0;00 0;00006 6;00 �0;01 0;00017 5;98 +0;01 0;00018 6;00 �0;01 0;00019 5;98 +0;01 0;000110 5;99 +0;00 0;0000Aritmetiký prùmìr je h = 5;99m.Výpoèet odhylky:Standardní odhylka s(h) = 0;009m. K hrubé hybì podle 3{s kritéria nedo¹lo.Smìrodatná odhylka s(h) = 0;003m. Systematiká hyba je asi ssys = 0;01m.Celková hyba stot = 0;013m � 0;01m.Skuteèná vý¹ka domu h = (5; 99� 0;01) m. Strana 51



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK Roèník XDiskuse: Mìøení dává pomìrnì pøíznivou elkovou hybu. Systematiká hyba je dána tím,¾e se nepovede dr¾et pásmo pøesnì svisle a také tím, ¾e i kdy¾ se pásmo prodlu¾uje jenminimálnì, mù¾e se trohu prohýbat, pokud jej málo napínáme.Obmìny pøímého mìøení:i) Mìøení þper partesÿ neboli þpo èástehÿ: Zmìøíme vý¹ku jednoho bytu (patra) v domì,kde se opakuje víe pater stejné vý¹ky, a násobíme poètem pater. Pøièteme vý¹ky nepe-riodikýh partií, které odmìøíme zvlá¹». Mo¾né je té¾ u paneláku zmìøit vý¹ku paneluzvenku. Chyba mìøení roste s rostouím poètem dílù, na které si dùm rozdìlíme, proto¾ese zvý¹í poèet mìøení.ii) Jsou-li v domì shody (stejné), zmìøíme vý¹ku jednoho shodu a násobíme poètemshodù. Zvlá¹» zmìøíme vý¹ku nezashodìnýh partií domu. Chyba je opìt vìt¹í ne¾u prostého pøímého mìøení. Naví tu pou¾íváme pøedpokladu, ¾e v¹ehny shody majístejnou vý¹ku, o¾ nám nikdo nezaruèí.Mìøení pomoí provázkuPostup: Ze støehy, resp. jiného nejvy¹¹ího bodu, jeho¾ vý¹ku nad patou domu heme mìøit,spustíme na provázku záva¾í. Záva¾í se dole musí dotýkat zemì a zároveò provázek musízùstat napnutý. Nahoøe v úrovni bodu, jeho¾ vý¹ku mìøíme, uèiníme na provázku znaèku(uzlík, �x, kolíèek na prádlo). Potom provázek rozlo¾íme nìkde na podlaze a pøikládánímmìøidla délky zjistíme délku provázku vèetnì záva¾í a¾ ke znaèe.Pomùky: provázek, záva¾í, délkové mìøidlo (metr, pásmo).Namìøené hodnoty:Mìøení h=m �hi=m (�hi)2=m21 5;95 +0;03 0;00092 5;96 +0;02 0;00043 5;98 +0;00 0;00004 6;00 �0;02 0;00045 5;99 �0;01 0;00016 5;97 +0;01 0;00017 5;94 +0;04 0;00168 5;99 �0;01 0;00019 6;02 �0;04 0;001610 5;97 +0;01 0;0001Aritmetiký prùmìr je h = 5;98m.Výpoèet odhylky:Standardní odhylka s(h) = 0;02m. K hrubé hybì podle 3{s kritéria nedo¹lo.Smìrodatná odhylka s(h) = 0;008m. Systematiká hyba je asi ssys = 0;03m.Celková hyba stot = 0;04m.Skuteèná vý¹ka domu h = (5;98� 0;04)m.Diskuse: Pøi mìøení dohází k napínání a prodlu¾ování provázku, pøi srovnání provázkus mìøidlem pak provázek je napnutý podstatnì ménì. Zejména proto nám vy¹la prùmìrnáhodnota men¹í ne¾ pøi pøímémmìøení. Systematiká hyba { pro daný provázek jsme odhadli,¾e 1 m se tahem prodlou¾í asi o 2 mm, dále jsme pøipoèetli asi 2 m na rùzné hyby pøitvoøení znaèky a porovnávání provázku s metrem.Toto byla dvì mìøení vzorová skoro se v¹ím v¹udy (to jest s trohou teorie, popisemmìøení a potøebnýh pomùek, namìø. hodnotami v tabule, výpoètem odhylek, urèenímskuteèné vý¹ky domu a diskusí. Z dùvodu úspory místa dále uvedeme jen struèný popisjednotlivýh metod.Strana 52



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK Øe¹ení experimentálníh úlohTrigonometriké metodyTìhto metod jste uvádìli snad nejvíe. Mají vìt¹inou tu spoleènou nevýhodu, ¾e nepoèítajís nerovností terénu v urèitém okolí domu.1) Mìøení úhlùNeh» okolí domu je vodorovná rovina. Odejdìme do vzdálenosti d od prùmìtu nejvy¹¹íhobodu domu do vodorovné roviny. V této vzdálenosti na zemi zmìøme úhlomìrem úhel �, podkterým vidíme nejvy¹¹í bod domu nad vodorovnou rovinou okolí (obr. 55). Platí h = d tg�.Chyba mìøení spoèívá zejména v praktiké nerovnosti terénu (tomu lze odpomoi vhodnýmu¾itím vodováhy) a v pomìrnì nepøesném mìøení úhlu.
h d �Obr. 55�

h d y�
Obr. 56�Obmìny:i) Do rùznýh vzdáleností d od prùmìtu vrholu domu stavíme astronomiký dalekohleda zamìøujeme jej na nejv. bod (obr. 56). Na stupnii azimutální montá¾e dalekohleduodeèteme úhel �. Délkovým mìøidlem zmìøíme vý¹ku y prùseèíku osy hledáèku a osystativu nad zemí. Vý¹ka domu h = x tg� + y.ii) Pomoí odrazu v talíøi s vodou (obr. 57). Do misky nalijeme vodu. Pak misku poponá¹ímetìsnì nad zemí smìrem od domu a díváme se do ní pod úhlem 45Æ vzhledem k rovinìhladiny (úhlomìr). S miskou jdeme tak daleko, dokud v ní nevidíme odraz ¹pièky domu.Potom zmìøíme pásmem vzdálenost misky od domu { to je vý¹ka domu. Chyby se objevízejména pøi mìøení úhlu. Poznámka: místo vody lze u¾ít rovinné zradlo { potom mámeale nový problém zajistit jeho vodorovnost.iii) Shora zji¹»ujeme, pod jakým úhlem vùèi normále se nám jeví úseèka délky l vyznaèenána zemi kolmo ke zdi domu (obr. 58).h d45Æ 45ÆObr. 57� hl�
Obr. 58�2) Zákrytová pozorováníi) Metoda J. Verna z knihy Tajuplný ostrov nebo té¾ v knize Dva divo¹i od E. T. Setona.Do zemì pøed dùm zabodneme do zemì svisle tyèku. Pak si lehneme na zem a posouvámese tak dlouho, dokud nebude na¹e oko, vrhol tyèe a vrhol støehy le¾et v jedné pøíme(obr. 59). Pak zmìøíme vý¹ku tyèe l, vzdálenost b oka od tyèe a vzdálenost d oka oddomu. Z podobnosti pravoúhlýh trojúhelníkù je vý¹ka domu h = d lb . Chyba mìøeníplyne zejména z nerovností terénu, z urèování polohy oka a z mìøení délek d, l.Poznámka: speiálnì, je-li l = 1 m, pak h = db .Obmìna: Oko pøilo¾íme k zemi blí¾ k tyèe ne¾ v pøedhozím. Kamarád potom vyznaèína tyèe bod, který zakrývá vrhol domu. Jako l pak uva¾ujeme vý¹ku znaèky nad zemí.Strana 53



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK Roèník X
h ld bObr. 59�

h l d ya
Obr. 60�ii) Skautský zpùsob. Stoupneme si dostateènì daleko od domu. Zápisník podr¾me vodorovnìpøed okem, vysuneme kolmo k nìmu tu¾ku tak, abyhom pøes její ¹pièku vidìli vrholdomu (obr. 60) { pak opìt u¾ijeme podobnost.iii) Dal¹í zákryt. Viz obr. 61. Z podobnosti trojúhelníkù plyne h = ydx.iv) Srovnávaí zákrytové pozorování (obr. 62). Z podobnosti trojúhelníkù odvodímeh = l1l2(y2 � y1)l1y2 � l2y1 :Výhoda oproti pøedhozímu { nemusíme mìøit na¹i vzdálenost x od domu.hxd y

Obr. 61�
hxl2 l1y2y1Obr. 62� h1 mObr. 63�v) Pomoí tu¾ky. Na domì vyznaèíme svisle od zemì úseèku délky 1 m. Stoupneme si dovelké (vhodné) vzd. od domu a pøed oèi umístíme svisle tu¾ku tak, aby nám právì za-krývala úseèku vyznaè. na domì. Potom zjistíme tu¾kou, kolikrát se tato úseèka vejde dový¹ky domu (obr. 63). Jde o naná¹ení míry v nìjakém pomìru.Chyby: z obr. 63 vidíme, ¾e èím stojí èlovìk dál od domu, tím jsou jednotlivé trojúhelníkyvzáj. podobnìj¹í, a tedy tu¾ka pøesnìji kryje 1 m.Dal¹í hyby: problém dodr¾et stálou vzdálenost tu¾ky od oèí a odhadnout, kde konèilpøedhozí zákryt tu¾ky, kdy¾ posouváme tu¾ku o jednu její délku vý¹e. Lze pou¾ít i fo-toaparátu a z fotogra�e pak odeèítat jednotlivé pomìry.3) Zrátková metodaViz obr. 64. Baterku polo¾me na zem, aby svítila vodorovnì, kolmo od stìny domu.V ose baterky umístíme zradlo (obr. 64) pod takovým úhlem ' vùèi normále, aby vrhaloþprasátkoÿ na nejvy¹¹í bod domu. Zmìøme úhel ' a vzdálenost a prùmìtu vrholu domu odbodu odrazu paprsku na zradle. Platí zøejmì h = a tg (2').a'' 'Obr. 64 hh1d1 d

slune
Obr. 65!Strana 54



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK Øe¹ení experimentálníh úloh4) Srovnávání délek sluneèního stínuSvisle postavíme tyèku, zmìøíme její vý¹ku h1, délku jejího stínu d1 a délku stínu domu d.Vý¹ka domu je potom h = h1 dd1 , jak nahlédneme z obr. 65. Nevýhody: nehodí se pro domyv nerovném terénu, obestavìné, vrhajíí stín na frekventovanou silnii, nebo napø. s mírnýmsklonem støehy, její¾ vrhol vrhá stín pouze kráte po výhodu a tìsnì pøed západem slune,a to je¹tì nìkam hodnì daleko, metoda závisí na pøízni poèasí. Chyby vznikají nerovnostmiterénu, ale také neostrostí stínu, nebo» Slune má na obloze dost velkou úhlovou velikost.Mehaniké metody.1) VýtahZnáme-li provozní ryhlost výtahu v, zmìøíme stopkami dobu t, za kterou výtah urazínìjakou èást vý¹ky domu, kdy¾ u¾ je rozjetý; tato èást má potom vý¹ku s = vt. Zbylé partie,kam výtah nejede a kde jede zryhlenì, zmìøíme jinak. Toto mìøení je v¹ak silnì nepøesné.2) Valení po naklonìné rovinìViz obr. 66. O dùm opøeme fo¹nu, aby její kone sahal a¾ do bodu, jeho¾ vý¹ku hememìøit. Po fo¹nì neháme valit kouli/vále. Zmìøíme stopkami dobu valivého pohybu pofo¹nì, zmìøíme hmotnost tìlesa a zmìøíme délku fo¹ny. Poznámka: pou¾itelné pro men¹ídomy. Nevýhody: pøímému mìøení se nevyhneme a je¹tì zpùsobíme velkou hybu pøi mìøeníèasu a zanedbáním odporu vzduhu a tøení.3) Matematiké kyvadloTenký provázek zatí¾ený na koni malým tì¾kým záva¾ím spustíme podél mìøené stìny.Nahoøe provázek upevníme a takto vzniklé kyvadlo rozhoupeme s malou výhylkou. Dùle¾itéje, aby tì¾i¹tì záva¾í bylo v rovnová¾né poloze tìsnì nad zemí (je¹tì lep¹í je vyhrabat tamdùlek). Stopkami zmìøíme dobu kyvu (nejlépe tak, ¾e zmìøíme dobu víe kyvù a dìlíme jijejih poètem). Jako model mù¾eme pou¾ít s malou hybou kyvadlo matematiké, pro kteréh = l = T 2g4�2 ;kde T je perioda, l délka závìsu, h vý¹ka domu. Chyby závisí na konkrétníh parametrehkyvadla { odpor vzduhu, kyvadlo je fysikální, hyba pøi mìøení èasu (malá).
hObr. 66"

hh1
d

l l
Obr. 67#4) Pru¾né kulièkyVytvoøme matematiké kyvadlo o déle závìsu l tak, aby kulièka v rovnová¾né poloze bylav nejvy¹. bodì domu (viz obr. 67). Do tohoto bodu polo¾íme druhou, identikou kulièku.První kulièku z nìjaké výhylky pustíme, ta pru¾nì narazí do druhé a udìlí jí poèáteèníryhlost ve vodorovném smìru. Druhá kulièka tedy koná vodorovný vrh. Zmìøme h1, d.Strana 55



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK Roèník XPotom za pøedpokladu ideální pru¾nosti kulièek a u¾itím zákona zah. energie dostanemeh = 14 d2h1 :Chyba závisí na dvou podstatnýh vìeh: jak dalee je ráz kulièek pru¾ný ve skuteènostia jak velký je odpor vzduhu pøi pohybu kulièek.Pády { speiální mehaniké metody1) Volný pád malého pøedmìtu se zanedbáním odporu prostøedíDobu pádu mìøíme stopkami. Vý¹ka domu je v tomto modelu úmìrná druhé moninìèasu, proto hyba roste lineárnì s dobou pádu. Jisté výpovìdní hodnoty výsledku dosáhnemepøi vìt¹íh vý¹káh domu pro aerodynamiké tvary padajíího pøedmìtu.2) Volný pád s odporem vzduhuZde neháme padat pøedmìt s malou hmotností, velkým souèinitelem odporu a vìt¹ímirozmìry. Pustíme napø. kulový míèek (balónek) z nejvy¹. bodu domu. Ryhlost míèku sevelmi ryhle ustálí na urèité hodnotì, pohyb balónku mù¾eme s malou hybou pova¾ovat zarovnomìrný. Síly tíhová Fg = mg, vztlaková Fvz = �V %g a odporová, pùsobíí proti smìrupohybu a majíí velikost Fodp = �12C%S v2 ;jsou bìhem rovnomìrného pøímoèarého pohybu v rovnováze, na tìleso pùsobí nulová elkovásíla (m je hmotnost míèku, g velikost tíhového zryhlení, V objem míèku, % hustota vzduhua C je souèinitel odporu tìlesa { pro kouli C � 0;48). Odtud snadnoh = tvuut2(mg � 43�R3%g)C�R2% ;kde R je polomìr míèku (balónku), t doba pohybu.Vylep¹ení: míèek vyhodíme svisle vzhùru nad nejvy¹¹í bod domu, aby mìl pøi pádu v jehoúrovni témìø stálou ryhlost.Chyby: mìøíme èas (asi 0,2 s), polomìr balónku (nevelká hyba, je-li dost kulový), hmot-nost balónku se vzduhem.Hydromehanika1) Objem okapuOkap nebo svisle podél domu nata¾enou hadii naplníme po úroveò bodu, jeho¾ vý¹kumìøíme, vodou. Buï u¾ pøi nalévání anebo pøi vylití do nìjaké nádoby zjistíme objemV okapu/hadie. Polomìr R okapu zmìøíme ¹uplerou. Vý¹ka pak zøejmìh = V�R2 :Chyby nastanou pøi mìøení objemu, pøi prohnutí nebo prodlou¾ení hadie. Problém { provysoké domy sehnat vhodnou hadii, dost vody a zaøízení, které by tu hadii udr¾elo . . .2) HydrostatikaHadii (okap) naplníme vodou jako v pøedhozím, ale dolù umístíme manometr, kterýmzmìøíme hydrostatiký tlak, který nezávisí na prùøezu hadie apod., ale jen a pouze na vý¹ehladiny nad manometrem. Vý¹ka hladiny jeh = p%g :Chyby vzniknou zejména pøi mìøení men¹íh tlakù.Strana 56



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK Øe¹ení experimentálníh úloh3) HydrodynamikaZapeme zdola okap a naplníme jej vodou jako v pøedhozím. Po uvolnìní dolního konemìøíme ryhlost vytékajíí vody (napø. tak, ¾e zmìøíme, za jak dlouho se naplní malá nádobapøistavená pod okap). Pùvodní vý¹ku hladiny pak vypoèteme z Bernoulliho rovnie.Elektromagnetiké metody { napø. odporem drátuSvisle podél stìny domu natáhneme tam a zpìt drát konst. prùøezu. Zmìøíme jeho el. odporR. Potom zmìøíme odpor R0 kusu tého¾ drátu délky l0. PlatíR0 = %l0S ; R = % lS ) h = l2 = Rl02R0 ;kde % je rezistivita materiálu, z nìho¾ je drát vyroben. Chyba metody závisí na tom, jak¹ikovnì ji provedeme. Jestli¾e je toti¾ odpor kusu drátu délky l0 malý (tøeba 10�3
), takvýsledek mìøení takového odporu pøímo ohmmetrem je katastrofálnì nepøesný (hyby tøeba500% { výborný generátor náhodnýh èísel). Buï tedy musíme pou¾ít drát s mnohem vìt¹írezistivitou, anebo odpor krátké èásti drátu mìøit ¹ikovnìji { najdìte si nìkde, o je to tzv.Ohmova metoda (drátem se pou¹tí velký proud a mìøí se napìtí pøímo mezi dvìma bodydrátu, jejih¾ vzdálenost je l0). Kdy¾ toto vyøe¹íme, mù¾eme provést elkem pøesné mìøení.Metoda korýtkového zradla
t vvr r rObr. 68$

Dle obr. 68 umis»me na ¹tít domu vodorovnou desku. Kus po-zinkovaného plehu tvaru obdélníku ohneme na zemi pod deskouv èást plá¹tì vále tak, aby paprsky vrhané slunem soustøe-dìny byly tímto þkorýtkovým zrátkemÿ do jedné o nejostøej¹ípøímky na desku. Zmìøme pak parametry zradla (tìtivu t, vý¹kuv) a spoètìme polomìr R kru¾nie, její¾ èást je øezem korýtka:R = t28v + v2 :Chyby mohou být znaèné vzhledem k tomu, ¾e ohnout pleh dodaného tvaru je nesnadné, niménì tato metoda byla skuteènìrealizována.Nìkteré neprovedené, ale proveditelné metodyDoba, za kterou urazí vzdálenost zvuková vlna (ozvìna, mikrofon); urèení frekvene tónu vy-dávaného po úderu do trubky stejné délky, jako je vý¹ka domu; rùzná vyu¾ití èoèek a zradel;na zemi mìøíme v noi intenzitu svìtla ze zdroje na støe¹e expozimetrem atd. atd.Metody krajnì nerealistikéJakákoli pou¾ití obené teorie relativity; mìøení frekvene fotonu pu¹tìného z vrholu domunahoøe a dole; práe námi vykonaná pøi vynesení 1kg od pøízemí na støehu; rùzný bod varuvody a rozdíl tlaku v tý¾ okam¾ik v rùznýh vý¹káh je pro objekty typu dùm pøíli¹ malý,lze je pou¾ít pouze pro mìøení vý¹ky nadmoøské; odhylka volnì padajíího tìlesa vlivempùsobení Coriolisovy síly; rozdíl grav. zryhlení v rùznýh vý¹káh; mìøení èasu, za kterýuletí danou vzdálenost svìtlo, pøi pou¾ití bì¾nì dostupnýh pomùek . . .ZávìrJak vidíte, metod je skuteènì pøehr¹el. Av¹ak ne v¹ehny dávají uspokojivé výsledky. Pøesnostvìt¹iny metod ov¹em zále¾í na jejih konkrétní realizai, tak¾e by nemìlo smysl zde napø.obenì þseøaditÿ uvedené metody podle pøesnosti. Osobnì jsme obdr¾eli dobré výsledkyu pøímého mìøení, jen o trohu ménì pøesné pøi mìøení provázkem; metody pou¾ívajíímìøení úhlu jsou ménì pøesné (tam jsme dostali a¾ 10% hybu). Strana 57



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK Roèník XChyby mìøeníZ praktikýh dùvodù si dovolujeme pøipojit nìkolik základníh základníh poznatkù z teoriehyb.Chyby systematikéJde o hyby zpùsobené pou¾itou metodou, mìøíími pøístroji a o nìkteré hyby experimen-tujíí osoby. Systematiké hyby zkreslují zpravidla výsledek k trvale vy¹¹ím nebo k trvaleni¾¹ím hodnotám ne¾ je hodnota skuteèná.1) Chyby metodyNapø. mìøíme-li vý¹ku domu provázkem, který se bìhem mìøení o hodnì protáhne a pakpøi porovnávání s metrem (pásmem) je mnohem krat¹í, zákonitì obdr¾íme men¹í vý¹ku domu,ne¾ je skuteèná.2) Chyba mìøidlaDílky na pásmu mají vzdálenost ne pøesnì 1mm, ale tøeba 1,001 mm. Nedokonalosta nepøesnost stupni.3) Nìkteré hyby osobníNìkdo pøi odeèítání ze stupnie zaokrouhluje mìøenou hodnotu mezi dvìma dílky nahoru,nìkdo dolù. Systematiké hyby nelze zmírnit velkým poètem mìøení ! Chyby mì-øidla se dají zmírnit pouze pou¾itím jiného mìøidla (lep¹ího). Chyby osobní lze z velké èástiodstranit tím, ¾e dáme velièinu mìøit za stejnýh podmínek víe rùzným osobám. Chybumetody lze vylouèit jedinì tak, ¾e pou¾ijeme jinou metodu.Chyby náhodnéOpakujeme-li za týh¾ podmínek mìøení té¾e velièiny, shledáme, ¾e jednotlivé výsledky senavzájem ponìkud li¹í. Mìøení je ovlivnìno napø. náhodnými zmìnami tlaku vzduhu, prou-dìním vzduhu, malými zmìnami teploty, zmìnou polohy oka pøi mìøení, pøítomností prahupøi mìøení hmotnosti . . . Takovýh navzájem nezávislýh vlivù bývá mnoho a tì¾ko byhomhledali pøesnou pøíèinu takové konkrétní odhylky (tj. který vliv a o kolik pøesnì nám výsle-dek þposunulÿ), proto pùvod náhodnýh hyb vidíme skuteènì v náhodì.Chyby hrubéJsou to velké hyby, které vznikají nedostateèným soustøedìním pozorovatele na mìøení.Objevíme je, jestli¾e mìøení víekrát opakujeme (viz dále). Mìøení zatí¾ené hrubou hybouvypustíme ze souboru namìøenýh hodnot.Zpraování výsledkù mìøení postaèujíí k øe¹ení experimentálky FKSPøedkládáme vám jednoduhý algoritmus, který vám doporuèujeme u¾ít pro zpraování do-stateèného poètu (deseti a víe) mìøení. Body 1) a¾ 5) se týkají pouze hyby statistiké.1) Urèíme z namìøenýh hodnot aritmetiký prùmìrx = x1 + x2 + : : :+ xNN = 1N NXi=1 xi :Dá se ukázat, ¾e za jistýh pøedpokladù pro nekoneènì mnoho mìøení se aritmetikýprùmìr ztoto¾òuje se støední hodnotou mìøené velièiny (viz literaturu).2) Stanovíme pro ka¾dou namìøenou hodnotu její zdánlivou hybu �xi = x� xi.3) Vypoèteme standardní odhylkus = vuut 1N � 1 NXi=1(xi � x)2 = vuut 1N � 1 NXi=1(�xi)2 :Strana 58



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK Øe¹ení experimentálníh úloh4) Vylouèíme hrubé hyby. K tomu se pou¾ívá tzv. 3{s kritérium: vylouèíme ty namìøenéhodnoty, které se od aritmetikého prùmìru x odhylují o víe ne¾ 3s a opakujeme body1) a¾ 4).5) Urèíme smìrodatnou odhylku aritmetikého prùmìru (statistikou hybu)s(x) = vuut 1N(N � 1) NXi=1(xi � x)2 = vuut 1N(N � 1) NXi=1(�xi)2;kde N je poèet namìøenýh hodnot po vylouèení hrubýh hyb.6) Urèíme systematikou hybu. Za hybu pøístrojù mù¾eme pova¾ovat napø. polovinu dílkustupnie. Chybu metody, není-li mo¾né ji vypoèíst, je nutno ji aspoò nìjak fundovanìodhadnout.7) Urèíme elkovou odhylku buï podle vzoreselk = q(3sstat)2 + (ssyst)2nebo pro malý poèet mìøení pou¾ijeme pøibli¾ného vzore selk = 3sstat + ssys.8) Chybu zaokrouhlíme na jedno platné místo, výjimeènì na dvì platná místa, zaèíná-lidekadiký zápis hyby na jednièku. Aritmetiký prùmìr zaokrouhlíme na èíslii stejnéhoøádu, jako je nejni¾¹í platné místo hyby.9) Výslednou hodnotu uvádíme ve tvarux = (x� selk) :Je¹tì byste mìli vìdìt, k èemu vùbe nìjaké odhylky poèítat. Odhylka nám øíká, jakpøesnì jsme velièinu zmìøili a jak je pravdìpodobné, ¾e skuteèná hodnota le¾í v námi urèenémintervalu. Dá se odvodit, ¾e výsledek le¾í s pravdìpodobností 99;7% v intervalu hx � selk;x + selki:Literatura:J.Bro¾ a kol.: Základy fysikálníh mìøení (I), SPN, Praha 1967.E. Svoboda: Pøehled støedo¹kolské fyziky, SPN, 1990.Úloha II . 6 . . . kostka ukruZjistìte, jaký tlak vydr¾í kostka ukru, tj. jaká je její mez pevnosti v tlaku. V øe¹ení neza-pomeòte uvést parametry pou¾itýh kostek (rozmìry kostky, znaèku ukru apod.). Vhodnoumetodou proveïte tolik mìøení, aby va¹e výsledky byly prùkazné (nejménì deset mìøení najeden druh kostky). Z výsledkù zkuste vyvodit nìjaké závìry.Øe¹ení:TeoriePøi ka¾dém mìøení vyházíme z nìjakýh teoretikýh pøedpokladù. Mìli byhom tedy zmí-nit aspoò ty základní, které s na¹ím mìøením bezprostøednì souvisejí. Úkolem bylo zmìøitmez pevnosti ukru v tlaku. Pùsobíme-li na prùøez S pevného tìlesa tlakovou silou Fp, pakv rovnová¾ném stavu pùsobí v opaèném smìru síly pru¾nosti daného materiálu. Míru þnapja-tostiÿ tìlesa v nìjaké èásti tìlesa o prùøezu S kolmém na vnìj¹í tlakovou sílu F popisujemevelièinou zvanou normálové napìtí. Normálové napìtí znaèíme �n a platí �n = FpS , tedy[�n℄ =Pa. Pro nìkteré pevné látky existuje kritiká hranie normálového napìtí �p, pøi je-jím¾ pøekroèení dojde k trvalé deformai. �p nazýváme mez pevnosti v tlaku. Pøi pevnémprùøezu S tedy existuje pro nìkteré látky kritiká síla Fkrit taková, ¾e pøi pùsobení vìt¹ísilou dojde k trvalé deformai. Je �p = FkritS . Strana 59



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK Roèník XKostka ukru je tìleso se stálým prùøezem. Abyhom zmìøili její mez pevnosti v tlaku,musíme na ni pùsobit tlakovou silou a posléze kostku trvale deformovat. Vhodné je pùsobitpomalu se zvìt¹ujíí tlakovou silou kolmo na jednu ze stìn kostky, pøièem¾ protìj¹í stìna jeopøena o podlo¾ku.Uva¾me nyní vnitøní strukturu kostky. Kostka je slo¾ena z velkého mno¾ství drobnýhkrystalkù, men¹íh ne¾ 1mm. Tyto krystalky pojí k sobì nìjaká síla, o její¾ povaze by námasi nìo øekli spí¹ v ukrovaru. Tato síla je v¹ak slab¹í ne¾ síly, díky nim¾ dr¾í pohromadìka¾dý jednotlivý krystalek o sobì. Pøi dosa¾ení kritikého napìtí dojde nejprve k poru¹eníþvazebÿ mezi krystalky a kostka se na tyto krystalky rozsype. Teprve kdybyhom pùsobíísílu je¹tì nìkolikanásobnì zvìt¹ili, rozdrtili byhom i tu hromádku krystalkù.Tlakovou silou musíme pùsobit na stìnu kostky rovnomìrnì, na ka¾dou plo¹ku �S tétostìny by mìla pùsobit stejná síla �F . Pøesto se nevyhneme problémùm s þokrajovými jevyÿ.Na oddìlení krystalkù dotýkajííh se hrany kostky je toti¾ tøeba men¹í pùsobíí síly ne¾ nastejné krystalky uvnitø stìny. Dùsledky tohoto jevu nám nezbyde ne¾ zanedbat, je v¹aktøeba zajistit, aby na tyto okraje nepùsobila vìt¹í síla ne¾ na krystalky uprostøed. Dal¹ínepøíjemný jev je skuteènost, ¾e kdy¾ se kostka u¾ jednou zaène drolit, sama zabraòujedal¹ímu drení tím, ¾e rozdrený ukr þpøeká¾íÿ. Je nasnadì, ¾e po úspì¹ném rozdreníukru odhalíme v hromáde krystalkù nìjaký nerozdrený kousek. Také mù¾eme odhadnouta vzápìtí pokusem ovìøit prùbìh deformae: zvy¹ujeme-li tlakovou sílu Fp, pak poblí¾ kritikéhodnoty dojde nejprve k naru¹ení þvazebÿ mezi krystalky na plo¹e, na ni¾ Fp pùsobí, potomse rozdrtí okraje kostky, následuje destruke zbytku kostky.Postup mìøeníNaznaèíme elkem 4 metody, jak zmìøit mez pevnosti v tlaku pro kostkový ukr. Ve v¹ehpostupeh je tøeba nejprve zmìøit rozmìry kostky. Pokud se toti¾ jednotlivé kostky li¹í vý-znamnìji v rozmìreh, je tøeba zmìøit rozmìry pro ka¾dou zvlá¹». K mìøení rozmìrù kostkyje mo¾no u¾ít posuvné mìøítko s noniem, v nejhor¹ím pøípadì i pravítko. Kostky, které sevelmi málo li¹í, mù¾eme naklást tìsnì za sebou do øady a zmìøit tak jejih prùmìrnou délkupravítkem.(1) Kostku polo¾íme na vodorovnou hladkou podlo¾ku, která je dost pevná (oel apod.)a neohýbá se. Na kostku polo¾íme neohebnou pevnou desku. Na desku klademe pomaluzáva¾í. Kdy¾ dojde k rozdrení kostky, zjistíme hmotnost v¹eh pou¾itýh záva¾í. Tato apa-ratura je jistì velmi nestabilní, pøi malém naklonìní ze zvý¹í síla pùsobíí na nìkterou hranu,ta se zaène hroutit a zhroutí se elá kostka pøi pomìrnì malé zátì¾i. Vhodnìj¹í je proto roz-místit na podlo¾ku 3 nebo víe kostek tak, aby pøi zatí¾ení na nih spoèívajíí desky pùsobilana ka¾dou z kostek stejná síla. Napø. 4 kostky umístíme do 4 rohù ètvere, zakryjeme ètvero-vou deskou a tu zatí¾íme. Celkovou hmotnost záva¾í pak ze zøejmýh dùvodù dìlíme poètemkostek.(2) Kostku polo¾íme na pevnou podlo¾ku vedle osobní váhy. Na kostku dáme pevnoudestièku rozmìrù o trohu vìt¹íh ne¾ kostka. Zvá¾íme se, stoupneme si na váhu a velmipomalu þpøená¹íme tíhuÿ z váhy na kostku, sledujíe stupnii váhy. Údaj odeètený tìsnìpøed rozdrením odeèteme od své hmotnosti a získáme zátì¾ spoèívajíí v ten okam¾ik nakoste.(3) Kostku polo¾íme i s podlo¾kou a nadlo¾kou na osobní váhu a pomalu na vrhnídestièku pùsobíme silou svisle dolù, sílu velmi pomalu zvìt¹ujeme. Pøitom sledujeme stupniiváhy. Dùle¾itý pro na¹e mìøení je údaj odeètený tìsnì pøed rozdrením, nebo» bìhem drenídohází k prudkým výkyvùm ruèièky vah.(4) Metody pùsobíí na kostku pøes nìjakou páku, zatì¾ovanou záva¾ím na rùznýhmísteh. U tìhto metod závisí úspìh znaènì na jejih provedení. Velmi snadno zde dojdek situai, ¾e silou nepùsobíme na elou stìnu kostky.Strana 60



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK Øe¹ení experimentálníh úlohVlastní mìøeníPou¾ili jsme 2 druhy ukru:a) Cukrovar a ra�nerie ukru v Dobrovi, kryhlièky o hranì a = (12;1� 0;2)mm.b) Cukr z Pra¾skýh ukrovarù o rozmìreh (a = 21;8 � 0;1)mm, b = (12;4 � 0;2)mm, = (11;0� 0;1)mm.(1) Nejdøíve jsme se pokusili provést mìøení s jednou kostkou, ov¹em nestabilita zajistilakolaps u¾ pøi zatí¾ení 10 kg. Pro víe kostek jsme postup nerealizovali, nebo» vy¾adoval pøíli¹velkou zátì¾ na vhodné podlo¾e.(2) Kostku jsme vlo¾ili mezi dvì oelové destièky. Namìøené hodnoty jsou uvedeny v ná-sledujííh tabulkáh.a) Dobroveký ukr:m=kg 58 55 40 54 47 39 57 43 38 45�p=106 Pa 3;89 3;69 2;68 3;62 3;15 2;61 3;83 2;89 2;55 3;02Hmotnost zátì¾e m = m� s(m) = (48� 2) kg, k hrubé hybì nedo¹lo.Povrh, na který jsme tlakovou silou pùsobili, byl S = (1;46� 0;05):10�4m2.Chyba pøístrojù (váhy): �0;5 kg (pùl dílku stupnie).Prùmìrná mez pevnosti �p = 3;2:106 Pa.Standardní odhylka s = 0;5:106 Pa, k hrubé hybì nedo¹lo.Smìrodatná odhylka s(�p) = 0;2:106 Pa.Mez pevnosti v tlaku �p = �p � elková odhylka == (3;2� 0;2):106 Pa� hyba pøístrojù� hyba metody.Chyba pøístrojù: �0;1:106 Pa ) �p = (3;2� 0;3):106 Pa.b) Pra¾ský ukr:m=kg 63 65 61 67 65 58 65 60 62 65�p=106 Pa 2;29 2;36 2;22 2;43 2;36 2;11 2;36 2;18 2;25 3;36Povrh, na který jsme tlakovou silou pùsobili, byl S = (2;70� 0;05):10�4m2.Prùmìrná mez pevnosti �p = 2;3:106 Pa.Standardní odhylka s = 0;1:106 Pa, k hrubé hybì nedo¹lo.Smìrodatná odhylka s(�p) = 0;03:106 Pa.Chyba pøístrojù: �0;1:106 Pa Mez pevnosti v tlaku �p = (2;3� 0;1):106 Pa.(3) Opìt jsme vlo¾ili kostku mezi 2 oelové destièky. Celá soustava mìla zanedbatelnouhmotnost vzhledem k hybì osobní váhy �0;5 kg. Namìøené hodnoty odeètené ze stupnieváhy tìsnì pøed rozdrením jsou v tabulkáh.a) Dobroveký ukr:m=kg 30 43 36 45 31 40 33 35 44 41�p=106 Pa 2;01 2;89 2;41 3;02 2;08 2;68 2;22 2;35 2;95 2;75Povrh, na který jsme tlakovou silou pùsobili, byl S = (1;46� 0;05):10�4m2.Prùmìrná mez pevnosti �p = 2;54:106 Pa.Standardní odhylka s = 0;4:106 Pa, k hrubé hybì nedo¹lo.Smìrodatná odhylka s(�p) = 0;1:106 Pa.Chyba pøístrojù: �0;1:106 Pa Mez pevnosti v tlaku �p = (2;5� 0;2):106 Pa.b) Pra¾ský ukr:m=kg 42 40 43 46 41 45 39 42 41 45�p=106 Pa 1;53 1;45 1;56 1;67 1;49 1;64 1;42 1;53 1;49 1;64Strana 61



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK Roèník XPovrh, na který jsme tlakovou silou pùsobili, byl S = (2;70� 0;05):10�4m2.Prùmìrná mez pevnosti �p = 1;54:106 Pa.Standardní odhylka s = 0;1:106 Pa, k hrubé hybì nedo¹lo.Smìrodatná odhylka s(�p) = 0;03:106 Pa.Chyba pøístrojù: �0;1:106 Pa Mez pevnosti v tlaku �p = (1;5� 0;1):106 Pa.Závìr a diskuseMetoda pou¾itá v mìøení (2) dává zøejmì mnohem vìt¹í hodnoty ne¾ metoda (3). Kde jehyba? V jedné z metod, popøípadì v obou. Pøi svýh experimenteh jsme si v¹imli, ¾e kritikásíla, pøi které se kostka zaène drolit, závisí do jisté míry na èasové zmìnì této síly. Pozorováníje takové, ¾e pøi vìt¹í èasové zmìnì síly vydr¾í kostka kupodivu ví. Druhá metoda pak mátaky nedostatek: spoèívá ve zkreslení vlivem u¾ zmínìného faktu, ¾e hrana je vùèi tlakovésíle þménì odolnáÿ, a tudí¾ se zaène bortit pøi malém zvý¹ení tlaku oproti ostatním bodùmúèinné plohy. Správný výsledek lze oèekávat nìkde mezi výsledky obou metod, rozhodnìnebude men¹í ne¾ výsledek metody (3).Èastým zji¹tìním bylo, ¾e hodnoty meze pevnosti pro jednotlivé kostky tého¾ druhu ukruse nezanedbatelnì li¹ily. To si lze vysvìtlit individuálními uktuaemi v ka¾dé koste zpùso-benými pøi výrobì anebo vnìj¹ími faktory (vlhkost apod.) a také naru¹ením hran nìkterýhkostek napø. pøi pøepravì. Co se týèe systematikýh hyb, byly to (kromì hyb metod) takéhyby pøístrojù, nejèastìji osobní váhy. Za dobrý postøeh pova¾uji i to, ¾e kritiký tlak závisíi na vý¹e kostky, tj. rozmìru kolmém k úèinné plo¹e.Filoso�ký závìr a malé pouèeníZ výsledkù by se dal sestavit pìkný ¾ebøíèek na¹ih ukrovarù. Po vzoru pana Dishmanaze známého �lmu þKøidýlko nebo stehýnkoÿ byhom tak mohli pøidìlit tøi hvìzdièky napø.Dobrovekému ukrovaru s dovìtkem: þukr z Dobrove svými bájeènými krystalky omámíva¹e hu»ové buòky, av¹ak dejte si pozor na protézy.ÿ Podobnì byhom mohli konstatovat:þkostky pro hvíle pohody z Hru¹ovan se vám rozplynou na jazyku tak, ¾e na to ani 1;4MPanepotøebujete.ÿ A to pouèení? Z provedenýh výzkumù vyplývá, ¾e kdy¾ se o nìkom øekne,¾e je z ukru, mù¾e to znamenat skuteènì ledaos.Úloha III . 6 . . . optiké vlastnosti vodyTentokrát je zadání velmi struèné: zmìøte index lomu obyèejné pitné vody. Souèasnì sipøeètìte autorské øe¹ení úlohy I . 6 a pokuste se realizovat jen jednu metodu, ale zato onejpreiznìji.Øe¹ení:Obený teoretiký úvod spoleèný v¹em metodámNeheme opisovat uèebnie, av¹ak na základníh pojmeh a vztazíh je nutné se v teoriidohodnout.Mìøit budeme absolutní index lomu vody, který je de�nován pomìrem n = =v; kde  jeryhlost svìtla ve vakuu, v je ryhlost svìtla ve vodì.Základním fyzikálním vztahem popisujíím lom z prostøedí 1 do prostøedí 2 je tzv. Snellùvzákon (viz obr. 69): sin�sin� = v1v2 = n2n1 ;kde � je úhel dopadu na rozhraní, � je úhel lomu, v1 (resp. v2) je ryhlost svìtla v prostøedí1 (resp. 2), n1 (resp. n2) je index lomu prostøedí 1 (resp. 2).Na vodorovné dno nádoby s vodou polo¾me pøedmìt a pozorujme jej z bodu A nadhladinou (obr. 70). Vzdálenost od hladiny, ve které by pøedmìt musel le¾et, abyhom jej poStrana 62



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK Øe¹ení experimentálníh úlohvypu¹tìní vody pozorovali z bodu A na tém¾e místì, jako kdy¾ v nádobì byla voda, oznaèmehz. Skuteènou hloubku pøedmìtu oznaème hs.
prostøedí 2

prostøedí 1v1
v2�� n2n1

Obr. 69= dno
hladinavoda vzduh: n1

n2 �� ��
�
x hz hsA

Obr. 70>Podle obrázku 70 platí: xhZ = sin� ; xhS = sin� :Odtud snadno plyne hShZ = sin�sin � = n2n1 ; (37)pøièem¾ poslední rovnost plyne ze Snellova zákona a n2 je index lomu vody, n1 index lomuvzduhu. Nakone uveïme, o nám prorokuje teorie { ta øíká, ¾e libovolnou metodou byhommìli namìøit n = nvody 2 h1;329; 1;344i pro vlnové délky viditelného svìtla. V dal¹ím výkladubudeme obèas vyu¾ívat znalosti indexu lomu vzduhu n1. Proto¾e n1 je velmi blízký jedné(napø. pro ¾luté sodíkové svìtlo se uvádí n1 = 1;000292), dopustíme se zaokrouhlením n1 := 1hyby øádovì mnohem men¹í, ne¾ bude systematiká hyba na¹ih mìøení.Uvádíme 4 metody mìøení, z nih¾ první je zpraována poøádnì a dal¹í jsou zkráené.Metoda 1 (Mìøení, které vejde do dìjin)
� ��� �� �vodan2 sXB C p2p1 E2E1�

vzduh: n1
Obr. 71: Pùdorys?

Teorie: Laserové ukazovátko namíøíme kolmona zeï a do esty mu postavíme obdélníkovounádobu, zatím bez vody (obr. 71). Na zeï nale-píme milimetrový papír. Bod, do nìho¾ dopadástøed paprsku, oznaèíme køí¾kem. Pak nalijemedo nádoby vodu a na milimetrovém papíøe vy-znaèíme novou polohu paprsku.Vzdálenost obou znaèek na milimetrovém pa-píøe oznaèíme � = jE1E2j. Z rovnobì¾nosti stìnnádoby plyne rovnobì¾nost paprsku p1 vyháze-jíího z prázdné nádoby s paprskem p2 z plné ná-doby. Laskavý (i nelaskavý) ètenáø sám odvodí,¾e prùhod paprsku stìnami nemá ¾ádný vliv na velièinu �. Urèeme obenì � bez uva¾o-vání stìn nádoby (viz obr. 71). Vnitøní ¹íøka nádoby je s. Z pravoúhlého trojúhelníka BXCje �s = sin(�� �), a tedy � = �� arsin �s . Ze Snellova zákonan2 = n1 sin�sin� = n1 sin�sin��� arsin �s � ;kde polo¾íme n1 = 1, jak odùvodnìno vý¹e. Strana 63



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK Roèník XNamìøené hodnoty:Mìøení �=grad �=m n �n1 44 2;2 1;53 0;062 54 2;8 1;53 0;063 52 2;7 1;54 0;054 39 1;5 1;36 0;235 58 4;1 1;99 0;40©íøka nádoby byla s = (8;5� 0;3) m.Støední hodnota n = 1;59; prùmìrná hyba �n = 0;16: Systematiká hyba je zpùsobenatìmito vlivy: hyba pøi mìøení � na milimetrovém papíøe je �2mm; hyba pøi mìøení � je�0;5 grad; hyba pøi mìøení vzdálenosti stìn nádoby je �3mm: Odtud �SY S = 0;15:Diskuse: Námi namìøené hodnoty neodpovídají tabulkovým údajùm. Pøíèinu této skuteè-nosti spatøujeme v nedokonalé rovnobì¾nosti stìn nádoby, která¾to skuteènost unikla pøimìøení na¹í pozornosti. Velká hyba plyne také z obtí¾ného urèení støedu dopadajíího pa-prsku na milimetrový papír, nebo» se paprsek pøi prùhodu nádobou a vodou znaènì rozpty-luje. Chyba mìøení úhlu je proti tìmto hybám zanedbatelná. Mìøení è. 5 je patrnì hrubouhybou (zpùsobenou spíími experimentátory). Koreki na nerovnobì¾nost stìn zpøesnìnímteorie zøejmì není mo¾né provést. Proto køivost stìn zahrneme do elkové systematiké hyby,kterou odhadneme na ÆSY S = 0;3.Závìr: Realizae této metody v na¹ih podmínkáh nedává výsledky s uspokojivou pøes-ností. Kdybyhom mìli nádobu, její¾ stìny byhom mohli pova¾ovat za rovné a rovnobì¾nés dostateènou pøesností, dosáhli byhom uspokojivé pøesnosti mìøení.Metoda 2 (Bystrozraký a Krátkozraký)Teorie: Do kýblu nalijeme do vý¹ky H ode dna vodu a na dno polo¾me mini. Identikouminí pohybujme ve vertikálním smìru ve vzdu¹ném prostoru stranou kýblu, dokud nejsmepøesvìdèeni, ¾e obì mine jsou stejnì hluboko. Následnì zmìøíme hloubku mine vedle kýblu.Podle vztahu (37) je n2 = hShZ n1 � hShZ ;kde hS je skuteèná hloubka mine v kýblu, hZ vzdálenost mine vedle kýblu od hladiny, n2je index lomu vody, n1 vzduhu.Obávali jsme se, ¾e mìøení zdánlivé hloubky bude do znaèné míry subjektivní, proto jsmeje provedli ka¾dý zvlá¹» desetkrát a výsledky jsme zpraovali také samostatnì.Mìøení v¹eh délek jsme provádìli pravítkem s dílkem stupnie 1mm.Namìøené hodnoty:V obou pøípadeh byla skuteèná hloubka hS = (20;5� 0;2) m.Martinùv výsledek: n2 = 1;37� (0;04+hyba systematiká).Matou¹ùv výsledek: n2 = 1;60� (0;03+hyba systematiká).Diskuse: Vìt¹í pøesnosti odhadu dosáhneme, pokud odhadujeme, kdy se nám zdá mine býtina dnì nádoby. Mìøení vy¾aduje jistou zku¹enost experimentátora v odhadování. V¹imnìtesi, ¾e nám vy¹ly ka¾dému výraznì jiné výsledky. Právì jsme se v praxi setkali s hybou osobnísystematikou. (Pozn. M. J.: není to hyba moje { tøeba ¾e byh snad ¹ilhal {, nýbr¾ hybametody.)Porovnáme-li namìøené hodnoty s tabulkovým údajem n � 1;33; zjistíme, ¾e systematikáhyba bude znaèná { aspoò 0,3.Strana 64



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK Øe¹ení experimentálníh úlohZávìr: Metodou 2 lze zmìøit index lomu vody s nevalnou pøesností, zvlá¹tì má-li experi-mentátor ¹patný odhad pro malé vzdálenosti. Mìøení je hodnì subjektivní, a proto mù¾e býtvelmi nepøesné.Metoda 3 (Odraz úplný, naprostý a totální)Teorie: Pøi prùhodu svìtla z prostøedí optiky hust¹ího do prostøedí optiky øid¹ího sepaprsek láme od kolmie. Existuje tzv. mezní úhel dopadu 0m; pro který je úhel lomu Æ = 90Æ:Pro úhel dopadu  > 0m se paprsek ji¾ neláme, nýbr¾ úplnì odrá¾í od rozhraní.Postup mìøení: Do prùhledné nádoby s alespoò jednou svislou rovnou stìnou nalijemevodu do vhodné vý¹ky. Ze strany pak svítíme laserovým ukazovátkem pod úhlem �. Svìtlo senejprve láme ze vzduhu do stìny nádoby (bod A), pak ze skla do vody v bodì B, a nakonez vody do vzduhu (bod C ) { viz obr. 72.Nyní uká¾eme, ¾e namísto dvou lomù v bodì A a B staèí uva¾ovat pouze jeden lom, a toze vzduhu pøímo do vody. Zdùraznìme, ¾e se nejedná o ¾ádné þzanedbáníÿ.Neh» n1 : : : index lomu vzduhu, n2 : : : index lomu skla, n3 : : : index lomu vody, � : : :úhel dopadu na stìnu nádoby, � : : : úhel lomu ze vzduhu do skla a úhel dopadu ze skla narozhraní sklo-voda,  : : : úhel lomu ze skla do vody.Ze Snellova zákona plynesin�sin� = n2n1 ; sin �sin  = n3n2 ) sin�sin  = n3n1 ; (38)o¾ je v¹ak toté¾, jako kdybyhom napsali Snellùv zákon pro rozhraní vzduh-voda, bezuva¾ování sklenìné stìny. Pro výpoèet úhlu  tedy nemusíme existeni stìny uva¾ovat (tov¹ak neplatí, pokud úhly urèujeme pomoí mìøení vzdáleností!).Na obr. 72 je znázornìna nádoba s vodou { øez je toto¾ný s rovinou, v ní¾ je paprsek.Vidíme, ¾e platí 0m = 90Æ � : Ze Snellova zákona v bodì C platín3n1 = sin 90Æsin 0m = sin 90Æsin(90Æ � ) = 1os  = 1q1� sin2 : (39)Index lomu vzduhu lze nahradit jednièkou, jak øeèeno vý¹e. Z rovni (38), (39) po úpraváhplyne n3 = q1 + sin2� : (40)Index lomu vody n3 ve vztahu (40) závisí pouze na prvním úhlu dopadu �; na nièemjiném. Staèí proto mìøit pouze úhel �.Namìøené hodnoty:Støední hodnota n = 1;320:Chyba standardní �(n) = 0;004; k hrubé hybì nedo¹lo.Chyba smìrodatná �(n) = 0;001:Chyba systematiká �SY S = 0;03:Index lomu n = 1;32� 0;03:Diskuse: Pøi prvním mìøení jsme zjistili, ¾e je tì¾ké najít úhel, kdy dohází k úplnémuodrazu. Proto jsme zavedli jisté koreke pøedstavujíí úhel lomu ' do vzduhu. Tento úheljsme urèovali mìøením vzdálenosti v pravoúhlém trojúhelníku. Vzhledem k tomu, ¾e nejvìt¹íodhylka ' od 90Æ byla 1Æ, jsou tyto hyby zanedbatelné ve srovnání s ostatními systema-tikými hybami. Systematiká hyba mìøení klesá s rostouími rozmìry nádoby, nebo» paklze pøesnìji urèit mezní úhel.Závìr: V rámi hyby odpovídá zmìøený index lomu tabulkové hodnotì. Tato metoda jenejpøesnìj¹í z námi pou¾itýh. Strana 65



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK Roèník X
��  0mvzduhn1 n3vzduh: n1

vodaA B C
Obr. 72�

� � � ��h1 H1�1
�1=2

laser S
Z

B A
Obr. 73AMetoda 4 (Odraz v hloubi hrne)Teorie: Kromì zákona lomu (viz obená teorie v úvodu) pou¾ijeme je¹tì zákon odrazu, kterýøíká, ¾e úhel odrazu má stejnou velikost jako úhel dopadu.Do hrne hlubokého a ¹irokého (bystrozrakého u¾ nikoliv) umístíme na dno rovinné zr-átko Z vodorovnì (obr. 73), aby se bìhem pokusu nepohnulo. Do hrne nalijeme do vý¹kyH1 vodu tak, aby zrátko bylo pod vodou, ale nádoba nebyla pøíli¹ plná.Pod úhlem � nasmìrujeme do hrne laserový paprsek, aby po odrazu od zrátka dopadlna stínítko S tvoøené milimetrovým papírem. Kdy¾ v hrni nebyla je¹tì ¾ádná voda, dopadlpaprsek odra¾ený od zrátka do bodu A. V hrni s vodou v¹ak do¹lo té¾ k lomu a paprsekdopadl a¾ do bodu B. Oznaème jABj = �1. Platí (viz obr. 73)�12 1H1 � h1 = tg� ; (41)kde H1 je skuteèná hloubka nádoby (od hladiny k zradlu) a h1 je zdánlivá hloubka.V úvodní teorii jsme v¹ak odvodili vztah pro skuteènou a zdánlivou hloubkuH1h1 = nvodynvzduhu ) h1 = H1nvody ; (42)jestli¾e polo¾íme nvzduhu = 1, o¾ pøi na¹í pøesnosti smíme. Dosazením (42) do (41) ajednoduhou úpravou obdr¾íme�1 = 2H1  1� 1nvody! tg� :Nyní dolijme do nádoby je¹tì nìjakou vodu a posun paprsku do bodu C na stínítku popi¹mevzdáleností jAC j = �2. Pro �2 platí obdobný vztah jako v pøedhozím pøípadì pro �1,pouze nahradíme H1 vzdáleností nové hladiny od zradla H2.Mìøit budeme vzdálenost bodù B a C, tj. polohu paprsku na milimetrovém papíøe prodvì rùzné hloubky H1; H2: Platí zøejmì � = jBCj = �2��1 = 2(H2�H1)�1� 1nvody� tg�;odkud nvody = 2(H2 �H1) tg�2(H2 �H1) tg��� :Úhel � jsme mìøili úhlomìrem (v gradeh), délky H1; H2 pomoí pravítka, � pomoí mili-metrového papíru.Namìøené hodnoty: Pro elkovou èasovou slo¾itost pokusu jsme provedli jen 2 mìøení.Systematikou hybu odhadujeme na �SY S = 0;1 (nevodorovné zrátko, urèení støedu pa-prsku, mìøení úhlu (�0;5 grad), mìøení hloubky (�1mm)).Strana 66



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK Øe¹ení experimentálníh úlohIndex lomu vody n = 1;44� 0;12.Diskuse: Systematiká hyba mìøení je pomìrnì velká; je zpùsobena zejména nevodorov-ností zrátka v na¹í konkrétní realizai. Tabulkové hodnotì v¹ak výsledek v rámi hybyodpovídá. Chybu lze zmírnit pou¾itím hlub¹ího a ¹ir¹ího hrne, nebo» � je úmìrné H2 atg�.Závìr: Výsledek mìøení odpovídá teorii.Celkový závìrNejpøesnìji se nám povedlo realizovat metodu 3. Mìli jsme pøitom jistou výhodu, ¾e jsmemohli pou¾ít (a pou¾ili) laser. Metod, jak zmìøit index lomu, existuje mnoho desítek anemohli jsme pohopitelnì zkou¹et v¹ehny. Chtìli byhom v¹ak øíi, ¾e laser rozhodnì k po-kusu potøeba nebyl. Na¹i øe¹itelé se s problémem zdroje vyrovnali elkem tøemi rùznýmizpùsoby:1) vytvoøili si dobrý zdroj z nìjakého svítidla (pomoí lony jste vyrobili zdroj bodový),2) sehnali si laser jako my,3) vymysleli pokus tak, aby bodový zdroj nebyl potøeba (pozorovali pod nìjakým úhlemznaèku v hrni apod.).Z autorského øe¹ení metody 1 a obeného úvodu si mù¾ete vzít pouèení, o patøí dojednotlivýh èástí vyhodnoení mìøení, napø. jak má vypadat diskuse.Úloha IV . 6 . . . hustota vodyTentokrát je va¹ím experimentálním úkolem zmìøit dal¹í fyzikální vlastnost vody, toti¾ jejíhustotu. Aby nevznikaly velké zmatky, vymysleli jsme pro vás tento postup mìøení: Do vodyponoøíme nádobu dnem vzhùru, pùvodnì elou naplnìnou vzduhem o atmosférikém tlaku.Jak se nádoba ponoøuje, tak se do nádoby postupnì dostává voda. Vymyslete, jak tímtopostupem zjistíte hustotu vody a pokuste se navrhnout takové experimentální uspoøádání,abyste dosáhli maximální pøesnosti. Znáte atmosfériký tlak a tíhové zryhlení.Øe¹ení:TeorieUpøesníme nejprve trohu zadání úlohy. Sklenii plnou atmosférikého vzduhu obrátímevzhùru dnem a ponoøíme èásteènì nebo úplnì do vody v nìjaké vìt¹í nádobì. Vlivem hyd-rostatikého tlaku vody dojde ke stlaèení vzduhu ve sklenii. Nejjednodu¹¹í zpùsob, jak po-moí takto ponoøené sklenie zmìøit hustotu vody, vyhází z mìøení zmìny objemu vzduhuve sklenii pøi jeho stlaèování. Pro toto mìøení je tøeba navrhnout (a pohopitelnì i sestavit)o nejpøesnìj¹í experimentální uspoøádání.
vodaS
V2stlaèenývzduh sklenie

h
Obr. 74<

Na obr. 74 vidíte ponoøenou sklenièku. Sklenku ve vodìupevníme. Pøed ponoøením je ve sklenii vzduh o objemuV1; teplotì T1 a tlaku p1; který je roven atmosférikému tlakupA: Po ponoøení bude mít vzduh ve sklenii objem V2; teplotuT2 a tlak p2: Pøi ponoøování sklenièky probìhne ve vzduhunìjaký dìj, pro který platí stavová rovniepAV1T1 = p2V2T2 ;nebo» pøi této stavové zmìnì se hmotnost vzduhu nemìní.Ze stavové rovnie víme, ¾e po ponoøení je tlak vzduhuve sklenii p2 = pAV1T2T1V2 : Strana 67



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK Roèník XNa vodní hladinu ve sklenii pùsobí shora dolù tlaková síla vzduhu Fp = Sp2; kde S jepovrh hladiny (vnitøní prùøez sklenie ve vý¹e hladiny uvnitø sklenie). Proti této sílepùsobí smìrem vzhùru tlaková síla vody Ft a aerostatiká tlaková síla FpA: Platí Ft = Sh�g;kde h je rozdíl vý¹ek hladin vnì a uvnitø sklenie, � je hustota vody a g je velikost tíhovéhozryhlení. Zøejmì té¾ platí FpA = SpA; kde pA je atmosfériký tlak.Hladinu vody ve sklenièe budeme pozorovat, a¾ kdy¾ se ustálí, tj. v rovnová¾ném stavu.Tehdy bude platit Fp = Ft + FpA ;jestli¾e zanedbáme v¹ehny ostatní síly (povrhové jevy apod.). Z této rovnosti sil plyneSpAV1T2T1V2 = Sh�g + SpA :Z tohoto vztahu snadno dostaneme hustotu vody� = pAhg �V1T2V2T1 � 1� :Pokud bude mo¾no pova¾ovat stlaèování vzduhu za izotermiké, pak se pøedhozí vztahredukuje na � = pAhg �V1V2 � 1� : (43)Abyhom mohli pou¾ít tento redukovaný vztah, bude nutné zajistit, aby rozdíl jT1� T2j bylvelie malý. Významem slovíèka þvelieÿ se budeme podrobnìji zabývat v diskusi.Objem vody ve sklenii po ponoøení oznaème W . Snadno nahlédneme, ¾e V2 = V1 �W .Dosazením do (43) máme � = pAhg � V1V1 �W � 1� = pAhg WV1 �W : (44)Mìøit budeme hloubku h, objem W a objem elé sklenie V1.

W vále nebovelkánádobapipetahvíèko(tìsné)zavaøovaíláhev

Obr. 75=

Pøistupme nyní ke druhé èásti úlohy, toti¾ jak uspoøádat pokus,aby na¹e mìøení hýøilo pøesností. Velkou pøesnost budeme potøe-bovat u velièin h1, W a V1 � W , nebo» relativní odhylky tìhtovelièin se pøi výpoètu systematiké hyby sèítají (díky tomu ¾e jsouv souèinu, resp. v podílu { viz vzore (43) a (44). Lze oèekávat, ¾eW bude pomìrnì malé. Na¹e sklenie by tedy mìla mít malý prù-øez, aby se malý rozdíl objemù projevil velkým rozdílem h hladin,a té¾ kvùli pøesnìj¹ímu zmìøení objemu W: Výhodné bude pono-øovat sklenii hodnì hluboko, proto¾e tím se W zvìt¹í a zpùsobímen¹í relativní hybu. Aby bylo pøesnìj¹í mìøení V1 � W , budetøeba zvìt¹it objem elé sklenie.V¹ehny tyto ¾ádouí vlastnosti se snoubí ve þskleniiÿ znázor-nìné na obr. 75. Tato þsklenieÿ vznikne napø. z láhve od sirupu,nebo jako v na¹em experimentu, kdy¾ k zavaøovaí lahvi o objemuasi 1 litr pøipevníme vzduhotìsnì pipetu o prùmìru aspoò 5mm(abyhom mohli zanedbat kapilaritu). Tuto umnì zhotovenou þskle-niiÿ budeme v dal¹ím textu oznaèovat jako þláhevÿ.Zavaøovaí sklenie splòuje po¾adavek velkého objemu, na stupnii pipety lze zase velmipøesnì odeèítat zmìnu objemu W a hloubku h: Hloubka, ve které budeme láhev topit, závisína hloube na¹í domáí vany nebo jiné vhodné nádoby.Strana 68



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK Øe¹ení experimentálníh úlohPomùkyVý¹e popsaná láhev, velká nádoba (vana nebo napø. vìt¹í odmìrný vále), skládaí metrnebo pravítko, rukavie, noviny s aktuálním údajem o atmosférikém tlaku.Výsledky mìøeníVelièiny spoleèné v¹em metodámPøi v¹eh mìøeníh byl atmosfériký tlak pA = (1;015:105 � 0;005:105) Pa. Údaj jsme získaliz meteorologiké mapy v Lidovýh novináh.Tíhové zryhlení uva¾ujme g = 9;81m.s�2.Objem elé lahve jsme zmìøili tak, ¾e jsme ji elou vèetnì pipety naplnili vodou a vodu pøelilido odmìrného vále. Obdr¾eli jsme objem V1 = (765� 4)ml.Pøi v¹eh následujííh mìøeníh jsme délku h mìøili metrem s pøesností 1mm. Objem Wjsme odeèítali ze stupnie pipety s pøesností 0;1ml.Mìøení 1: odstra¹ujííTeorie: Aparaturu sestavíme dle obr. 75. Do vìt¹ího odmìrného vále ponoøujeme èást lahvetvoøenou pipetou.Namìøené hodnoty:Mìøení W=ml h/m �=kg.m�3 ��=kg.m�31 10;0 15;7 870 �702 9;4 14;5 890 �503 9;9 14;3 950 104 10;4 14;8 960 205 10;3 15;0 940 06 9;2 14;5 870 �707 9;7 14;5 920 �208 10;8 14;3 1040 1009 10;4 14;8 960 2010 10;6 14;2 1020 80Prùmìrná hodnota hustoty vody � = 940 kg.m�3.Smìrodatná odhylka jednoho mìøení �(�) = 60 kg.m�3, k hrubé hybì nedo¹lo.Smìrodatná odhylka aritmetikého prùmìru �(�) = 20 kg.m�3.Pro hustoty vody jsme tak obdr¾eli � = (940� (60 + ÆSY S)) kg.m�3.Diskuse: Po deseti mìøeníh jsme shledali, ¾e jsme si vyrobili velmi itlivý plynový teplomìr.Bìhem pokusu staèilo polo¾it teplou ruku na dno zavaøovaèky, naèe¾ hladina v pipetì znaènìpoklesla. Rozdíl teplot jT1 � T2j byl sie malý, av¹ak zdaleka ne zanedbatelný. Zpùsobilhybu pøes 10%: Ostatní hyby mìøení (mìøení h(1%); mìøení W (1%); hyba tlaku pA(1%)apod.) lze vzhledem k této hybì zanedbat. Jeliko¾ pøi tomto mìøení byla láhev dr¾enaruènì, pøeházelo teplo vesele z rukou do útrob lahve. Aproximae izotermikým dìjem jezde proto oprávnìná jen v rámi velké hyby. Pov¹imnìte si, ¾e hustota vody vyhází men¹íne¾ skuteèná. Vzduh ohøívaný na¹imi dlanìmi se toti¾ rozpíná a vytlaèuje víe vody z pipety.Mìøení 2: pøedhlazeníTeorie: Abyhom mohli stlaèení pova¾ovat za izotermiké, pozmìnili jsme trohu metodu.Chtìli jsme se vyhnout mìøení teploty, nebo» k tomu by bylo tøeba pou¾ít itlivého teplomìru(desetiny ÆC) a uvá¾it teplotní rozdíly mezi rùznými body láhve.První minimalizae teplotního rozdílu: Do velkého vále nebo vany nalijeme studenouvodu. Stejnì studenou vodu nalijeme do kýblu. Láhev se vzduhem pak v kýblu pøedhla-Strana 69



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK Roèník Xdíme. Pokojová teplota je vy¹¹í ne¾ teplota vody. Rukavií uhopíme láhev a ponoøíme jipipetou do vále (vany). Stlaèení vzduhu probìhne pomìrnì ryhle. Díky tepelné výmìnìse vzduhem v pokoji se v¹ak vzduh v láhvi zaène pomalu rozpínat. Proto objemW mìøímeihned, jakmile skonèí stlaèování.Namìøené hodnoty:Mìøení W=ml h/m �=kg.m�3 ��=kg.m�31 9;2 13;8 910 �502 9;1 13;7 910 �503 9;2 13;6 930 �304 9;3 13;4 950 �105 10;4 13;9 1030 706 10;0 14;3 960 07 8;0 11;2 980 208 9;1 13;0 960 09 9;8 13;9 970 1010 10;4 13;7 1040 80Prùmìrná hodnota hustoty vody � = 970 kg.m�3.Smìrodatná odhylka jednoho mìøení �(�) = 40 kg.m�3, k hrubé hybì nedo¹lo.Smìrodatná odhylka aritmetikého prùmìru �(�) = 10 kg.m�3.Relativní systematiká hyba je ÆSY S = 10%; odtud �SY S = 100 kg.m�3. (Zdùvodnìní jev elkové diskusi.)Tedy elková hyba �CELK = 130 kg.m�3.Skuteèná hodnota hustoty vody � = (970� 130) kg.m�3.Mìøení 3Teorie: Druhý zpùsob minimalizae teplotníh rozdílù: Zajistíme stejnou teplotu vzduhuv lahvi, vody ve váli (vanì) i vzduhu v pokoji. Objem W mìøíme, kdy¾ skonèí stlaèování.Namìøené hodnoty:Mìøení W=ml h/m �=kg.m�3 ��=kg.m�31 10;8 13;9 1070 402 9;5 14;8 880 �1503 9;2 11;7 1080 504 8;7 12;0 990 �405 8;5 11;3 1030 06 10;3 13;1 1080 507 10;1 13;0 1060 308 8;6 10;9 1080 509 10;0 13;5 1020 �1010 9;2 12;0 1050 20Prùmìrná hodnota hustoty vody � = 1020 kg.m�3.Smìrodatná odhylka jednoho mìøení �(�) = 60 kg.m�3, k hrubé hybì nedo¹lo.Smìrodatná odhylka aritmetikého prùmìru �(�) = 20 kg.m�3.Relativní systematiká hyba je ÆSY S = 10%: (Zdùvodnìní je v elkové diskusi.)Absolutní systematiká hyba �SY S = 100 kg.m�3.Celková hyba �tot = 160 kg.m�3.Skuteèná hodnota � = (1020� 160) kg.m�3.Strana 70



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK Øe¹ení experimentálníh úlohMìøení 4Teorie: Odmìrný vále, do nìho¾ jsme dosud láhev ponoøovali, nahraïme podstatnì vìt¹ínádobou { napø. velkým sudem nebo rybníkem. Kapaita velkého vodního tìlesa zaruèuje,¾e voda svoji teplotu mìnit nebude. Aby se o nejménì mìnila teplota vzduhu v lahvi, tutoopìt pøedhladíme. Ponoøíme ji pak elou (nejen pipetu) a nìkolik minut poèkáme. Pokuddojde pøi stlaèení k ohøátí vzduhu, popøípadì teplotním výkyvùm zpùsobenýh výskytemvodníh par, po jisté dobì se díky tepelné výmìnì teplotní rozdíly zmírní.Namìøené hodnoty:Pro nároènost provedení jsme získali jen jednu hodnotu. Nároènost mìøení spoèívala v loveníláhve ze sudu plného studené vody (o teplotì 5ÆC) v nevlídném jarním poèasí.h = (31;1� 0;2) m, W = (23;0� 0;2)ml,pA = (1;015� 0;010):105 Pa, V1 = (765� 4)ml.Urèili jsme tedy hustotu vody � = (1030� 30) kg.m�3.Diskuse: Soubor obsahujíí jednu hodnotu mnoho nevypovídá. Pøesto si myslíme, ¾e dìj bylze v¹eh mìøení nejvíe izotermiký { díky desetiminutovému pøedhlazení ve velkém mno¾-ství vody byly splnìny v¹ehny pøedpoklady pro to, aby dìj byl témìø ideálnì izotermiký.Systematikou hybu jsme brali s jistou rezervou, nebo» jsme mìøení provedli pouze jednoua nemá smysl poèítat hybu statistikou.Diskuse spoleèná pro v¹ehna mìøeníPøi mìøení délky h jsme se dopustili hyby 1mm, o¾ odpovídá relativní odhyle Æh = 0;01.Chyba mìøení objemu W byla 0,1ml, tedy relativní hyba ÆW = 0;01.Chyba pøi mìøení elkového objemu V1 byla 4ml.Tedy relativní hyba rozdílu (V1 �W ) je Æ(V1�W ) = 0;005.Relativní hyba pou¾ité hodnoty pro atmosfériký tlak byla ÆpA = 0;010.Relativní systematiká hyba mìøení je tedy ÆSY S = Æh+ ÆW + Æ(V1�W )+ ÆpA+ ÆX = 4%+ ÆX ,kde ÆX je hyba zpùsobená ostatními vlivy.

�2 0 2 4 �TK400120016002000
Obr. 76>

Proto¾e jsme velmi úèinnì minimalizovali hyby ply-nouí z mìøení délek a objemù, zpùsobí nám nejvìt¹íhybu zmìny teploty (s výjimkou mìøení 4). Uva¾mejedno z provedenýh mìøení, ve kterém jsme obdr¾elivýsledky h = 14;2 m a W = 10;6ml, z nih¾ spoètemehustotu � = 1020 kg.m�3, ale za pøedpokladu izotermiè-nosti stlaèování. Posuïte, jakou hustotu vody byhomz týh¾ údajù vypoèetli, kdyby se v¹ehen vzduh v lahvistaèil ohøát nebo ohladit o teplotu �T . Vidíme, ¾evelmi malá zmìna teploty mohla promìnit mìøení vezdrujíí neúspìh. Teprve teï vidíme, jak malý teplotnírozdíl nastal bìhem mìøení { maximálnì 0;5ÆC, jeliko¾skoro v¹ehny hodnoty � ve v¹eh mìøeníh nám vy¹lyv intervalu h850; 1100i kg.m�3.Chybu zpùsobenou neizotermièností dìje mù¾eme pouze odhadnout z výsledkù mìøení.U prvního mìøení (kdy jsme láhev ohøívali rukama) bude tato hyba èinit 10% a¾ 15%:U zbylýh mìøení byla tato hyba vìt¹inou pod 10%: U mìøení 4 nebude rozhodnì tatoodhylka vìt¹í ne¾ 2%:Na mìøení mìly vliv je¹tì dal¹í jevy a skuteènosti:{ uvnitø láhve doházelo k vypaøování vody (odtud mohlo plynout jisté ohlazování a vze-stup hladiny v pipetì); Strana 71



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK Roèník X{ v pipetì do¹lo k malé kapilární elevai;{ láhev nebyla jistì ideálnì vzduhotìsná;{ vzduh není ideální plyn;{ vzduh uvnitø lahve má také nìjakou hmotnost, kterou zanedbáváme.V¹ehny tyto jevy v¹ak v na¹em uspoøádání pokusu hrály vskutku zanedbatelnou roli v rùstuhyby, vzniklé teplotním rozdílem.ZávìrV rámi hyby potvrzují v¹ehna mìøení tabulkovou hustotu vody 996 kg.m�3. Nejvìt¹í hybabyla zpùsobena neizotermièností dìje. Její odstranìní a poøízení vìt¹ího souboru hodnot bypatrnì vy¾adovalo laboratorní podmínky. Zpøesnìní byhom mohli dosáhnout napø. potápì-ním se s lahví do dvou rùznýh hloubek, ve kterýh má voda stejnou teplotu.Úloha V . 6 . . . experimentování v de¹tiTeï u¾ nebude snì¾it, a proto mù¾ete pozorovat dé¹». Pokuste se zmìøit objem jednéde¹»ové kapky. Nezapomeòte si zapsat, kdy to vlastnì pr¹elo a jestli dé¹» pøi¹el ze západu neboz výhodu (porovnávejte kvalitu výhodníh a západníh de¹»ù). Napø. pøi pádu padákemlze mìøit ¹uplerou v¹ehny rozmìry kapky, oejhujeme-li si dalekohled, mù¾eme v nìmodhadovat velikost kapek. . .Øe¹ení:Velikost de¹»ovýh kapek se dá mìøit mnoha metodami, ale v zásadì se metody dajírozdìlit na ty, kdy mìøíme velikost jedné (náhodnì odhyené) kapky, a ty, kde nahytámevelké a zhruba známé mno¾ství kapek a zjistíme prùmìrný objem námi zahyené kapky.Jako ukázku jsme zvolili metodu z druhé skupiny: Mìøili jsme objem vody V , kterádopadla na plohu S1 za dobu t1 a souèasnì poèet kapek N , dopadnuv¹íh na plohu S2 zadobu t2. Je velie dobré si velièiny zvolit tak, aby S1 > S2 a t1 > t2. Prùmìrný objem kapkypak vypoèteme ze vztahu Vkapka = V t2S2Nt1S1 :Pokus è. 1:Pardubie, 11.4.1997, mezi 14:55 a 15:00 SELÈ, SZ vítr, 5ÆCZmìøené hodnoty:t1 = 113 s ; S1 = 3� 23;0 m� 27;5 m = 1 897;5 m2 ; V = 10;4 m3 ;t2 = 17;5 s ; S2 = 13;4 m� 9;2 m = 123;28 m2 ; N = 73 :Po dosazení do vzore získám prùmìrný objem kapky Vkapka = 1;43mm3 :Odhad hyby mìøení: �t1 = 1 s ; 1% ;�S1 = 5 m2 ; 0;2% ;�t2 = 0;2 s ; 1% ;�S2 = 2 m2 ; 2% ;�V = 0;1 m3 ; 10% ;�N = pN = 8 kapek ; 2 11% :Celková hyba (odmonina ze souètu kvadrátù): 15%.Objem kapky: Vkapka = 1;43� 0;22mm3 :Pokusy è. 2, è. 3:Metoda podobná jako v pøedhozím, ale polo¾íme t1 = t2 (poèítání kapek v reálném èase).2Jako hybu velièiny N jsme zvolili pN , o¾ je analogie z jaderné fyziky, kdy napø. prùlet jedné èástie,èi rozpad jednoho atomu je jevem náhodným, a a¾ velké mno¾ství jednotlivýh aktù umo¾ní urèit, jaká jeintenzita záøení nebo ryhlost rozpadu izotopu.Strana 72



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK Øe¹ení experimentálníh úlohPardubie, 8.5.1997, mezi 15:00 a 16:00 SELÈ, bezvìtøíZmìøené hodnoty: S1 = 3� 23;0 m� 27;5 m = 1 897;5 m2 ; V = 24;2 m3 ;S2 = � (15mm)2 = 7;07 m2 ; N = 15 :Objem kapky: Vkapka = 6;0� 2;0mm3 :Zmìøené hodnoty: S1 = 3� 23;0 m� 27;5 m = 1 897;5 m2 ; V = 13;3 m3 ;S2 = � (54mm)2 = 91;6 m2 ; N = 85 :Objem kapky: Vkapka = 7;6� 1;0mm3 :Tím, ¾e jsme poèítali kapky souèasnì s odbìrem vzorku na objem, jsme jednak sní¾ilipoèet vstupníh velièin a také by to mìlo odstranit pøípadné zmìny intenzity de¹tì bìhemtìh nìkolika minut. Velká hyba v druhém pokusu je zpùsobena malým poètem kapek.Závìr:Zjistili jsme, ¾e typiký rozmìr de¹»ové kapky je nìkolik jednotek mikrolitrù a ¾e se mù¾emìnit a¾ o øád mezi rùznými pøeháòkami.Podobnì jako v klasiké úloze s mìøením vý¹ky budovy, i zde lze vymyslet mnoho dal¹íhmetod.i) Nìkteøí øe¹itelé se rozhodli zmìøit hmotnost nìkolika konkrétníh kapek na laborator-níh vaháh. Kdy¾ se podaøilo zabránit odparu kapek bìhem vlastního vá¾ení, daøilo seobvykle dosáhnout vysoké pøesnosti. Snad jen vydìlení nesprávnou hustotou (pro jinouteplotu) mohlo nepatrnì sní¾it mno¾ství platnýh èísli ve výsledném objemu.ii) Jiné originální mìøení objemu jednotlivýh kapek bylo pou¾ito na Slovensku. Za pøed-pokladu, ¾e se do savého papíru vejde konstantní mno¾ství vody na jednotku plohy, lzezmìøit skvrnu po dopadu kapky, a posléze si papír okalibrovat známým mno¾stvím vody.iii) þMetoda ¹mouhyÿ. Rozmìry kapky lze urèit nepøímo na základì urèení její pádové ryh-losti. Za jízdy dopravním prostøedkem s prùhlednými okny mìøíme úhly de¹»ovýh kapekrozmáznutýh po skle vùèi horizontále. Tangens tohoto úhlu je pomìr ryhlosti pádukapky a ryhlosti dopravního prostøedku. Pro ryhlost kapky by bylo nejvhodnìj¹í pou-¾ít vzore F = 12CSkapka�vzduhv2kapka, ploha kapky je svázána s objemem pøes polomìr,a to za pøedpokladu kulového tvaru kapky. Ryhlost dopravního prostøedku zjistíme po-hledem na tahometr v pøípadì auta, mìøením èasù mezi kilometrovníky v pøípadì vlakua dotazem u pilota v pøípadì letadla. Zdroje hyb jsou následujíí: sklon vozovky, trati,èi letekého koridoru, vítr uná¹ejíí kapky bokem a turbulene kolem kabiny.iv) Velie piplavé je urèování rozmìrù ¹uplerou, pøilo¾enou k ji¾ zahyené kape. Není pøesnìurèitelné, jaký má (bývalá) kapièka geometriký tvar. Návrhy sahaly od tenké vrstvièkynemìnné tlou¹»ky, pøes kulovou úseè, a¾ po polokouli.v) Vyfotografování padajíí kapky spoleènì se ¹kálou nará¾í na problémy s vysokou pádovouryhlostí, která vy¾aduje velmi krátký èas fotografování. Rovnì¾ je dobré pou¾ít místos velkou intenzitou svìtla a z toho plynouí velkou hloubkou ostrosti.Úloha VI . 6 . . . jak tlustý je papír?Pokuste se zmìøit, jak tlustý je list papíru. Aby byly va¹e výsledky srovnatelné, mìøtepapír poházejíí ze ¹kolního se¹itu nelinkovaného.Øe¹ení:Vzhledem k tomu, ¾e naprostá vìt¹ina øe¹itelù mìøila tlou¹»ku papíru klasikým zpù-sobem, to jest metodou pøímou pomoí mikrometru nebo jiného, víe èi ménì pøesnéhomìøidla, rozhodli jsme se, ¾e udìláme v øe¹ení trohu zmìnu. Myslíme si toti¾, ¾e je doelazbyteèné takovou jednoduhou vì pøemìøovat, a tak ètenáøe seznámíme s výsledky øe¹itelùa s pøípadnými dal¹ími metodami mìøení.Jak jistì víte, tlou¹»ku papíru lze zmìøit metodou pøímou. Mìøit se dá 1 list a¾ N listù,Strana 73



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK Roèník Xpøièem¾ poèet listù hraje nemalou roli pøi tomto zpùsobu mìøení. Je samozøejmé, ¾e setím ovlivòuje pøesnost mìøení, a tedy i hyba. Postup je velie jednoduhý. Vezmeme se¹it,odstraníme desky, pokusíme se tak trohu vytlaèit vzduh naházejíí se mezi jednotlivýmilisty a hurá, mù¾eme mìøit. Zmìøíme tedy vý¹ku stohu papíru, nejlépe na víe místeha víekrát. Výsledek pak dìlíme poètem papírù. Nesmíme v¹ak zapomínat na to, ¾e papír senám pøi mìøení tlakem mìøidla deformuje, èím¾ jsou výsledky zkreslené. S tím si mù¾emeporadit tak, ¾e jednodu¹e dáme papíry mezi dvì podlo¾ky, které u¾ tak snadno zdeformovatnejde. Tlou¹»ku tìhto podlo¾ek pak odeèeteme od výsledného mìøení.Dal¹í takovou doela jednoduhou metodou je metoda objemová. Pomoí odmìrnéhovále naplnìného kapalinou zmìøíme objem papírového listu. Pak u¾ jen zmìøíme dvì del¹ístrany papírového kvádru a tlou¹»ka listu je na svìtì. Mìøení provádíme nìkolikrát, to kvùlipøesnosti.Objevilo se i velmi zajímavé øe¹ení tohoto problému. Nazvìme ho kapková metoda. Taspoèívá v tom, ¾e pomoí pipety kápneme kapku o známém objemu na sklíèko, na kterém senahází papír. Tento papír je v¹ak mírnì poupraven, a to tak, ¾e je uprostøed nìj vystøihnutýotvor, uvnitø kterého se nahází ji¾ zmínìná kapka. To v¹e se velmi opatrnì pøikryje dal¹ímsklíèkem a dává se pozor, aby se zdeformovaná kapka nevsála do papíru. Ta se toti¾ zmáèknea¾ na úroveò tlou¹»ky papíru. Nezbývá ni jiného, ne¾ zmìøit prùmìr kapky (kruh) a z toho,¾e kapka má nyní tvar vále (vý¹ka je právì ta hledaná tlou¹»ka papíru) a známého objemusnadno spoèteme to, o potøebujeme. Toto mìøení vy¾aduje pomìrnì velkou pøesnost a hu»si vyhrát. Problém je toti¾ v tom, ¾e pipeta není mo vhodná na takovýto pokus a to z tohodùvodu, ¾e kapka by mìla mít malý objem (to abyhom nemuseli brát velký kus papíru),o¾ se pipetou velmi tì¾e dosahuje. Ale urèitì existuje nìo jiného, mnohem pøesnìj¹ího,èím se dá dosáhnout toho, ¾e daná kapka bude mít daný objem.A teï nìo statistiky. Zde jsou uvedeny hodnoty, které namìøili øe¹itelé, pro jednotlivédruhy se¹itù:Brnìnské papírny:Se¹it typu PT 440 d = 80�mSe¹it typu PT 540 d = 77�mSe¹it typu M 520 d = 92�mSe¹it typu PN 2-260-94 d = 70�mSe¹it typu PN 2-100-96 d = 69�mSe¹it typu PT 560 d = 83�mSe¹it typu PT 460 d = 81�mSlovensko-Slavo¹iké papírny: d = 73�mNeuvedený výrobe: d = 75�mTedy elkovì vyhází v prùmìru na Èeskou republiku tlou¹»ka papíru ve ¹kolníh se¹itehna 77;5�m. Jak je vidìt, Slovenská republika má papíry asi o 5�m tenèí.A je¹tì jeden postøeh: pøehnete-li papír elkem 42 krát, dostanete stejnou vý¹ku tohotopapíru jako je vzdálenost Zemì{Mìsí.
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Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK Seriál o astronomii
� Seriál o astronomiiPøedmluvaNámìtem leto¹ního Seriálu na pokraèování byla astronomie a astrofyzika. Nehtìli jsme po-dat uelený pøehled vìdomostí tìhto oborù, ale zamìøili jsme se pouze na nìkolik dílèíhtémat. Po úvodní kapitole, která je vìnovaná základním velièinám a pojmùm potøebnýhv dal¹íh èásteh, se zmíníme o pøedpovídání poloh planet z Keplerovýh zákonù a o nìkte-rýh dal¹íh problémeh nebeské mehaniky. Pak následují kapitoly o tom, proè svítí hvìzdy,a nástin tvorby modelù hvìzd.Kapitola 1V této úvodní kapitole je¹tì nepùjde o ¾ádnou fyziku. Vìnujeme ji zavedení nìkterýh pojmùa velièin bì¾nì v astronomii pou¾ívanýh.Délkové míry u¾ívané v astronomii jsou tøi: astronomiká jednotka, svìtelný rok a par-sek. Astronomiká jednotka (AU), støední vzdálenost Zemì od Slune, slou¾í pøede-v¹ím k popisu dìjù ve Sluneèní soustavì. Její velikost je 1AU = 1;495 978 706(2):1011m.Svìtelný rok (ly { light year) je vzdálenost, kterou svìtlo urazí za jeden rok, tak¾e1 ly = 9;461:1015m = 63 232;68AU. Parsekem (p) se oznaèuje vzdálenost, ze kteréby bylo vidìt kolmo postavenou úseèku délky 1AU pod úhlem jedné obloukové vteøiny:1 p = 3;086:1016m = 3;262 ly = 206 265AU.Jasnosti hvìzd se v astronomii udávají v tzv. hvìzdnýh velikosteh, neboli magni-tudáh. Tento pojem pou¾ívali ji¾ staøí Øekové { rozdìlili hvìzdy viditelné okem do ¹estiskupin. Nejjasnìj¹í byly první hvìzdné velikosti, ty na hranii viditelnosti pak ¹esté. Ve snazepøibli¾nì zahovat toto rozdìlení zavedl Pogson v 19. století zdánlivou hvìzdnou magnituduvztahem mA �mB = �2;5 log(�A=�B) ; (S.1)kde mA, mB jsou zdánlivé hvìzdné velikosti dvou hvìzd, �A, �B jsou odpovídajíí záøivétoky plohou jednoho ètvereèního metru postaveného kolmo na smìr k hvìzdì a funkí logje mínìn dekadiký logaritmus. Tento vztah (tzv. Pogsonova rovnie) nede�nuje pojemzdánlivé magnitudy úplnì. Musíme je¹tì zadat magnitudu nìjaké referenèní hvìzdy (døíveto byla Polárka, jen¾e pozdìji pøesnìj¹í mìøení ukázala, ¾e nepatrnì svoji jasnost mìní).Pøívlastek zdánlivá vyjadøuje fakt, ¾e se jedná o jasnosti mìøené ze Zemì. Pro srovnání jsouv tabule uvedeny zdánlivé magnitudy nìkterýh objektù.Zdánlivé jasnosti nìkterýh objektù na oblozeMagnituda Objekt na obloze�26;7 Slune�12 Mìsí v úplòku0;0 Vega6 hvìzdy na hranii viditelnosti okem29 nejslab¹í hvìzdy pozorovatelné Hubbleovým teleskopemZavádí se je¹tì pojem absolutní magnitudy (M), o¾ je jasnost, kterou by daný objektmìl ve vzdálenosti 10 p od Zemì. Vztah mezi touto velièinou a zdánlivou magnitudou snadnodostaneme, uvìdomíme-li si, ¾e záøivý tok klesá se ètverem vzdálenosti od zdroje.Strana 75



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK Roèník XJe¹tì si povíme nìo o tom, jak astronomové udávají polohu tìles na obloze. V¹ehnyastronomiké objekty jsou velmi daleko, a tak nevnímáme jejih vzdálenost. Mù¾eme si pøed-stavit, ¾e se promítají na zdánlivou nebeskou sféru, v jejím¾ støedu se naházíme. Pro popispolohy objektu na kouli si vystaèíme se dvìma úhly, napøíklad polohu na zemském glóbuudáváme pomoí zemìpisné délky a ¹íøky. Tato souøadná sí» je de�nována jednou orientova-nou rovinou proházejíí støedem sféry (rovina zemského rovníku a urèení smìru k severnímupólu N) a bodem O na rovníku, který urèuje nultý poledník a tím i místo, odkud odeèítámezemìpisnou délku. Konvene se volí vìt¹inou taková, ¾e kladný smìr zemìpisné délky (a pøí-slu¹nýh úhlù v jinýh souøadnýh systémeh) se jeví ze severního pólu proti smìru hoduhodinovýh ruèièek. Máme-li urèit souøadnie bodu M, provedeme to takto: bodem M ve-deme poledník (tj. rovinu SNM), najdeme prùseèík P tohoto poledníku s rovníkem, pøièem¾vybereme ten, do kterého se mù¾eme dostat z bodu M bez toho, abyhom pro¹li severnímnebo ji¾ním pólem; zemìpisná ¹íøka ' je pak 6 MSP (vezmeme jej kladnì, pokud M le¾í naseverní polokouli) a zemìpisná délka � 6 OSP (viz obr. 77).
SN M

PO � '
Obr. 77P

V astronomii potøebujeme takový souøadniový systém,aby v nìm polohy hvìzd pokud mo¾no o nejménì záviselyna èase. Tento po¾adavek splòují napøíklad tyto dvì roviny {rovina ekliptiky, tj. rovina obìhu Zemì kolem Slune (pohybv radiálním gravitaèním poli se v¾dy dìje v rovinì) a rovinazemského rovníku. Rovina rovníku v¹ak není v prostoru sta-bilní { Zemì, obrovský setrvaèník, vykonává preesní pohyb(tj. osa rotae se pohybuje po plá¹ti ku¾ele). Doba jednohoobìhu osy po plá¹ti ku¾ele trvá 26 000 let, a tak je zmìnarovníkovýh a ekliptikálníh souøadni (viz dále) jen velmimalá. Prùseèík ekliptiky a roviny rovníku de�nuje pøímku,která protíná nebeskou sféru ve dvou bodeh, tzv. jarní apodzimní bod. Jarní bod odpovídá místu na obloze, kdese Slune nahází v den jarní rovnodennosti a podzimní bodpoloze Slune v den podzimní rovnodennosti.Rovina ekliptiky je základní rovinou ekliptikálníh souøadni. Ekliptika nám rozdìlujeprostor na dva podprostory. Kladný smìr (tj. smìr k severnímu pólu ekliptiky) le¾í v tompodprostoru, do kterého míøí severní pól Zemì. þNultý poledníkÿ je dán jarním bodem (o¾odpovídá bodu O na obr. 77). Odpovídajíí souøadnie se nazývají ekliptikální délka a ¹íøka.V astronomii neju¾ívanìj¹í rovníkové souøadnie jsou dány rovinou zemského rovníkuorientovanou k severnímu pólu a jarním bodem. Analog zemìpisné délky se nazývá rek-tasenze � (mù¾e se udávat ve stupníh, ale nejèastìji se udává v hodinové míøe, 24 hodinodpovídá 360Æ). Obdobou zemìpisné ¹íøky je deklinae Æ, udávaná ve stupníh.Úloha S . I . . . Na provièení pojmu hvìzdné velikostia) Jaká je absolutní magnituda Slune M , je-li jeho zdánlivá magnituda m = �26;74?b) Slo¾ky dvojhvìzdy Castor v souhvìzdí Blí¾enù jsou v dalekohledu jasné mA = 2;0a mB = 2;9. Neozbrojené lidské oko v¹ak tyto hvìzdy nerozli¹í. Jak jasná se jeví tatodvojhvìzda pøi pozorování pouhým okem?) V jaké poloze na své dráze se jeví Venu¹e ze Zemì nejjasnìj¹í? Pøedpokládejte, ¾eVenu¹e obíhá kolem Slune pøibli¾nì po kru¾nii s polomìrem r = 0;7233AU a ¾e jasnostv elé viditelné a osvìtlené èásti povrhu Venu¹e je konstantní. U tìh, o neumìjí derivovat,se spokojíme s numerikou hodnotou vzdálenosti Venu¹e od Zemì; nakreslete si graf závislostijasnosti Venu¹e na vzdálenosti a odeètìte z nìj polohu nejvìt¹í jasnosti.d) Pokuste se odhadnout jasnost Venu¹e v poloze, kdy je na obloze od Slune úhlovìnejdál. Albedo Venu¹e (tj. pomìr odra¾ené ku dopadajíí intenzitì záøení) je 0;76 a její po-Strana 76



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK Seriál o astronomiilomìr RV = 6 052 km. Pøedpokládejte, ¾e záøení odra¾ené od Venu¹e se rovnomìrnì rozptýlído elého poloprostoru a ¾e jasnost ka¾dého svìtlého místa viditelného povrhu bude, jakoby Slune bylo právì nad ním.e) Urèete, v jaké nejvìt¹í a nejmen¹í vý¹e nad obzorem se v na¹í zemìpisné ¹íøe naházíSlune bìhem roku. Rovina ekliptiky s rovinou zemského rovníku svírá úhel 23;5Æ.Øe¹ení:a) Budeme-li se na Slune dívat ze vzdálenosti 10 p, bude pomìr svìtelného toku �10k svìtelnému toku � z normální vzdálenosti r roven pomìru druhýh monin vzdáleností�10=� = (r=10)2 ;kde r je vyjádøeno v parseíh. Dosazením do Pogsonovy rovnie (S.1) dostanemeM �m = �2;5 log� r10�2 = �5 log r10 = 5� 5 log r : (S.2)Èíselnì pak M = 4;83.b) Proto¾e oko dvojhvìzdu nerozli¹í, vnímá ji jako jeden objekt o elkovém svìtelnémtoku � = �A + �B ;kde toky �A,�B odpovídají jednotlivým slo¾kám dvojhvìzdy. Z Pogsonovy rovnie (S.1)obdr¾íme pro elkovou jasnost objektu m vztahm�mA = �2;5 log ��A = �2;5 log 1 + �B�A! :Pomìr �B=�A získáme opìt z Pogsonovy rovniemB �mA = �2;5 log �B�A ; neboli �B�A = 100;4(mA�mB) :Pro elkovou jasnost dvojhvìzdy tak dostávámem = mA � 2;5 log �1 + 100;4(mA�mB)� = �2;5 log �10�0;4mA + 10�0;4mB� :Èíselnì m = 1;6. Zemì Slune
Venu¹e% �2 � 

R r
Obr. 783

) Prostým okem vnímáme na obloze Venu¹i jako bo-dový objekt. Jeho jasnost je urèena elkovým záøivýmtokem � dopadajíím na Zem od v¹eh èástí viditelnéhoosvìtleného povrhu Venu¹e. Podle návodu k úloze bu-deme pøedpokládat jasnost viditelného povrhu za kon-stantní, tj. � � S�2 ;kde S je ploha viditelné osvìtlené èásti Venu¹e (pøes-nìji její projeke pøi pohledu ze Zemì) a � je vzdálenostVenu¹e od Zemì. Tento pøedpoklad nemusí být zase tak ¹patný, pøi pohledu dalekohledemvypadá osvìtlená èást Venu¹e skuteènì stejnì jasná.Hranie svìtla a stínu vymezuje na povrhu Venu¹e kru¾nii. Tu vidíme ze Zemì podúhlem �2 � , kde  je úhel Slune{Venu¹e{Zemì (viz obr. 78). Proto jsou rozmìry kru¾niev jednom smìru zkráeny ����sin��2 � ����� = j os j krát. Strana 77



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK Roèník XJejí ploha pak je SO = j os j�R2V ;kde RV pøedstavuje polomìr Venu¹e. Mù¾eme tak psátS = 12�R2V + 12SO ; pro  < �2 ;S = 12�R2V � 12SO ; pro  > �2 :Celkovì tedy S = 12�R2V (1 + os ) :Velikost úhlu  vyjádøíme z kosinové vìtyos  = �2 + r2 �R22�r :Pro elkový tok � dopadajíí na Zem tak dostáváme� � 1 + os �2 = 1�2 + �2 + r2 �R22�3r :Vzdálenost �0, ve které je Venu¹e nejjasnìj¹í, teï mù¾eme urèit buï z grafu a nebo pomoídifereniálního poètu. Derivae toku � podle vzdálenosti � musí být v místì maxima nulovád�d� = 3R2 � �2 � 3r2 � 4�r2�4r , tak¾e 3R2 � �20 � 3r2 � 4�0r = 0 :Vyøe¹ením této kvadratiké rovnie (a po zamítnutí záporného koøenu) nakone dostáváme�0 = p3R2 + r2 � 2r :Je¹tì byhom pomoí druhé derivae mìli ovìøit, ¾e se jedná skuteènì o maximum. To u¾ale neháme na vás.Èíselná hodnota �0 = 0;43AU kupodivu doela pøesnì odpovídá skuteènosti.d) Je-li Venu¹e na obloze od Slune úhlovì nejvzdálenìj¹í, jeví se na obloze v 1. nebo3. ètvrti, neboli úhel Slune{Venu¹e{Zemì je pravý. Tok �V dopadajíí na Zemi bude úmìrnýalbedu a, sluneènímu toku W (r) ve vzdálenosti r od Slune, osvìtlené, ze Zemì viditelné,plo¹e S a nepøímo úmìrný povrhu polokoule 2��2 o polomìru � rovném vzdálenosti Venu¹eod Zemì (o¾ odpovídá pøedpokladu, ¾e se odra¾ené sluneèní svìtlo rovnomìrnì rozptýlí doelého poloprostoru).Osvìtlená, ze Zemì viditelná, èást povrhu má z pohledu Slune plohuS1 = 12�R2V :Podle návodu k úloze byhom naopak mìli za plohu S dosaditS2 = 144�R2V = �R2V :Z hlediska reality je první model pøesnìj¹í, nebo» S1W (r) pøedstavuje energii, která dopadnena viditelnou èást Venu¹e. Ani tento model v¹ak není dokonalý, proto¾e se záøení rozptylujedo vìt¹ího prostorového úhlu ne¾ 2�. Samozøejmì i øe¹ení s S = S2 jsme ohodnotili plnýmpoètem bodù.Strana 78



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK Seriál o astronomiiCelkovì máme pro tok dopadajíí na Zemi z Venu¹e�V = SaW (r)2��2 ;pøièem¾ z Pythagorovy vìty je �2 = R2�r2. Pou¾itím Pogsonovy rovnie pro jasnost Venu¹emV a Slune m� dostáváme mV �m� = �2:5 log �VW (R) ;kde W (R) je sluneèní svìtelný tok dopadajíí na Zem, tak¾eW (r)W (R) = �Rr �2 :Po dosazení do Pogsonovy rovnie nakone obdr¾ímemV = m� � 2;5 log 12� SR2 � r2 R2r2 a :Èíselná hodnota pro S = S1 vyjde mV = �4;5, o¾ zase kupodivu skoro koresponduje seskuteèností.e) Rovina rovníku svírá s rovinou horizontu úhel 90Æ � �, kde � je zemìpisná ¹íøka.Rovina ekliptiky svírá s rovníkem úhel " = 23;5Æ. Na obloze se tedy jeví jako kru¾nie, kterás rovníkem svírá tentý¾ úhel ". Slune bìhem roku opí¹e na obloze elou ekliptiku. V denletního slunovratu je nad rovníkem právì ve vý¹e ", tak¾e se v pravé poledne nahází nadhorizontem nejvý¹e a to v hmax = 90Æ � �+ "(èíselnì pro � = 50Æ je hmax = 63;5Æ). Druhá èást úlohy je hyták. Nejmen¹í mo¾ná vý¹kaSlune nad obzorem je 0Æ (v této poloze se alespoò v na¹ih zemìpisnýh ¹íøkáh nahází bì-hem dne hned dvakrát). Nejní¾e pod obzorem se Slune nahází o pùlnoi zimního slunovratua to je hmin = �63;5Æ.Kapitola 2
V1 V2V4

V3SF1 F2a b ae x
y

Obr. 79�

V této kapitole se nauèíme poèítat polohy planet pomoíKeplerovýh zákonù (KZ). První KZ øíká, ¾e se planetypohybují po elipsáh, v jejih¾ jednom ohnisku se naházíSlune. V následujíím odstavi jsou proto shrnuty zá-kladní poznatky o elipse.Elipsa je útvar, který vznikne projekí kru¾nie do ro-viny. V rovinì existuje právì jedna pøímka (tzv. hlavníosa) proházejíí støedem elipsy S, která vytne na elipseúsek délky 2a, kde a znaèí polomìr pùvodní kru¾nie. Naobr. 79 jsme ji ztoto¾nili s osou x. Naopak osa y ze v¹ehvý¹e zmínìnýh pøímek vytne na elipse úsek nejmen¹í (tzv.vedlej¹í osa). Délku tohoto úseku oznaème 2b. Proto¾eelipsa vznikla projekí, jsou v¹ehny vzdálenosti oprotipùvodním ve smìru osy x nezmìnìny a ve smìru osy yzmen¹eny v pomìru b=a. Z tohoto faktu plynou dvì dùle¾ité vìi: rovnie elipsy a vztah proplohu elipsy SE. Rovnie kru¾nie vypadá takto: x2 + y2 = a2, o¾ vyjadøuje, ¾e kru¾nieje mno¾ina bodù, které mají od støedu (umístìného v poèátku souøadného systému) stejnouStrana 79



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK Roèník Xvzdálenost a. Tuto rovnii pøepí¹eme do tvaru y2 = a2 � x2. Proto¾e jsou v¹ehny rozmìryve smìru osy y zmen¹eny, bude mít rovnie elipsy na obr. 79 tvar y2 = (b=a)2(a2 � x2), nebolix2a2 + y2b2 = 1:Kru¾nii si mù¾eme pøestavit jakoby slo¾enou ze spousty obdélníkù namíøenýh ve smìruosy y. Po projeki se ploha tìhto obdélníkù (a tím i ploha kru¾nie SO) zmen¹í v pomìrub=a, tak¾e SE = (b=a)SO = �ab.
S F VP R

E aaeb r�
Obr. 80�

Zavedeme nìkteré dùle¾ité pojmy. Vzdálenost a nazývámedélkou hlavní poloosy a b délkou vedlej¹í poloosy. BodyF1 a F2 nalézajíí se na hlavní ose ve vzdálenosti a od vedlej¹íhvrholù V3 a V4 se nazývají ohniska elipsy. Mù¾ete si zkusitdokázat, ¾e body le¾íí na elipse mají souèet vzdáleností odobou ohnisek konstantní a rovný právì 2a. Exentriita elipsye je de�nována vztaheme = jSF1j=a = pa2 � b2=a (S.3)a harakterizuje míru zplo¹tìní elipsy (na obrázíh je vyzna-èena délková hodnota exentriity jSF1j, pro potøeby výpoètùse pou¾ívá bezrozmìrné e). Pro kru¾nii je e = 0 a èím je elipsaprotáhlej¹í, tím ví se e blí¾í k jednièe.Pus»me se do poèítání poloh planet. Zákon popisujíí ryh-lost obìhu planet kolem Slune je právì druhý KZ. Podle nìjopí¹e prùvodiè, o¾ je úseèka spojujíí Slune a planetu, za jed-notku èasu v¾dy stejnou plohu. Neh» se planeta nejprve na-hází v periheliu (tj. nejblí¾e Sluni { na obr. 80 bod V). Zadobu t se posune do místa P. Pøedpovìdìt polohu planety znamená pro dané t urèit úhel6 VFP (tzv. pravá anomálie � { ypsilon). Za dobu jednoho obìhu T opí¹e prùvodiè plohuSE = �ab. Z druhého KZ pak plyne, ¾e za dobu t opí¹e plohuSVFP = t(SE=T ) = �ab(t=T ) :Pokud by se planeta pohybovala po kru¾nii, otoèila by se za èas t o úhel M (tzv. støedníanomálie) vyjádøený v radiáneh M = 2�(t=T ): (S.4)Plohu opsanou prùvodièem za dobu t tak mù¾eme vyjádøit ve tvaruSVFP = 12abM: (S.5)Zbývá nám u¾ jenom urèit velikost plohy SVFP jako funki úhlu �. Útvar VFP vznikneprojekí útvaru VFR. Plohu tohoto útvaru vyjádøíme jednodu¹e pomoí úhlu 6 VSR (tzv.exentriká anomálie E)SVFR = SVSR � S�RSF = �a2 E2� � 12a(ae sinE);kde exentrikou anomálii E udáváme v radiáneh! Proto¾e SVFP = (b=a)SVFR bude pro E podosazení do (S.5) platit �ab E2� � 12abe sinE = 12abM:Strana 80



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK Seriál o astronomiiPo vykráení výrazem 12ab tak dostáváme slavnou Keplerovu rovniiE � e sinE = M: (S.6)Bohu¾el, z této rovnie nemù¾eme vyjádøit E pøímo jako funki M a e. Abyhom ji vyøe¹ili,budeme muset pou¾ít nìjakou numerikou metodu. V tomto pøípadì je snad nejjednodu¹¹íiteraèní metoda. V prvním kroku zvolíme E1 =M . Posloupnost èísel Ek, která se pro rostouík blí¾í k øe¹ení Keplerovy rovnie je pak dána rekurentním vztahemEk+1 = M + e sinEk: (S.7)Teï u¾ staèí jen najít vztah mezi pravou a exentrikou anomálií. Z obr. 80 plyner sin � = baa sinE; r os � = a osE � ae; (S.8)kde r je délka prùvodièe. Seètením kvadrátù pøedhozí dvojie rovni obdr¾ímer2 = r2 sin2 � + r2 os2 � = b2 sin2E + a2 os2E � 2a2e osE + a2e2:Vedlej¹í poloosu vyjádøíme ze vztahu (S.3)r = aq(1� e2) sin2E + os2E � 2e osE + e2 = ap1� 2e osE + e2 os2E;r = a(1� e osE): (S.9)Pro tg �2 dostaneme u¾itím goniometrikýh vzorù z (S.8) a (S.9)tg �2 = �s1� os �1 + os � = �sr � a osE + aer + a osE � ae;tg �2 = �s1� e osE � osE + e1� e osE + osE � e = �s1 + e1� es1� osE1 + osE ;neboli tg �2 = s1 + e1� e tg E2 : (S.10)Zrekapitulujme si elý postup je¹tì jednou. Parametry popisujíí dráhu planety jsou: velkápoloosa elipsy a, exentriita e elipsy a doba obìhu planety T . Pro daný èas t vypoètemez (S.4) støední anomáliiM . Vyøe¹ením Keplerovy rovnie (S.6) získáme exentrikou anomáliiE a ze vztahù (S.9) a (S.10) koneènì vypoèteme vzdálenost planety od Slune r a pravouanomálii �. Samozøejmì, ¾e je¹tì nemù¾eme øít ni o poloze planety na obloze. Abyhomto dokázali, musíme spei�kovat umístìní roviny obìhu planety v prostoru (napø. vzhledemk jarnímu bodu), ale o tom a¾ pøí¹tì.Úloha S . II . . . obì¾ná dráha Zemì kolem SluneUrèete pravou anomálii a vzdálenost Zemì od Slune po 1=4 obì¾né doby Zemì kolemSlune od prùhodu Zemì periheliem. Velká poloosa je a = 1AU a exentriita e = 0;0167.Øe¹ení:Ze vztahu (S.4) vypoèteme nejprve støední anomálii. Jeliko¾ t = 14T , je M = �=2. Nyníje potøeba vyøe¹it Keplerovu rovnii (S.6). K tomu pou¾ijeme iteraèní metodu. V prvnímkroku zvolíme E1 = M . E2 pak vypoèteme ze vztahu E2 = M+e sinE1 (viz (S.7)). Dále pakpostupujeme analogiky. Na zaèátku si je¹tì musíme uvìdomit, na kolik desetinnýh míst jeStrana 81



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK Roèník Xpotøeba výpoèet provádìt. Obenì je to dáno pøesností vstupníh velièin, v na¹em pøípadìexentriitou zadanou na ètyøi desetinná místa, tak¾e bude staèit øe¹it Keplerovu rovniis pøesností asi o øád vìt¹í. V rámi této pøesnosti dostáváme hodnotu exentriké anomálieji¾ v druhém krokuE1 = M = 1;57080 ; E2 = 1;58750 ; E3 = 1;58750 :Ze vztahù (S.9) a (S.10) pak prostým dosazením dospìjeme k èíselným hodnotám vzdálenostir Zemì od Slune a pravé anomálie �r = 1;000279AU; � = 91Æ54;80:Kapitola 3V této kapitole se budeme vìnovat pøedpovìdi poloh planet na obloze. Pomoí tøí èísel (velképoloosy a, exentriity e a okam¾iku t0 prùhodu planety periheliem) u¾ umíme urèit polohuplanety v rovinì jejího obìhu. (Ètvrtou potøebnou velièinu, obì¾nou dobu T , vypoètemez III. Keplerova zákona). Abyhom mohli urèit ekliptikální souøadnie planety, musíme nìjakzadat umístìní roviny obìhu planety vzhledem k ekliptie a jarnímu bodu . K tomu slou¾ítøi úhly (viz. obr. 81). Sklon dráhy i je úhel, který svírá ekliptika s rovinou obìhu. Tatorovina protne ekliptiku v tzv. uzlové pøíme. Bod, kde planeta vystupuje nad ekliptiku (tj.do severního poloprostoru) se nazývá výstupní uzel. Délka výstupního uzlu 
 je úhelsvíraný smìrem k jarnímu bodu a smìrem k výstupnímu uzlu. Tyto dva úhly popisují polohuroviny obìhu. Je¹tì musíme zadat polohu perihelia, k èemu¾ slou¾í argument perihelia !{ úhel mezi smìrem k periheliu a smìrem k výstupnímu uzlu. ©est parametrù a, e, t0, i, 
,! plnì urèuje pohyb planety a nazývají se elementy dráhy.

X
Y

Z

 ! i

uzlová pøímka perihelium
výstupní uzel rovina ekliptiky
Obr. 814Na obr. 81 jsme zavedli kartézské souøadnie X, Y , Z se støedem ve Sluni �. Osu Xjsme ztoto¾nili se smìrem k jarnímu bodu  a rovinu XY s ekliptikou. Zavedeme je¹tì dal¹ípravotoèivé kartézské souøednie x, y, z tak, ¾e ve støedu je opìt Slune, osa x smìøujedo perihelia a rovina xy odpovídá rovinì obìhu planety. Z pøedhozí kapitoly u¾ umímevypoèítat polohu planety v této souøadné soustavìx = r os � ;y = r sin � ;z = 0 :Celý dal¹í postup bude spoèívat v tom, jak souøadnie planety [x,y,z℄ pøevést do souøad-ni [X,Y ,Z℄. K tomu budeme potøebovat vìdìt, jak od pravoúhlýh souøadni x, y pøejítk souøadniím x0, y0, které jsou otoèeny vzhledem k pùvodním o úhel # (viz obr. 82).Strana 82



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK Seriál o astronomii
xx0

yy0 #A= [x; y℄ = [x0; y0℄
Obr. 825Není na tom ni tì¾kého (je to jenom geometrie), a tak odvození následujííh vztahùnehám na vás x0 = x os# + y sin# ;y0 = �x sin#+ y os# :Nejprve na¹i soustavu x, y, z pootoèíme kolem osy z o úhel �!. Tím ztoto¾níme osu x1s uzlovou pøímkoux1 = x os(�!) + y sin(�!) = x os! � y sin! ;y1 = �x sin(�!) + y os(�!) = x sin! + y os! ;z1 = z = 0 : (S.11)Otoèením kolem osy x1 o úhel �i ztoto¾níme rovinu x2y2 s ekliptikoux2 = x1 ;y2 = y1 os(�i) + z1 sin(�i) = y1 os i ;z2 = �y1 sin(�i) + z1 os(�i) = y1 sin i : (S.12)A otoèením o úhel �
 kolem osy z2 ztoto¾níme osu x3 se smìrem k jarnímu bodu, èím¾pøejdeme k souøadniím X, Y , ZX = x3 = x2 os(�
) + y2 sin(�
) = x2 os 
� y2 sin
 ;Y = y3 = �x2 sin(�
) + y2 os(�
) = x2 sin
 + y2 os 
 ;Z = z3 = z2 : (S.13)Tím jsme obdr¾eli souøadnie planety vzhledem ke Sluni. Stejným zpùsobem spoètemesouøadnie Zemì [XZ ,YZ,ZZ ℄. Souøadnie [X0,Y0,Z0℄ planety vzhledem k Zemi jsou pakX0 = X �XZ ;Y0 = Y � YZ ;Z0 = Z � ZZ :Pøevést tyto pravoúhlé souøadnie na ekliptikální délku � a ¹íøku � je u¾ malièkost. Zezavedení tìhto úhlù (viz. 1. kapitola) plynesin� = Z0qX20 + Y 20 + Z20 ;os� = X0qX20 + Y 20 ;sin� = Y0qX20 + Y 20 : (S.14)

V dne¹ní dobì se nejèastìji pou¾ívají rovníkové souøadnie. Pøíslu¹né kartézské souøadnieXR0 , Y R0 , ZR0 obdr¾íme otoèením souøadni X0, Y0, Z0 o úhel �" kolem osy X0. VelikostStrana 83



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK Roèník Xpootoèení je dána úhlem ", který svírá rovník s ekliptikou, smìr pak tím, ¾e Slune v denjarní rovnodenosti vystupuje nad rovník (tj. severnì od rovníku). Kartézské souøadnie XR0 ,Y R0 , ZR0 pøevedeme na rovníkové podobnì, jako tomu bylo v pøípadì ekliptikálníh souøadni.Na kone je¹tì dvì poznámky. Celá ma¹inerie elementù dráhy jde pohopitelnì pou¾ítna jakékoliv tìleso obíhajíí kolem Slune (planetky, komety, . . .). Druhá pak je, ¾e elementydráhy, díky preesi zemské osy (viz 2. kapitola) a díky gravitaènímu pùsobení ostatníhplanet, závisejí na èase. Proto se uvádí epoha (rok), ke které jsou elementy dráhy vzta¾eny.Úloha S . III . . . Venu¹eSpoètìte ekliptikální a rovníkové souøadnie Venu¹e pro 24.8.1988 v 0hUT (svìtový èas).Pro tento den urèete vzdálenost Venu¹e od Zemì a máte{li doma nìjakou hvìzdnou mapu,urèete také souhvìzdí, ve kterém se Venu¹e nahází. Elementy drah Venu¹e a Zemì jsouaV = 0;72333AU; eV = 0;00679; iV = 3;3949Æ; 
V = 76;7112Æ; !V = 55;0804Æ;aZ = 1;00000AU; eZ = 0;01673; iZ = 0;0014Æ; 
Z = 352;2647Æ; !Z = 110;6756Æ:Obì¾ná doba Zemì kolem Slune je TZ = 365;2571 dne. Údaj o okam¾iku prùhodu planetperiheliem je nahrazen zadáním støedníh anomálií Venu¹e MV0 a Zemì MZ0 pro 18.7.1988v 0hUT MV0 = 186;0712Æ MZ0 = 193;2434Æ :Pøi øe¹ení nepou¾ívejte ¾ádné vztahy vyètené z knih o astronomii.Øe¹ení:Postup øe¹ení je popsán právì ve 3. kapitole. Popí¹eme zde jen struènì jeho nejproblé-movìj¹í místa.Podle vztahu (S.4) se støední anomálie M vyjádøená v radiáneh v èase t rovnáM = 2�(t� tp)=T ;kde T je obì¾ná doba dané planety a tp je okam¾ik prùhodu periheliem. Ze zadané hodnotyM0 v èase t0 = 18:7:1988 vyjádøíme neznámou dobu prùhodu periheliem tp. Nakone proM1 dostaneme M1 = 2��tT +M0;kde �t = t1 � t0 (v na¹em pøípadì �t = 37 dní). Je¹tì potøebujeme znát obì¾nou dobu TVVenu¹e. Tu v¹ak hravì získáme z III. Keplerova zákonaTV = TZ �aVaZ � 23 ;èíselnì pak TV = 224;7002 dne. Pro støední anomálie Zemì MZ a Venu¹e MV nakone do-staneme tyto hodnoty MV = 4;282169 rad ; MZ = 4;009211 rad :Dal¹ím krokem pak bylo spoèítat pravoúhlé souøadnie (x; y; z) tìhto planet v rovinìjejih obìhu. Této problematie byla vìnována 2. kapitola. Èíselné hodnoty jsouxV = �0;3106310AU ; xZ = �0;6729527AU ;yV = �0;6555319AU ; yZ = �0;7544617AU ;zV = 0;0000000AU ; zZ = 0;0000000AU :Strana 84



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK Seriál o astronomiiPotom následuje série otoèení danýh vztahy (S.11), (S.12) a (S.13) z 3. kapitoly seriálu.Jejih výsledkem jeXV = +0;6946958AU ; XZ = +0;8859994AU ;YV = +0;2055145AU ; YZ = �0;4869115AU ;ZV = �0;0373047AU ; ZZ = �0;0000088AU :Souøadnie Venu¹e vzhledem k Zemi pak jsouX0 = �0;1913032AU ; Y0 = 0;6924260AU ; Z0 = �0;0372959AU :Nyní u¾ mù¾eme urèit vzdálenost Venu¹e od Zemì,R = qX20 + Y 20 + Z20 = 0;71933AU:Ze vztahù pro sin�, os � a sin� (S.14) urèíme úhly �, � : Je tøeba si uvìdomit, ¾erovnie typu sin� = 0; 5 má dvì øe¹ení v intervalu h0Æ; 360Æi (� = 30Æ a � = 150Æ). Abyhommohli jedno z nih vybrat (a tím urèit ekliptikální délku), je nutné znát i hodnotu os�,resp. její znaménko. Výsledné hodnoty ekliptikálníh souøadni Venu¹e jsou � = 105Æ2604000a � = �2Æ5801900.Základní rovinou rovníkového souøadného systému je rovina zemského rovníku (viz 1. ka-pitola). Proto musíme urèit kartézské souøadnie Venu¹e vzhledem k soustavì, kde X-ováosa le¾í ve smìru k jarnímu bodu a rovina rovníku splývá s rovinou XZ. Tyto souøadnie(XR0 ; Y R0 ; ZR0 ) dostaneme z (X0; Y0; Z0) pootoèením kolem osy X o úhel �" (viz 3. kapitola)XR0 = X0 ;Y R0 = Y0 os "� Z0 sin " ;ZR0 = Y0 sin "+ Z0 os " :Výsledné rovníkové souøadnie rektasenze � a deklinae Æ se z tìhto souøadni obdr¾ínaprosto stejným zpùsobem, jako � a � z (X0; Y0; Z0). Èíselné hodnoty jsou: � = 7h05m37sa Æ = 19Æ3900300. Souøadnie na hvìzdnýh mapáh jsou právì rovníkové. Venu¹e se v tutodobu naházela v souhvìzdí Blí¾enù.Kapitola 4: Zdroje energie hvìzdKa¾dé svítíí tìleso musí mít nìjaký zdroj, ze kterého èerpá energii. Energie uvolnìná z tohotozdroje se pøená¹í z vnitøku hvìzdy smìrem k povrhu, kde se mìní na energii záøení vysílanéhodo okolí. Povrhová vrstva hvìzdy tedy sie svítí vlastním svìtlem, ale zdroj tohoto záøeníje mimo tuto vrstvu. Názory na zdroj této energie se v minulosti èasto mìnily.Jako první se otázkou zdroje energie zabýval nìmeký lékaø, jeden z objevitelù zákona za-hování energie, Julius Robert von Mayer (1814{1878). Jeho názor, ¾e povrh Slune ohøívajímeteoroidy, které na nìj neustále dopadají, si mù¾ete ovìøit v na¹í úloze.Dal¹í objevitel zákona zahování energie, nìmeký fyzik a fyziolog Hermann LudwigFerdinand von Helmholtz (1821{1894), pøi¹el s domnìnkou, ¾e hvìzdy svítí díky stálémugravitaènímu smr¹»ování. Dùsledkem této teorie by byl podstatnì ryhlej¹í vývoj hvìzdy,ne¾ je pozorován. Význaèným zastánem této hypotézy byl i angliký fyzik William Thom-son (1824{1907), pozdìj¹í lord Kelvin of Largs. Smr¹»ování hvìzdy, provázené uvolòovánímenergie, se proto nazývá Helmholtz{Kelvinova kontrake.Jak dlouho vydr¾í hvìzda s energií získanou smr¹»ováním? Poteniální energie v bodì aje Ep(a), v bodì b je Ep(b) a práe vykonaná pøemístìním èástie z a do b proti pùsobenípole je W Ep(b)� Ep(a) = W: Strana 85



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK Roèník XKdy¾ se bude èástie pohybovat ve smìru pùsobení pole, bude práe záporná. V neko-neèné vzdálenosti od zdroje pole nepùsobí a poteniální energie je nulová. Tedy platíEp(a) = �W:

èástie-1èástie-20 r 2r x
síla síla v prvnímpøiblí¾ení

Obr. 83Q

Máme-li dvojii èásti o hmotnosteh m1 a m2, je gravitaèní poteniální energie podlepøedhozího vztahu záporná a v absolutní hodnotì se rovná prái vykonané pøi pøemístìníjedné z èásti do nekoneèna. Na èástie pùsobí gravitaèní síla. Jakou prái tedy vykonámeproti pùsobení této síly? Abyhom si to trohu zjednodu¹ili, budeme pøedpokládat, ¾e sílaje do vzdálenosti 2r konstantní a dále pak nulová (viz obr. 83 { pøeru¹ovaná èára). Práe serovná souèinu síly a posunutí�m1m2r2 (2r � r) = �m1m2r :Gravitaèní poteniální energie je tedyEg = ��m1m2r :Tento vztah, i kdy¾ je poèítán pro sílu v prvním pøiblí¾ení, jepøesný, a to i v pøípadì, bude-li se jednat o izotropní kouli.Gravitaèní energie hvìzdy se rovná souètu gravitaèníh energií v¹eh dvoji èásti uvnitøhvìzdy. Bude-li se hvìzda o hmotnosti M a polomìru R skládat z N èásti s hmotnostmim, bude poèet dvoji roven N(N � 1)=2 a typiká vzdálenost bude R. Gravitaèní energie sepak dá pøibli¾nì napsat jakoUg � 12N(N � 1)(��m2R ) � ��N2m2R :Vyu¾ijeme-li vztah Nm = M , máme Ug � ��M2R :Pøi zmen¹ení polomìru hvìzdy z nekoneèna na R se uvolní energieUg(1)� Ug(R) = jUg(R)j:Èást této energie pøispívá na ohøev látky uvnitø hvìzdy a èást se vyzáøí. Známe-li zásobyenergie ve hvìzdì U a výkon L, mù¾eme odhadnout èas, za který je hvìzda spotøebuje (záøivývýkon hvìzdy pøedpokládáme konstantní). Platí tedyt = UL :Dosadíme-li do této rovnie zásobu gravitaèní energie Slune, dostaneme èas 40 miliónùlet, o¾ by mìlo být stáøí Slune. Geologové v 19. století odhadli stáøí nìkolika usazenin nastamilióny let, o¾ je znaènì v rozporu s právì urèeným stáøím Slune. Nikdo v¹ak tehdynedokázal, ¾e údaje geologù jsou hybné, a tak otázka této kontrake zùstala otevøená.Obrat pøi hledání zdroje hvìzdné energie nastal roku 1905, kdy Albertu Einsteinovi vy¹elv èasopise Annalen der Physik èlánek o elektrodynamie pohybujíího se tìlesa a krátkápoznámka o závislosti setrvaènosti tìlesa na energii. Zde byly polo¾eny základy speiálníteorie relativity a dùkaz toho, ¾e pøi zmìnì energie kteréhokoli fyzikálního systému o �E sejeho hmotnost zmìní o �E=2:Strana 86



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK Seriál o astronomiiKousek látky tedy obsahuje velké mno¾ství energie. Vznikla my¹lenka, ¾e hvìzdy èerpajíenergii z anihilae { pøemìny látky na záøení. Kdyby hvìzdy èerpaly energii z anihilae,jejih typiký vìk by byl asi 20 biliónù let. Pøedstava, ¾e se látka uvnitø hvìzd mìní v záøení,se setkala zprvu s nedùvìrou, jeliko¾ stáøí hvìzd bylo pøíli¹ velké { vìt¹ina dvojhvìzd byse musela rozpadnout díky ru¹ivým vlivùm sousedníh hvìzd. Koneèným argumentem protianihilai byla a¾ model anihilae na mikroskopiké úrovni. Anihilae nemù¾e být zdrojemenergie, jeliko¾ nastává praktiky okam¾itì po srá¾e èásti s antièástiemi, tak¾e energietakto získaná by se musela uvolnit v jednom okam¾iku obrovským výbuhem.Správnou odpovìï uhádl roku 1920 angliký astronom, jeden ze zakladatelù astrofyziky,sir Arthur Stanley Eddington (1882{1944). Vyslovil názor, ¾e Slune èerpá energii z jadernýhreakí. V úvahu pøiházela pøedev¹ím syntéza jader. Jeho odpùri v¹ak tvrdili, ¾e teplotalátky ve hvìzdáh na to nestaèí. Dùkaz podali roku 1929 Atkinson a Houtermans, kteøídokázali, ¾e termojaderné reake mohou probíhat uvnitø hvìzd. Roku 1938 popsal reakeuvnitø Slune nìmeký fyzik Hans Bethe a nezávisle na nìm i Carl von Weizsäker. Bethepak za prái o uvolòování energie ve hvìzdáh dostal Nobelovu enu. Odhad stáøí Slunea hvìzd na hlavní posloupnosti získaný na základì termojadernýh reakí vyhází pøibli¾nì10 miliard let.Kdy¾ Slune spotøebuje svoji zásobu energie za omezený èas, vzniká otázka, kolik hou¾ uplynulo a kolik ho je¹tì zbývá. V¹eobenì se usuzuje, ¾e elá sluneèní soustava vzniklanajednou. Stáøí Slune by tedy mìlo být stejné jako stáøí Zemì. Dnes je urèení stáøí Zemìzalo¾eno na radioaktivní pøemìnì prvkù na jejím povrhu a rozborem hemikého slo¾enímeteoritù. Øádový odhad stáøí je asi 5 miliard let. Tento odhad vyvraí kontraki a naopakpotvrzuje souèasný názor, ¾e zdrojem energie Slune je syntéza hélia z vodíku.Úloha S . IV . . . Slune a meteoroidyOvìøte hypotézu, ¾e zdrojem energie Slune jsou meteoroidy dopadajíí na jeho povrh.Urèete, kolik meteoroidù (jejih hmotnost) by muselo dopadnout na Slune za 1 rok, aby seenergetiky pokryl záøivý výkon Slune L� = 3;83:1026W.Pøedpokládejte, ¾e se vyzáøí ve¹kerá kinetiká energie meteoroidù (ve skuteènosti se èásttéto energie spotøebuje na ohøev Slune a na zmìnu elkové poteniální energie Slune).Polomìr Slune je R� = 6;96:108m, hmotnost 1;99:1030 kg.Urèete, o kolik by se za rok zmìnila velká poloosa a doba obìhu Zemì díky nárùstuhmotnosti Slune. Pøedpokládejte, ¾e se hmotnost Slune mìní skokovì a ¾e pøed toutozmìnou obíhala Zemì kolem Slune po kru¾nii o polomìru a = 1AU = 1;496:1011m s dobouobìhu T = 1 rok. Pøi výpoètu pou¾ijte pøibli¾ný vztah (1 + x)k � 1 + kx, který platí pro0 � x� 1; k2N . Dnes je známa astronomiká jednotka s pøesností na 2 metry. Bylo bymo¾né tuto zmìnu namìøit?Øe¹ení:Abyhom mohli odhadnout kinetikou energii Ek meteoroidù dopadajííh na povrhSlune, musíme si uvìdomit, odkud tyto meteoroidy poházejí. Vzhledem k tomu, ¾e Slunesvítí dlouhou dobu, nemohou být z vnitøní èásti Sluneèní soustavy. Jejih dráha bude po-dobná dráze komet. Ta je, u komet z okraje Sluneèní soustavy, témìø paraboliká. Budemepøedpokládat, ¾e meteoroidy dopadají na Slune z velké vzdálenosti (nekoneèna) a ¾e nazaèátku mìly velmi malou ryhlost. Tomu odpovídá nulová elková energie E (parabolikádráha). Pro kinetikou a poteniální energii Ep meteoroidu na povrhu Slune tak dostávámeE = Ek + Ep = 0, neboli Ek = �Ep = �mM�R� ;kde jsme vyu¾ili vztah pro poteniální energii uvedený ve 4. kapitole a kde m je hmot-Strana 87



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK Roèník Xnost meteoroidu. Pokud jsou meteoroidy jediným zdrojem energie Slune, musí pøíliv jejihkinetiké energie odpovídat vyzáøenému výkonu L� (má-li být Slune stabilním zdrojem):L� = �M�R� �m�t ;kde �m je hmotnost meteoroidù spadlýh na Slune za èas �t. Uva¾ujeme-li jeden rok (tedy�t = 3;156:107 s), dìlá to �m = 6;3:1022 kg.
vp varp ra

Obr. 84P
Nyní se zabývejme tím, o se stane se Zemí, zmìní-li se hmotnost Slune skokovì o tuto hodnotu. Na za-èátku obíhá Zemì kolem Slune po kru¾nii o polomìru akruhovou ryhlostí vk = q�M�=a. Zvìt¹í-li se hmot-nost Slune, pak tato ryhlost u¾ nebude dostateènák tomu, aby Zemì dále obíhala po kru¾nii. Zemì se za-ène pohybovat po elipse, v jejím¾ ohnisku bude Slune.V místì, kde se nahází Zemì v okam¾iku zmìny hmot-nosti Slune, se pak bude naházet afélium (jediné dvabody na eliptiké dráze, ve kterýh je prùvodiè kolmýna smìr ryhlosti planety, odpovídají perihéliu a aféliu,viz obr. 84). Známe tedy polohu ra a ryhlost va Zemìv aféliu: ra = a, va = vk. Abyhom urèili velkou poloosua0 nové elipsy, staèí najít vzdálenost rp perihélia od Slune. Tu urèíme ze zákona zahováníenergie a z II. Keplerova zákona12v2p � �M� +�mrp = 12v2a � �M� +�mra ;rpvp = rava :Poslední vztah opravdu pøedstavuje II. Keplerùv zákon, nebo», jak ji¾ bylo øeèeno, jsouryhlosti va, vp v aféliu a perihéliu kolmé na prùvodiè. Za malý èas dt tedy prùvodiè opí¹emalý pravoúhlý trojúhelník o plo¹e Sa = ravadt=2 a Sp = rpvpdt=2. Z tìhto dvou rovnivylouèíme vp, pro rp tak dostaneme kvadratikou rovnii. Jedno její øe¹ení je rp = ra =a. To v¹ak není zajímavé, nebo» odpovídá poèáteèní poloze. Druhé øe¹ení má tvar: rp =aM�=(M� + 2�m). Pro zmìnu velké poloosy tak dostáváme�a = a0 � a = 12(rp + ra)� a = 12(rp � a) = �a �mM� + 2�m � �a�mM� :Èíselnì pak �a = �4;8 km, o¾ je zmìna, které byhom si urèitì v¹imli.Pro výpoèet zmìny obì¾né doby pou¾ijeme III. Keplerùv zákon. Proto¾e se v¹ak mìníhmotnost entrálního tìlesa, musíme pou¾ít jeho obenìj¹í verzi: �MT 2 = 4�2a3. V na¹empøípadì �(M� +�m)(T +�T )2 = �M�  1 + �mM� !T 2  1 + �TT !2 �� �M�T 2  1 + �mM� + 2�TT ! = 4�2(a+�a)3 � 4�2a3  1 + 3�aa ! ; (S.15)kde jsme pou¾ili pøibli¾ný vztah uvedený v zadání a zanedbali èlen s �m�T , nebo» obsahujesouèin dvou relativnì malýh èísel (vùèi M� a T ). Samozøejmì toto zjednodu¹ení není nutnéStrana 88



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK Seriál o astronomiiprovádìt, výsledný vztah v¹ak bude o trohu slo¾itìj¹í. Nyní u¾ není tì¾ké vyjádøit zmìnuobì¾né doby Zemì kolem Slune�T � T2  3�aa � �mM� ! � �2�mM� T;èíselnì �T = �2;0 s.Kapitola 5: Modely hvìzd IV této kapitole si povíme nìo o modeleh hvìzd. Omezíme se jen na ty hvìzdy, a tìhje vìt¹ina, které se naházejí v klidném období svého ¾ivota, mají slabé magnetiké pole,nerotují ryhle a nemìní svoje rozmìry. Na¹e úvahy budou s dostateènou pøesností platiti pro hvìzdy s pomalými zmìnami vnitøní stavby.Pøi vysokýh teplotáh, které panují ve hvìzdáh, není mo¾né jiné skupenství látky ne¾èásteènì nebo zela ionizovaný plyn { plazma. Fyzikální podmínky v nitru hvìzd, teplota,tlak, hustota apod. budou za vyslovenýh pøedpokladù záviset jen na vzdálenosti r od støeduhvìzdy. Soubor funkí T (r), p(r), �(r) urèuje model hvìzdy. Øe¹ením soustavy difereniálníhrovni s okrajovými podmínkami mù¾eme zjistit tvar tìhto funkí. My se zde omezímepouze na kvalitativní odhady, pomoí kterýh si mù¾eme vytvoøit pøedstavu o zákonitosteh,které urèují vnitøní stavbu hvìzd. V praxi to znamená, ¾e budeme zanedbávat faktory øádujednotek (jako napøíklad faktor 4�=3 ve vztahu (S.18)) a ¾e rovnie, které platí jen promalé zmìny vzdálenosti �r, budeme aplikovat na pøípady, kdy �r polo¾íme rovno polomìruSlune R�. Znaménko � znamená øádový odhad. povrh hvìzdy
Fg Fvz�rr Obr. 85Q

Ve stabilní hvìzdì musí být v ka¾dém místì jejího nitrarovnováha mezi gravitaèní a vztlakovou silou. Na vztlakovésíle se podílí hlavnì tlak plynu, teprve pøi teplotáh uvnitøvelmi ¾havýh hvìzd se uplatní tlak záøení. Uva¾ujme malýobjem v nitru hvìzdy (viz obr. 85), který je vzdálen r odjejího støedu, s podstavou o obsahu �S a vý¹kou �r. Plynv nìm obsa¾ený má hustotu �(r) a hmotnost �(r)�S�r.Tento váleèek je do støedu hvìzdy pøitahován pouze látkouo hmotnosti M(r) v kouli o polomìru r (viz pøíklad S . V).Velikost gravitaèní síly pùsobíí na váleèek vyjádøíme jakoFg = �M(r)�(r)�S�rr2 :Pøíèinou vztlakové síly je ta skuteènost, ¾e tlak roste se zmen¹ujíí se vzdáleností od støedu.Na spodní podstavu váleèku pak pùsobí vìt¹í tlaková síla ne¾ na podstavu horní. Ve stavurovnováhy gravitaèní síla zvý¹í tlak na spodní podstavu o �p, kde�p = ��M(r)�(r)�rr2 : (S.16)Znaménko minus vyznaèuje opaènou orientai sil. Vztah (S.16) se nazývá rovnie hyd-rostatiké rovnováhy. Hmotnost kouleM(r) obdr¾íme seètením hmotností v¹eh kulovýhslupek (pøesnìji integraí rovnie (S.17)). Hmotnost takovéto slupky �M(r) je dána jako�M(r) = 4�r2�(r)�r : (S.17)Podle rovnie hydrostatiké rovnováhy mù¾eme odhadnout tlak p ve støedu Slune tak, ¾epolo¾íme �r rovno polomìru Slune R�. Hustotu �(r) nahradíme støední hustotou�� � M�R3� : (S.18)Strana 89



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK Roèník XPotom �p = p(R�)� p(0) = �p, proto¾e tlak p(R�) na povrhu Slune je nulovýp � �M2�R4� = 1;9:1015 Pa (S.19)Ve skuteènosti se tlak ve støedu Slune rovná 2;2:1016 Pa (polomìr Slune R� = 700:103 km).Plazma v námi uva¾ovanýh hvìzdáh má vlastnosti ideálního plynu. Její stavová rovnieje p = nkT , kde k je Boltzmannova konstanta a n je hustota èásti, pøièem¾ za èástiepova¾ujeme volné elektrony a kladné ionty. Pøedpokládejme, ¾e látka uvnitø hvìzdy se skládájen z ionizovanýh atomù vodíku, tj. elektronù a protonù. V této láte na dvì èástie pøipadáhmotnost protonu mp, tudí¾ platí n = 2�mp :Po dosazení za prùmìrnou hustotu látky ze vztahu (S.18) získáme�n �M�=(mpR3�) :Tlak v entru Slune vyjádøený ze stavové rovnie je pakp � M�mpR3�kT : (S.20)Z porovnání výrazù (S.19) a (S.20) plyne pro teplotu T uvnitø SluneT � �M�R� mpk = 23:106K : (S.21)Skuteèná hodnota je 15:106K.Zatím máme pro tøi neznámé funke p(r), T (r) a �(r) pouze dvì rovnie: rovnii hyd-rostatiké rovnováhy (S.16) a stavovou rovnii plazmy. Je¹tì tedy nemù¾eme poèítat modelyhvìzd. O dal¹ím hybìjíím èlánku si povíme v dal¹í kapitole.Úloha S .V . . . hvìzdya) Zkuste jednodu¹e zdùvodnit, proè je gravitaèní síla pùsobíí na tìleso o hmotnostim ve vzdálenosti r od støedu izotropní koule o polomìru R > r daná pouze hmotou M(r)obsa¾enou v kouli o polomìru r a proè je rovnaFg = �mM(r)r2 ;tj. jakoby byla elá hmota M(r) soustøedìna v entru.b) Existuje jistá skupina tzv. polytropníhmodelù hvìzd, které jsme ji¾ shopni poèítat.V tìhto modeleh se pøedpokládá závislost tlaku p na hustotì � ve tvaru p = C� (tzv.rovnie polytropy, C je libovolná konstanta). Speiálním pøípadem polytropy je adiabata(pro  = 5=3), izoterma (pro  = 1) a izobara (pro  = 0). Pro funke p(r) a �(r) takmáme, spolu s rovnií hydrostatiké rovnováhy, rovnie dvì a mù¾eme z na¹ih úvah vylouèitteplotu. Odhadnìte, stejným zpùsobem jako v seriálu, vztah mezi hmotností hvìzdy Ma jejím polomìrem R. Urèete, pro které hodnoty parametru polytropy  je hvìzda stabilní.Øe¹ení:a) Gravitaèní (a stejnì i elektrostatiká síla) se vyznaèuje tím, ¾e klesá se ètveremvzdálenosti. Velikost intenzity gravitaèního pole K (o¾ je síla, která by v daném místìpùsobila na tìleso s jednotkovou hmotností) ve vzdálenosti r od hmotného bodu o hmotnostiStrana 90



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK Seriál o astronomiiM je tedy rovna K = �M=r2. Pøedstavme si úzký ku¾el s vrholem umístìným do polohyhmotného bodu M. Ploha S jeho podstavy je úmìrná ètveri jeho vý¹ky r (z podobnostiplyne, ¾e polomìr podstavy je úmìrný vý¹e r). Odtud tedy dostáváme, ¾e souèin velikostiintenzity K a plohy podstavy ku¾ele S je poøád stejný a nezávisí na vý¹e ku¾ele. Tentovýsledek nezávisí na tvaru podstavy ku¾ele, mù¾e to být tøeba ètvere (pak je to vlastnìjehlan).Zkusme nìjak vyu¾ít ná¹ zajímavý výsledek. Umístìme hmotný bod M do nìjakého pro-storu ohranièeného uzavøenou plohou S (viz obr 86a). Vyplòme elý prostor velkým mno¾-stvím úzkýh ku¾elù. Budeme se sna¾it zjistit, jaká je suma pøes v¹ehny ku¾ely ze souèinuvelikosti intenzity pole na povrhu plohy vymezené ku¾elem a velikosti prùmìtu této plo-hy do smìru intenzity pole K. Prùmìt této plohy odpovídá podstavì ku¾ele. Obenì sesouèin velikosti intenzity K a prùmìtu �S 0 malé plohy �S do smìru intenzity nazývá tokvektoru intenzity K plohou �S: � = K�S 0. Námi zji¹tìný fakt lze v øeèi toku pøefor-mulovat takto: tok plohou podstavy ku¾ele je poøád stejný. Vra»me se zpìt k situai naobrázku 86a. Díky tomuto výsledku je tok elkovou plohou �S stejný jako tok pøes koulio polomìru r. Jeliko¾ je intenzita pole kolmá na povrh koule, je tok pøes plohu koulejednodu¹e �k = 4�r2K = 4��M = �S .
MrK�S

Obr. 86aP
M K1 K2Obr. 86bQCo se stane, umístíme-li hmotný bod mimo na¹i uzavøenou plohu? Ka¾dý ku¾el ji protnedvakrát nebo ètyøikrát (6�; : : :), viz obr. 86b. Jak víme, tok pøes ka¾dou plo¹ku bude stejný.Jednou v¹ak do daného objemu vektor K vtéká a jednou vytéká. Celkový tok bude tedynulový.Bude-li ve høe víe hmotnýh bodù, budou do elkového toku pøes plohu pøispívat pouzety z nih, které se naházejí uvnitø plohy. Jeliko¾ je intenzita pole K souètem intenzitpoházejííh od jednotlivýh hmotnýh bodù, bude elkový tok roven�S = 4��Muvnitø ; (S.22)kde Muvnitø je hmotnost objektù, které jsou uzavøeny danou plohou. Tento vztah se nazýváGaussova vìta.Teï u¾ mù¾eme zjistit, jak vypadá gravitaèní pole izotropní koule o polomìru R. Zesymetrie plyne, ¾e velikost intenzity mù¾e záviset pouze na vzdálenosti r od støedu koule a ¾eintenzita bude smìøovat v¾dy do tohoto støedu. Jako plohu, pøes kterou budeme poèítattok intenzity �, si zvolme kouli o polomìru r se støedem stejným jako na¹e izotropní koule.Proto¾e je intenzita v ka¾dém bodì této plohy stejná, a naví k ní kolmá, bude � = 4�r2K.Tento tok jsme v¹ak shopni vypoèítat i ze vztahu (S.22). Pro r > R tato ploha obklopujeelou kouli, tak¾e tento tok musí být roven � = 4��Mk, kde Mk je elková hmotnost koule.Pro r > R tak dostáváme známý vztah K = �Mkr2 : Strana 91



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK Roèník XGravitaèní pole vnì koule je tedy stejné jako pole hmotného bodu o hmotnosti rovné hmot-nosti koule umístìného do jejího støedu.Zvolíme-li r < R, pak je tok pøes plohu urèen pouze hmotností M(r), která je sou-støedìna v kouli o polomìru r: � = 4��M(r). Intenzita gravitaèního pole se rovná K =�M(r)=r2. Na gravitaèní pole ve vzdálenosti r uvnitø koule tedy nemá vliv hmota, která senahází ve vzdálenosti vìt¹í ne¾ je r.
SXr1 r2

S1
S2

Obr. 87R
Pøíklad ¹el øe¹it i bez znalosti Gaussovy vìty. Mìjme hmot-nou kulovou plohu. Doká¾eme nejprve, ¾e intenzita gravitaè-ního pole je uvnitø této plohy nulová. Vnitøním bodem Xveïme opìt úzký ku¾el, tentokrát prota¾ený na obì strany(viz obr. 87). Tento ku¾el vytkne na povrhu koule dvì plo-hy S1 a S2. Opìt díky podobnosti útvarù je jejih pomìrroven S1S2 = r21r22 . Gravitaèní síly, kterými pùsobí obì plohyv daném místì, mají stejnou velikost, ale opaèný smìr, tak¾ese jejih úèinek vyru¹í.b) V rovnii hydrostatiké rovnováhy (S.16) polo¾íme za�r elý polomìr hvìzdy R. Tlak v entru hvìzdy se pak vy-jádøí z rovnie polytropy p = C� . Z rovnie hydrostatiké rovnováhy tedy dostanemeC� � �M �R ;kde M je elková hmotnost hvìzdy. Hustotu hvìzdy aproximujeme její støední hustotou�� � M=R3. Jednoduhými úpravami nakone dospìjeme ke vztahuR � �C� � 13�4 M �23�4 pro  6= 43 :V pøípadì  = 4=3 se R vykrátí a dostaneme vztah pro hmotnost hvìzdy. Rovnová¾nýstav zde existuje jen pro urèitou hmotnost, pro jiné hmotnosti se hvìzda buï zhroutí neborozplyne.Pus»me se do rozboru stability hvìzdy. Rozli¹ujeme tøi druhy rovnová¾nýh poloh: polohastabilní (pøi malé výhyle má systém tendeni vraet se do rovnová¾ného stavu), indife-rentní (pøi malé výhyle systém zùstává v rovnová¾ném stavu) a labilní (pøi malé výhylemá systém tendeni vzdalovat se od rovnová¾ného stavu). V na¹em pøípadì indiferentnímurovnová¾nému stavu odpovídá hvìzda s  = 4=3. A» mìníme její polomìr, jak heme, v¾dyje v hydrostatiké rovnováze.Víme, ¾e gravitaèní síla (napøíklad ve vzdálenosti r = R=2) je: Fg � konst=R2. Naopaktlaková síla je: Ft � pR2 � konst=R3�2, kde jsme pou¾ili pro vyjádøení tlaku rovnii poly-tropy. V rovnová¾ném stavu jsou si gravitaèní a tlaková síla rovny. Pro  > 4=3 je moninau R ve vztahu pro tlakovou sílu vìt¹í ne¾ 2. Zmen¹íme-li tedy polomìr hvìzdy v rovnová¾némstavu, bude tlaková síla vìt¹í ne¾ gravitaèní a hvìzda bude mít tendeni se rozpínat. Naopakpro polomìry hvìzdy vìt¹í ne¾ rovnová¾ný pøevá¾í gravitaèní síla nad tlakovou a hvìzdase zaène smr¹»ovat, neboli opìt se navraet do rovnová¾né polohy. V pøípadì  > 4=3 setedy jedná o rovnová¾nou polohu stabilní. Pro  < 4=3 je naopak monina u R ve vztahupro tlakovou sílu men¹í ne¾ 2. Zmen¹íme-li polomìr hvìzdy, zaène gravitaèní síla pøeva¾ovatnad tlakovou a hvìzda se bude èím dál víe smr¹»ovat. Zvìt¹íme-li polomìr hvìzdy, pøevá¾ítlaková síla nad gravitaèní a hvìzda se rozplyne. V pøípadì  < 4=3 se jedná tedy o hvìzdunestabilní.Strana 92



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK Seriál o astronomiiKapitola 6: Modely hvìzd IIHvìzdy èerpají energii z termojadernýh reakí. Aby hvìzda svítila dostateènì dlouho bezezmìny, musí platit podmínka energetiké rovnováhy. Ta vyjadøuje rovnost výkonu uvol-nìného pøi jadernýh reakíh a výkonu pøeneseného od støedu k povrhu hvìzdy. Potøebu-jeme tedy znát zpùsob pøenosu energie uvnitø hvìzdy. V dostateènì horké a husté láteprobíhá tzv. záøivý pøenos energie, pøi kterém se ka¾dý foton mnohokrát pohltí a znovuvyzáøí, ne¾ se dostane z oblasti s vysokou teplotou do oblasti s nízkou teplotou. Energie se ¹íøíprostøednitvím fotonù. Pøedpokládejme, ¾e foton projde v láte mezi vyzáøením a pohlenímprùmìrnou vzdálenost d (tzv. støední volná dráha fotonu).
T1 T2

I2I1
I 01 I 02d

lObr. 88Q
Ka¾dá vrstva látky záøí jako absolutnì èerné tìleso, tj.podle Stefan-Boltzmannova zákona se z jednotkové plohy zajednotku èasu vyzáøí energieI = �T 4;kde � = 5;68032:10�8W.m�2 .K�4 je Stefan-Boltzmannovakonstanta. Neh» teplota látky klesne na úseku délky l v radi-álním smìru z T1 na T2 a hustota záøivého výkonu z I1 na I2.Zkusme zjistit, jaký je tok energie H pøes jednotkovou plohupostavenou uprostøed tohoto úseku (viz obr. 88). Pøes tutoplohu prohází záøení jakoby z vrstev, které jsou od ní vevzdálenosti d, tak¾e výsledný tok energie bude H = I 01� I 02, kde I 01 a I 02 jsou hustoty záøivéhovýkonu tìhto vrstev. Na malýh vzdálenosteh (a délku l budeme pova¾ovat za malou)mù¾eme pokles záøivého výkonu pova¾ovat za lineární, tak¾eI 01 � I 02 = 2d(I1 � I2)=l � d(I1 � I2)=l:Pro výkon pak platí H � �dl (T 41 � T 42 ): (S.23)Neh» je v jednote objemu n0 èásti, které pohlují fotony. Ka¾dá èástie se jeví jakoterèík s plohou �f (tzv. úèinný prùøez). Pøedstavme si hranol hvìzdné látky s èelní plohouS a s délkou x. Tento hranol obsahuje Sxn0 èásti. Pøi èelním pohledu je ploha St, kteroupro fotony zakrývají èástie v hranolu, rovna St = Sxn0�f . Støední volná dráha fotonu pakodpovídá takové déle hranolu, pøi které èástie vyplní elou èelní plohu (St = S), nebolid = 1�fn0 : (S.24)Zanedbáme, ¾e uvnitø Slune ve vrstvì tìsnì pod povrhem probíhá pøenos energie prou-dìním. Pak za l ve vztahu (S.23) dosadíme R� a zanedbáme povrhovou teplotu T2 = 6000Kvùèi teplotì T1 = T ve støedu. Záøivý výkon L� se rovná souèinu pøeneseného výkonu a po-vrhu hvìzdy L� � 4�R2�H � R2�� dR�T 4 = �dR�T 4 :Teplota Slune je pøibli¾nì T = 107K a pøi støední hustotì Slune (S.18) se pak støednívolná dráha fotonu rovná asi d = 4mm. Po dosazení získáme výkon L� = 2:1027W, o¾ sezase a¾ tak mo od skuteèného výkonu L� = 3;83:1026W neli¹í.Pøedpokládejme, ¾e èástiemi, které pohlují fotony jsou volné elektrony. Hustota tìhtoterèíkù se øádovì shoduje s elkovou hustotou èásti �n � M�=(mpR3�), kde mp je hmotnostprotonu (o¾ je ionizovaný vodík, který tvoøí vìt¹inu hmoty Slune). Po dosazení tohotoStrana 93



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK Roèník Xvztahu do (S.24) dostaneme d � mpR3�=(�fM�). Pøedpokládejme naví, ¾e úèinný prùøez jekonstantní. Pou¾ijeme-li je¹tì vztah pro entrální teplotu (S.21) z minulé kapitoly seriálu,máme pro elkový záøivý výkon Slune vztahL� � �mpR3��fM�R�  �M�R� mpk !4 = ��4m5p�fk4 M3� = konstM3�: (S.25)Tato závislost záøivého výkonu na hmotnosti vyplývá takté¾ z pozorování. Je tedy vidìt, ¾ei kvalitativní úvahy nás dovedly ke správným výsledkùm.Podívejme se teï, o nám (S.25) øíká o vztahu mezi absolutní magnitudouMa a hmotnostíhvìzdy M . Pou¾ijeme-li Pogsonovu rovnii (viz 1. kapitola) pro na¹i hvìzdu posunutou dovzdálenosti r = 10 p (svìtelný tok � = L=(4�r2)) a pro nìjakou referenèní hvìzdu o jasnostim0 (tok �0), obdr¾ímeMa�m0 = 2;5 log(4�r2�0=L). Po úpravì získámeMa = A�2;5 logL,kde A je konstanta, kterou urèíme z pozorování. Vyu¾ijeme-li (S.25) dostaneme Ma = A �7;5 logM , neboli logM = A0 � 0;13Ma :Úmìrnost záøivého výkonu hvìzdy tøetí moninì její hmotnosti vede ke koe�ientu �0;13.Skuteènì, experimentálnì zji¹tìná závislostlog(M=M�) = 0;56� 0;12Ma : (S.26)tomu odpovídá.Úloha S .VI . . . hmotnost hvìzda) Urèete, jak závisí doba ¾ivota hvìzdy na její hmotnosti.b) Vztah (S.26) nám dovoluje urèovat vzdálenosti dvojhvìzd a hmotnosti jejih slo¾ek. Jakopøíklad mù¾e slou¾it dvojhvìzda 70Oph. Mìøením bylo zji¹tìno, ¾e obì¾ná doba slo¾ekdvojhvìzdy je T = 87;85 roku, velká poloosa jejih dráhy má na obloze úhlovou délkua = 4;55100. Zdánlivé magnitudy slo¾ek jsou mA = 3;93, mB = 5;29. Z tìhto údajùvypoètìte vzdálenost systému a hmotnosti jednotlivýh slo¾ek.Øe¹ení:a) V poslední kapitole jsme si ukázali, ¾e svítivost hvìzdy L je úmìrná tøetí moninìjejí hmotnosti M : L � M3. Pro energii E, kterou vyzáøí za dobu t, pak mù¾eme psátE � M3t. Hvìzda bìhem svého ¾ivota získává energii pøevá¾nì z pøemìny jader vodíku nahélium. Zásoba energie Ez je tedy úmìrná poètu protonù ve hvìzdì, a tím i elkové hmotnostihvìzdy: Ez �M . Tato zásoba, za pøedpokladu, ¾e se svítivost hvìzdy s èasem mo nemìní,vystaèí na dobu T = Ez=L �M=M3 �M�2;neboli doba ¾ivota hvìzdy je nepøímo úmìrná druhé moninì její hmoty.b) V této úloze se vyskytuje elkem pìt neznámýh: hmotnosti slo¾ek dvojhvìzdy MA,MB, jejih absolutní magnitudy MA, MB a vzdálenost dvojhvìzdy od Zemì r. Znalost po-slední velièiny nám umo¾òuje jednodu¹e urèit hodnoty zbývajííh ètyø. Absolutní magnitudyslo¾ek spoèteme z Pogsonovy rovnie (S.2) (viz úloha S . I) ze známýh vizuálníh magnitudmA a mB M = m+ 5� 5 log r ;kde vzdálenost dosazujeme v parseíh. Hmotnosti slo¾ek urèíme z empiriké formule (S.26),logM = 0;56� 0;12M ;Strana 94



Fyzikální korespondenèní semináø MFF UK Seriál o astronomiizde je hmotnost hvìzdy vyjádøena v násobíh hmotnosti SluneM�. Kombinaí obou rovniobdr¾íme pro hmotnost hvìzdy M = 10�0;04�0;12m r0;6: (S.27)Dal¹í vztah mezi vzdáleností dvojhvìzdy a hmotnostmi slo¾ek plyne ze známého zobe-nìného III. Keplerova zákona a3T 2(MA +MB) = konst. ; (S.28)kde a je velká poloosa obì¾né dráhy a T obì¾ná doba systému. Hodnotu konstanty urèíme zeznámýh velièin aZ a TZ pro systém Zemì{Slune. Budeme-li dosazovat velkou poloosu v as-tronomikýh jednotkáh, obì¾nou dobu v roíh a hmotnosti slo¾ek v násobíh hmotnostiSlune, je tato konstanta rovna jedné (aZ = 1AU, TZ = 1 rok,MA =M�,MB =MZ � 0).Velká poloosa dráhy dvojhvìzdy 70Oph má na obloze úhlovou délku A = 4;55100. Jejískuteènou velikost v astronomikýh jednotkáh dostaneme ze vztahu a = Ar, kde za rdosazujeme vzdálenost v parseíh. Tento vztah plyne z de�nie parseku. (Jeden parsek jevzdálenost, ze které se jeví úseèka délky jedné astronomiké jednotky jako úseèka s úhlovoudélkou 100.) Dosazením do (S.28) obdr¾íme hledaný druhý vztah mezi r, MA a MB(rA)3T 2 =MA +MB :Hmotnosti slo¾ek vyjádøíme z (S.27) a po úpravì naleznemer2;4 = T 2A3 10�0;04 h10�0;12mA + 10�0;12mB i :Èíselná hodnota vzdálenosti dvojhvìzdy 70Oph je r = 4;77 p. Hmotnosti slo¾ek vypoètenéz (S.27) jsou pak MA = 0;79M� a MA = 0;54M�.Pokud vás astronomie a astrofyzika zaujala, urèitì si nenehte ujít tyto kní¾ky:M. ©ol, J. ©vestka, V. Vanýsek: Fyzika hvìzd a vesmíru, SPN, Praha 1991;V. Balek: Preèo svietia hviezdy? Alfa, Bratislava 1986.
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