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10. roé¢nik, Gloha V.S ... hvézdy (7 bodu; primér ?; tesilo 16 studenti)

a) Zkuste jednoduse zdiivodnit, pro¢ je gravitacni sila pisobici na téleso o hmotnosti m ve
vzdalenosti r od stfedu izotropni koule o poloméru R > r dand pouze hmotou M (r)
obsazenou v kouli o poloméru r a proc¢ je rovna

sxmM (r)

2 )

Fy, = .
tj. jakoby byla celd hmota M (r) soustfedéna v centru.

b) Existuje jistd skupina tzv. polytropnich modeld hvézd, které jsme jiz schopni poditat.
V téchto modelech se piedpokladd zavislost tlaku p na hustoté g ve tvaru p = Cp” (tzv.
rovnice polytropy, C je libovolnd konstanta). Specidlnim piipadem polytropy je adiabata
(pro v = 5/3), izoterma (pro y = 1) a izobara (pro v = 0). Pro funkce p(r) a o(r) tak
mame, spolu s rovnici hydrostatické rovnovahy, rovnice dvé a muzeme z nasich uvah vylou-
¢it teplotu. Odhadnéte, stejnym zptisobem jako v seridlu, vztah mezi hmotnosti hvézdy M
a jejim polomérem R. Urcete, pro které hodnoty parametru polytropy v je hvézda stabilni.

a) Gravitacni (a stejné i elektrostaticka sila) se vyznacuje tim, zZe klesa se ¢tvercem vzdalenosti.
Velikost intenzity gravitacniho pole K (coz je sila, kterd by v daném misté pisobila na téleso
s jednotkovou hmotnosti) ve vzdalenosti » od hmotného bodu o hmotnosti M je tedy rovna
K = M /r?. Pfedstavme si tizky kuZel s vrcholem umisténym do polohy hmotného bodu M.
Plocha S jeho podstavy je Gmérnd étverci jeho vysky r (z podobnosti plyne, Zze polomér pod-
stavy je timérny vysce 7). Odtud tedy dostavame, Ze souéin velikosti intenzity K a plochy
podstavy kuzele S je porad stejny a nezavisi na vysce kuzele. Tento vysledek nezavisi na tvaru
podstavy kuzele, muze to byt tfeba ¢tverec (pak je to vlastné jehlan).

Obr. 1 Obr. 2

Zkusme néjak vyuzit nas zajimavy vysledek. Umistéme hmotny bod M do néjakého prostoru
ohrani¢eného uzavtenou plochou S (viz obr 1). Vypliime cely prostor velkym mnozstvim tuzkych
kuzelti. Budeme se snazit zjistit, jaka je suma pres vSechny kuzely ze soucinu velikosti intenzity
pole na povrchu plochy vymezené kuzelem a velikosti pramétu této plochy do sméru intenzity
pole K. Pramét této plochy odpovidd podstavé kuzele. Obecné se soucin velikosti intenzity K
a pramétu AS’ malé plochy AS do sméru intenzity nazyva tok vektoru intenzity K plochou
AS & = KAS'. Nami zjistény fakt lze v fedi toku preformulovat takto: tok plochou podstavy
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kuzele je porad stejny. Vratme se zpét k situaci na obrazku 1. Diky tomuto vysledku je tok
celkovou plochou ®s stejny jako tok pres kouli o poloméru r. Jelikoz je intenzita pole kolma
na povrch koule, je tok pfes plochu koule jednoduse ®; = 4nr’K = 4nxM = .

Co se stane, umistime-li hmotny bod mimo nasi uzavienou plochu? Kazdy kuzel ji protne
dvakrat nebo ¢&tyfikrat (6x,...), viz obr. 2. Jak vime, tok pfes kazdou plosku bude stejny.
Jednou vsak do daného objemu vektor K vtéka a jednou vytéka. Celkovy tok bude tedy
nulovy.

Bude-li ve hie vice hmotnych bodt, budou do celkového toku pres plochu pfispivat pouze
ty z nich, které se nachéazeji uvnitt plochy. Jelikoz je intenzita pole K souctem intenzit pocha-
zejicich od jednotlivych hmotnych bodt, bude celkovy tok roven

D5 = A7 Myynitr s (1)

kde Myvnitz je hmotnost objektt, které jsou uzavieny danou plochou. Tento vztah se nazyva
Gaussova véta.

Ted uz miizeme zjistit, jak vypadd gravitaéni pole izotropni koule o poloméru R. Ze symetrie
plyne, zZe velikost intenzity mize zaviset pouze na vzdalenosti r od stfedu koule a Ze intenzita
bude smérovat vzdy do tohoto stiedu. Jako plochu, pfes kterou budeme pocitat tok intenzity @,
si zvolme kouli o poloméru r se stfedem stejnym jako nase izotropni koule. Protoze je intenzita
v kazdém bodé této plochy stejna, a navic k ni kolma, bude ® = 4nr? K. Tento tok jsme vak
schopni vypoéitat i ze vztahu (1). Pro » > R tato plocha obklopuje celou kouli, takze tento
tok musi byt roven & = 4w My, kde My, je celkovad hmotnost koule. Pro r > R tak dostdvame

znamy vztah
2 M, k

2

K=

r
Gravitacni pole vné koule je tedy stejné jako pole hmotného bodu o hmotnosti rovné hmotnosti
koule umisténého do jejiho stredu.

Zvolime-li r < R, pak je tok pfes plochu uréen pouze hmotnosti M (r), ktera je soustfedéna
v kouli o poloméru r: & = 4wscM(r). Intenzita gravitaéniho pole se rovnd K = xM(r)/r>.
Na gravitacni pole ve vzdélenosti r uvnitf koule tedy nemé vliv hmota, ktera se nachazi ve
vzdalenosti vétsi nez je r.

Priklad Sel fesit i bez znalosti Gaussovy véty. Méjme
hmotnou kulovou plochu. DokazZeme nejprve, Ze intenzita
gravitacniho pole je uvnitf této plochy nulova. Vnitfnim
bodem X vedme opét tzky kuzel, tentokrat protazeny na
obé strany (viz obr. 3). Tento kuZel vytkne na povrchu
koule dvé plochy S1 a S2. Opét diky podobnosti utvara
je jejich pomér roven

S1 _r%
= 3-
S2 T2

Gravitacni sily, kterymi pusobi obé plochy v daném
misté, maji stejnou velikost, ale opac¢ny smér, takze se
jejich ucinek vyrusi.

Obr. 3

b) V rovnici hydrostatické rovnovahy polozime za Ar cely polomér hvézdy R. Tlak v centru
hvézdy se pak vyjadii z rovnice polytropy p = Co”. Z rovnice hydrostatické rovnovahy tedy
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dostaneme

Co" ~ ML
4 ” R’

kde M je celkovd hmotnost hvézdy. Hustotu hvézdy aproximujeme jeji stfedni hustotou
o ~ M/R?. Jednoduchymi tipravami nakonec dospé&jeme ke vztahu

1
Rz(g)?w_4 M;Yi}4 pro'y#é.
n 3
V pripadé v = 4/3 se R vykrati a dostaneme vztah pro hmotnost hvézdy. Rovnovazny stav zde
existuje jen pro uréitou hmotnost, pro jiné hmotnosti se hvézda bud zhrouti nebo rozplyne.

Pustme se do rozboru stability hvézdy. RozliSujeme tii druhy rovnovéaznych poloh: poloha
stabilni (pfi malé vychylce ma systém tendenci vracet se do rovnovazného stavu), indiferentni
(pfi malé vychylce systém ziistava v rovnovazném stavu) a labilni (pfi malé vychylce mé systém
tendenci vzdalovat se od rovnovazného stavu). V nasem piipadé indiferentnimu rovnovaznému
stavu odpovida hvézda s v = 4/3. Af ménime jeji polomér, jak chceme, vzdy je v hydrostatické
rovnovaze.

Vime, ze gravita¢ni sila (napiiklad ve vzdalenosti r = R/2) je F, = konst/R>. Naopak
tlakova sila je F; ~ pR? = konst/R>"™2, kde jsme pouzili pro vyjadfeni tlaku rovnici polytropy.
V rovnovazném stavu jsou si gravitaéni a tlakova sila rovny. Pro v > 4/3 je mocnina u R ve
vztahu pro tlakovou silu vétsi nez 2. Zmensime-li tedy polomér hvézdy v rovnovazném stavu,
bude tlakova sila vétsi nez gravitacni a hvézda bude mit tendenci se rozpinat. Naopak pro
poloméry hvézdy vétsi nez rovnovazny prevazi gravitacni sila nad tlakovou a hvézda se zacne
smrstovat, neboli opét se navracet do rovnovazné polohy. V pfipadé v > 4/3 se tedy jedna
o rovnovaznou polohu stabilni. Pro v < 4/3 je naopak mocnina u R ve vztahu pro tlakovou
silu mensi nez 2. Zmensime-li polomér hvézdy, zacne gravitacni sila pfevazovat nad tlakovou
a hvézda se bude ¢im d&l vice smrstovat. Zvétsime-li polomér hvézdy, prevazi tlakové sila nad
gravitacn{ a hvézda se rozplyne. V piipadé v < 4/3 se jedna tedy o hvézdu nestabilni.

Alexander Kupco
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